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基于参数估计的时变系统迭代学习控制

摘 要

迭代学习控制是一种针对重复性任务设计的高级控制策略，通过

利用历史误差信息和输入信号优化当前的控制输入，在工业机器人、

数控加工和医疗设备等领域表现出显著的应用潜力。传统迭代学习控

制通常假设系统动态特性在重复任务中保持不变，然而在实际工程中，

系统参数常因环境扰动或任务需求变化而呈现时变特性，这使得传统

算法在应对时变系统时存在一定的局限性。为此，本文聚焦于基于参

数估计的时变系统迭代学习控制，旨在解决时变系统在高精度路径跟

踪中的控制难题，设计了适用于时变系统的迭代学习控制算法，并通

过理论分析证明了其鲁棒性和收敛性。最后，通过仿真和实验验证了

所构建算法的有效性，并通过对比实验进一步分析其优越性。具体而

言，本文研究内容主要包括以下三个方面：

(1)基于极限学习机估计机制的迭代学习控制方法：首先通过构

建极限学习机模型求解时变参数的估计问题；随后根据系统动力学的

相关特征，以及系统性能函数设计对应的迭代学习控制律，进行期望

轨迹的跟踪；最后将基于极限学习机估计方法的迭代学习控制算法与

传统方法进行仿真对比，结果表明该方法的跟踪误差在 110 mm 与

310 mm 之间波动，具有更高的跟踪精度，同时参数估计的准确性也

显著提升。

(2)基于反向传播神经网络估计机制的迭代学习控制方法：首先
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根据系统参数特性构建合适的反向传播神经网络模型；然后结合控制

目标设计更新律，从而改进传统迭代学习控制算法，并与参数估计方

法耦合形成综合算法；最后对算法的收敛性进行理论分析和实验验证，

通过工业物联网加工平台验证了算法的性能，结果表明该方法的跟踪

误差可稳定在 310 mm，充分证明其优越性。

(3)基于期望最大化估计机制的含噪声干扰迭代学习控制方法：

针对实际生产中噪声干扰对参数估计的影响，首先采用期望最大化估

计机制算法估计含噪时变参数；然后根据噪声特性设计相应的更新律，

同时分析其收敛性能；最后通过精密加工实验平台进行实验验证，其

结果表明该算法不仅能够有效处理噪声干扰，且其收敛精度高于前述

方法，跟踪误差后期可稳定在接近 410 mm 量级，从而验证了该算法

的鲁棒性和优越性。

关键词：迭代学习控制，参数估计，极限学习机，反向传播神经网络，

期望最大化
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ITERATIVE LEARNING CONTROL OF TIME VARYING

SYSTEMS BASED ON PARAMETER ESTIMATION

ABSTRACT

Iterative learning control is an advanced control strategy designed

for repetitive tasks, which optimizes the current control input by utilizing

historical error information and input signals. It has shown significant

application potential in fields such as industrial robots, numerical control

machining, and medical equipment. Traditional iterative learning control

typically assumes that the dynamic characteristics of the system remain

unchanged in repetitive tasks. However, in practical engineering, system

parameters often exhibit time-varying characteristics due to

environmental disturbances or changes in task requirements, which limits

traditional algorithms in dealing with time-varying systems. Therefore,

this article focuses on iterative learning control of time-varying systems

based on parameter estimation, aiming to solve the control problem of

time-varying systems in high-precision path tracking. An iterative

learning control algorithm suitable for time-varying systems is proposed,

and its robustness and convergence are proved through theoretical

analysis. Finally, the effectiveness of the proposed algorithm was verified

through numerical simulations and experiments, and its superiority was
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further validated through comparative experiments. Specifically, the

research content of this article mainly includes the following three

aspects:

(1) Iterative learning control method based on extreme learning

machine estimation mechanism: Firstly, the estimation problem of

time-varying parameters is solved by constructing an extreme learning

machine model; Subsequently, an iterative learning control law is

designed to track the reference trajectory based on the relevant

characteristics of system dynamics and the system performance function.

Finally, the iterative learning control algorithm based on extreme learning

machine estimation method will be compared with traditional methods

through simulation. The results show that the tracking error of this

method fluctuates between 110 mm and 310 mm. At the same time, the

accuracy of parameter estimation is significantly improved.

(2) Iterative learning control method based on back propagation

neural network estimation mechanism: Firstly, a suitable back

propagation neural network model is established according to the

parameter properties of the system. Then, corresponding update laws are

designed based on its control objectives to improve the traditional

iterative learning control algorithm, and a coupled algorithm is formed

with the parameter estimation method. Finally, theoretical analysis and

experimental verification are conducted on the convergence of the
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algorithm. The performance of the algorithm is validated through

industrial processing experimental platform, and the results show that the

tracking error of the method could be stable at 310 mm, fully

demonstrating its feasibility and superiority.

(3) Iterative learning control method with noise interference based

on expected maximization estimation mechanism: In the parameter

estimation process, the actual noise interference in the production process

is considered, and the expected maximization method is used to estimate

the parameters with noise interference. Relevant update laws are designed

based on the actual presence of noise, and their convergence performance

is analyzed. Through testing on the experimental platform, the results

show that the algorithm can not only effectively handle noise interference,

but also has higher convergence accuracy than the previous methods. The

tracking error can be stabilized at nearly 410 mm level in the later stage,

thus verifying the robustness and practicality of the algorithm.

Huangfu Ziwei(Electronic Information)

Supervised by Li Wei

KEY WORDS: iterative learning control, parameter estimation, extreme

learning machine, back propagation neural network, expectation

maximization
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主要符号表

符号 代表意义

实数集合

自然数集合

n n 维实数列向量集合

m n m n 阶实数矩阵

A 矩阵 A的欧几里得(Euclidean)范数

1A 矩阵 A的逆

TA 矩阵 A的转置

†A 矩阵 A的伪逆

( )A 矩阵 A的谱半径

, T
Ra b a Rb   在希尔伯特(Hilbert)空间中权重矩阵 R定义的 ,a b的内积

2 T
R

x x Rx 在希尔伯特(Hilbert)空间中权重矩阵 R定义的 x的诱导范数

2[ , ]nL a b
定义在区间 ,a b 上的在 n取值的勒贝格(Lebesgue)平方可

和序列空间

* 矩阵的伴随因子

 梯度

I 适当维度的单位矩阵

tr 矩阵的迹

， 模型不确定性

状态实际扰动，在实际应用中为外部干扰

观测实际扰动，在实际应用中为测量干扰

 利普希兹连续常数

 强凸系数
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第 1 章 绪论

1.1 研究背景与意义

迭代学习控制(Iterative Learning Control, ILC)作为一种针对重复性任务的高

效控制方法，其核心在于通过历史跟踪误差和输入信息数据的迭代修正，不断调

整当前的控制输入，实现重复运行系统在有限区间上输出轨迹能对期望轨迹的精

准跟踪，优化控制系统性能[1-3]。迭代学习控制作为智能控制领域新方向，为控

制理论研究开辟新路径，对于在有限时间内执行给定重复任务的系统，其在性能

和精度等方面具有显著优势。由于迭代学习控制适用于存在模型不确定性、时变

非线性特征的复杂工业场景，因此在机械臂轨迹跟踪[4,5]、高速列车[6]、超精密晶

圆级[7]等高精度需求领域已有广泛应用。

随着现代工业技术的发展，实际工程中对于执行重复操作任务的系统面临的

环境日益复杂。由于工作环境和外部载荷的影响，结构的参数如质量、刚度及阻

尼往往在运行过程中表现出很强的时变性[8]。时变系统是指系统的参数(如质量、

刚度和阻尼)在运行过程中随时间变化的动态系统。例如，高速飞行器在飞行过

程中，由于气动加热导致结构材料的物理特性发生变化，进而引起刚度和阻尼的

时变[9]；机械臂在伸展过程中，其动力学参数也会随姿态的变化而变化[10]。

这些时变特性使得系统的控制问题变得复杂，传统迭代学习控制的系统动态

特性在迭代过程中保持时不变，然而，时变系统的控制面临诸多挑战。首先，时

变系统的参数往往难以精确建模，系统的动力学方程难以准确建立。其次，时变

系统的参数变化具有非重复性，即每次运行时的参数变化规律可能不同，这进一

步增加了控制的难度。同时，迭代学习控制的应用面临新的挑战：一方面，系统

参数的不确定性会降低误差收敛速度甚至导致发散；另一方面，时变系统在实际

工程中会受到外部环境干扰和噪声的影响，导致系统的控制性能下降。因此，如

何在高精度路径跟踪任务中有效控制时变系统，成为了当前控制领域的一个重要

研究方向。

为解决上述问题，本文将参数估计引入到时变系统迭代学习控制框架中，通

过在线识别时变参数的方法处理对于有模型不确定、难以建立系统动力学方程的
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系统，并结合参数估计机制设计迭代学习控制更新律，实现对期望轨迹的高精度

跟踪，从而拓宽迭代学习控制的应用场景。因此，这一研究方向促进了迭代学习

控制理论的完善，并且对于实际工业过程具有应用价值。

1.2 研究现状及发展趋势

1.2.1 迭代学习控制研究现状

迭代学习控制作为控制领域中一种重要的控制方法，最早是针对工业机器人

的重复动作控制提出，自提出以来受到了广泛关注。在过去几十年间，迭代学习

控制在理论研究和实际应用方面都取得了显著进展。ILC 被广泛应用于各种领域，

而经典的 ILC 具有六个设计假设[11]，即固定参考信号、固定试验长度、固定初

始状态、固定系统动力学、固定输入更新律和系统动态G可逆，限制了其潜在的

应用范围。迭代学习控制的基本框图如图 1- 1 所示，其中 ( )ku t 为第 k批次系统的

输入信号， 1( )ku t 为第 1k  批次系统的输入信号， ( )ky t 为第 k批次系统的输出信

号， ( ) ( ) ( )k ke t r t y t  是第 k批次系统的误差， ( )r t 是系统的期望轨迹。

图 1- 1 迭代学习控制基本框图

Arimoto 等人[12]将 ILC 作为一个新的研究方向正式提出，其设计目标是找到

一个迭代更新定律，使得输入信号收敛于一个唯一值，输出轨迹收敛于一个期望

轨迹，对于 ILC 的六个假定在实际应用中存在很大程度的局限性。因此，部分

学者认为 ILC 适用于任意具有重复性的应用场景，在 ILC 领域中，关于去除假

设条件的研究，国内外学者取得了不错的成果。Freeman[13]首先提出移除参考信

号固定的假定，只考虑几个关键性时间点上的跟踪效果，将 ILC 的应用推广到

点对点跟踪任务，并与 Tan[14]一起提出约束条件下的点对点 ILC 算法。

受上述研究启发，Barton 等人[15]也通过移除这项假定，建立起一套空间坐标
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下的 ILC 算法并将其应用。随后，Tao 等人[16,17]将迭代学习控制运用到期望轨迹

更新的点对点跟踪任务中并将算法加以优化。此外，Chi 等人[18-20]和 Shen 等人[21]

分别提出移除初始状态固定的假定与迭代时间固定的假定，使设计的 ILC 算法

更契合实际应用。

在近期的研究中，Swevers 团队[22][23]同时移除迭代时间固定与指定输入信号

更新律的假定，在每次迭代结束后采用标称模型更新律，基于更新后的标称模型

重新规划路径，降低每次迭代花费的时间。总而言之，这些学者主要围绕着时不

变系统建模，消除 ILC 的几个假设条件研究其控制策略。

1.2.2 时变系统参数估计的研究现状

近年来，许多研究探索了针对不同系统的各种参数估计方法。对于时变参数

和不确定性集问题，Dahliwal 等人[24]采用基于集的自适应方法来估计。Moreno

等人[25]详细提出了一种能够估计时变参数的不连续算法。此外，为提高估计的准

确性，Cao 等人[26]提出了分部辨识的思路分别辨识动态和静态参数。针对时变对

象的自适应控制，Lavretsky 团队[27]提出了一种新的参数估计算法。

尽管时变系统存在于航空航天[28]、复杂系统过程控制[29]等许多领域，但在

ILC 领域仍未得到充分的探索。对于时变系统的研究，很多学者采用自适应神经

网络控制[30]、自适应动态规划算法[31]和由事件触发条件控制的比例-积分-微分

(PID)控制[32]等不同的方法。现有的 ILC 方法[33]已经尝试解决时变系统中的任务，

但每次试验的系统动力学是相同的。具有非重复性时变参数的时变系统

(non-repeat time-varying systems, NTVSs)特点是系统动力学在试验过程中具有时

变性，而时变参数具有非重复性，例如，在患者的中风康复过程中，患者的手臂

反应率随着时间的推移逐渐降低[34]。在实际的工业过程中，几乎不存在传统 ILC

中所假定的系统完全重复这一理想情况，因此如何在非重复条件约束的情况下，

设计合理的 ILC 算法实现对系统的鲁棒性控制成为了 ILC 领域的一大焦点。

由于传统的 ILC 采用固定的标称模型，时变系统动力学导致模型不确定性

的积累，可能导致 ILC 更新律的鲁棒收敛条件无法得到满足。Chen 等人[35]构建

了 NTVSs 的 ILC 更新律，依靠线性回归思想提出非重复性时变参数估计机制。
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1.3 迭代学习控制在实际生产中的应用

在许多生产和工业过程中，系统需要在有限的时间内完成指定的任务，并不

断地重复此项操作，这类任务通常需要系统的输出跟踪上特定的参考轨迹。相较

于以 PID 控制为代表的传统控制方法，迭代学习控制方法可以在实际生产中提

高产品若干个数量级的精确度。相较于以自适应控制为代表的高级控制方法，迭

代学习控制方法采用离线控制器在每次迭代结束后更新系统输入等变量，这项设

计能够大幅度降低算法的在线计算量需求。因此，在现代工业控制系统中，迭代

学习控制技术被广泛应用于多种对精确度有较高要求的控制任务中，例如高速列

车[36]、数控机床[37]、化工批次处理[38]、平板印刷机[39]、磁阻电机[40]、农用车辆[41]

与多连杆机械手[42]。

1.4 本文主要工作与章节介绍

本文将 ILC 的应用范围从单一时不变系统拓宽到时变系统，并结合不同的

参数估计方法(如 ELM、BP 神经网络和 EM 算法)，提出基于参数估计的 ILC 算

法，从理论上证明算法的鲁棒性与收敛性，并通过实验验证了其在实际应用中的

优越性能，实现了期望轨迹的高精度路径跟踪，进而突破时变特性所致的控制难

题。首先，根据获取的输入与输出数据，分析时变参数的类型，确定在线参数估

计方法，实时更新系统的时变参数。其次，契合迭代学习控制研究领域的发展趋

势，移除系统模型唯一性假定，建立基于迭代学习控制技术的时变系统路径跟踪

策略，大幅度降低原问题的难度与复杂度，进而解决该难题。

综上所述，基于参数估计的时变系统迭代学习控制大致分为三个步骤：第一

步，综合考虑时变参数的类型，设计合适且准确的在线参数估计方法；第二步，

根据所涉及的在线参数估计方法，得到系统的初始输入信号，建立基于在线参数

估计的时变系统的迭代学习控制律，实现耦合算法，并通过理论证明该控制律的

鲁棒性与收敛性；第三步，搭建实验平台验证该算法的可行性和优越性。本文的

章节介绍如图 1- 2 所示。
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图 1- 2 本文章节介绍示意图

本文共分为 6 章，主要内容如下：

第 1 章：绪论部分。主要对 ILC 和时变系统当前研究的发展情形进行概述，

论述 ILC 研究背景及意义，归纳总结 ILC 及时变系统研究方法的国内外研究情

况，并对本文的主要内容和各章节的内容进行简要概括。

第 2 章：基础理论部分。对 ILC 的相关理论知识及分析方法进行详细介绍，

阐述 ILC 经典模型、机器学习中优化算法相关的定理以及收敛性分析方法。

第 3 章：基于极限学习机在时变系统中的迭代学习控制。首先对参数进行估

计，通过构建 ELM 模型求解时变参数的估计问题，随后根据系统动力学的相关

特征，以及系统性能函数设计对应的 ILC 控制律，进行期望轨迹的跟踪。

第 4 章：基于 BP 神经网络在时变参数估计的迭代学习控制。首先根据参数

属性建立 BP 神经网络模型，然后根据其控制目标设计相应的 ILC 更新律，并和

参数估计方法构成耦合算法，最后从理论和实验对该算法的性能分析。

第 5 章：基于期望最大化估计机制的含噪声干扰系统的迭代学习控制。首先

考虑实际生产过程中噪声干扰的情况，并采用期望最大化方法对参数进行估计，

然后根据实际噪声存在的情况设计相关的 ILC 更新律，最后通过理论和实验对

性能进行分析。

第 6 章：总结部分。对本文在 ILC 和参数估计领域中所做的工作进行总结，

并针对尚未解决的时变系统迭代学习控制问题进行展望。
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第 2 章 相关基础理论知识

本章首先介绍了 ILC 的基本数学描述，包括系统动力学模型、希尔伯特空

间等概念。然后详细介绍了优化定理的相关理论，最后介绍了迭代学习控制的收

敛性分析方法，包括压缩映射定理和最优化方法。

2.1 迭代学习控制数学描述

迭代学习控制是一种针对具有重复运动性质的系统的控制方法，具有严格数

学描述。其任务主要是根据系统期望轨迹与实际输出之间存在的误差，迭代地对

输入信号进行修正调整，使系统输出在一定的迭代批次后在期望的时间间隔内能

够准确跟踪上目标轨迹，达到期望的性能，并且对整个控制过程实现的速度有所

要求。本节给出迭代学习控制基本方法的数学表述方式作为理论基础，考虑在有

限时间间隔 0 N， 的系统动力学模型[43]：

     
     

1 ,
,

, 0,

 

 
k k k

k k

x t Ax t Bu t k

y t Cx t t N

    


 
(2-1)

其中，t和 k分别表示采样时刻和迭代批次；  ku t  ，   m
ky t  ，   n

kx t 

分别是所述第 k批次 t时刻的输入、输出和状态，A、B和 C为系统矩阵；在第 k

次迭代开始时，初始状态被重置为固定值   00kx x 。

因为 ILC 是在迭代域进行设计制定的，因此可以利用提升技术对系统进行

提升并描述为超向量的形式。针对式(2-1)形式的线性离散系统，可用提升矩阵模

型表示为：

,k ky Gu d  (2-2)

其中G 为系统输入信号与输出信号的映射矩阵， d 为初始状态响应，且满足：

2

0

1 2

0 0
0

, , 

N N N

CB CA
CAB CB CA

G d x

CA B CA B CB CA 

   
   
    
   
   
   





    



(2-3)
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此外，系统输入输出序列分别为：

     0 , 1 , , 1 ,
k k k

TT T T lN
ku u u u N     (2-4)

     1 , 2 , , .
k k k

TT T T mN
ky y y y N    (2-5)

输入 Hilbert 空间  2 0,ll N 和输出 Hilbert 空间  2 0,ml N 分别由如下内积及

相关的诱导范数定义：

2 2, , T T
R Q

u u Ru y y Qy  (2-6)

其中，权重矩阵 mN mNQ  和 N NR    分别为正定。

为了便于分析，引入如下引理。

引理 2.1[44]
1kG  的希尔伯特伴随算子

*
1kG  定义如下：

         
     

* 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

, ,

0, .

 

 

T T
k k k k k k k

T
k k j k j k k

G t R B p t p t A p t

p T p t p t C Q






      

      

  

  


(2-7)

jG 的伴随算子通过如下方程得到：

( ) ( )1

0 0
( ) ( ( ) ,

Tj jj j
t tA t t A t tT T T T

j j j j j jQ F Ce Bu t dt R B e C F Q Ru t dt    (2-8)

进而推断出：

( )1
* 0

( )( ) ,
0

  
                                            

jA t tT T T
j j j j

j j
j

R B e C F Q t t
G t

t t



   



；
(2-9)

则可以写成如下形式：

* 1( ) ( ),T
e j jG t R B p t  (2-10)

其中，在区间 ( , ]jt T 上 ( ) 0jp t  ，在区间[0, )jt 上表示为：

( ) ( ), ( )    .T T T
j j j j j j jp t A p t p t C F Q     (2-11)

G的伴随算子计算为映射 *G  ，其具体过程如下：

1
1 1 1 1( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) 0,  T T T

M M M Mt R B p t p t A p t C Q t p T 
        (2-12)

定义 eG 的伴随算子映射 1( , , , )M u    ：

1
* * 1 1

1 1

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ),
M M

T T
j j j

j j
u t G t G t R B p t R B p t 


 

 

     (2-13)
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其中，
1

1
( ) ( )M n

jj
p t p t R


  ，这些等式聚集在一起，则得到以下关系：

1( ) ( ), ( ) ( ) ( )
( ) , ( ) ( ) , 1 .

 
       

T T T

T T T T
M M M j j j j j

u t R B p t p t A p t C Q t
p T C F Q p t p t C F Q j M



 



 

   

    


(2-14)

采用范数最优迭代学习控制策略解决路径的跟踪问题，通过建立性能指标函

数并对其优化从而实现系统的精确跟踪，性能指标函数具有如下广义形式[45]：

2 2
1 1 1 ,k k k kR Q

J u u e     (2-15)

它是跟踪误差和相邻试验(试验 k和试验 1k  )之间的输入差的组合，其目的是在

输入信号变化最小的情况下，最小化下一次试验的误差，从而保持鲁棒性。

误差由输出信号 ky 和期望轨迹 r表示：

,k ke r y  (2-16)

迭代学习控制的目的便可以描述为：找到一个迭代学习更新律 1 ( , )k k ku F u e  ，

在给定系统每个迭代批次的初始状态 (0)kx 和固定的期望轨迹 r，随着迭代批次

数 k的上升，系统的输出轨迹 ky 能够逐渐地实现对期望轨迹的准确跟踪，使得

lim 0kk
e


 [46]。迭代学习控制律除了在理论上不断地提升与发展，也被设计与调

整用以适用于广泛且各具特色的工业过程中。针对不同的被控系统，设计与选取

适宜的迭代学习控制律，以提升被控系统的跟踪性能，也是学者们工作的重心。

2.2 强凸函数的相关定理

如果函数 ( )f  在其定义域内可微，并且是凸函数，则存在如下等价条件[47]：

(1)关于 ( )f  的梯度 ( )f  满足 -利普希兹连续；

ˆ ˆ ˆ, , : . . ( ) ( )
;ˆ( ) ( )

ˆ( , ) ( )
ˆ

    

    =

nx x s t f x f x x x

f x f x
x x f

x x
 

       


      

(2-17)

(2)关于函数 ( ) ( )
2

Tx x x f x 
  同样是凸函数；

(3)关于函数的梯度 ( )f  具有余强制性，即以下不等式存在：
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21[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) .Tf x f y x y f x f y     


(2-18)

关于n维的特征空间 ( ) :f   ，则 ( ) ( )f x f y 与 x y 均为向量，对应单

调性的定义：

[ ( ) ( )] ( ) 0 , . .[ ( ) ( )] ( ) 0,     Tf x f y x y x y s t f x f y x y         (2-19)

而强单调性在单调性同号的基础上将不等式右侧替换为系数
1

与 x的增量

2x y 的乘积形式：

21[ ( ) ( )] ( ) ,Tf x f y x y x y    


(2-20)

若该值用 ( )f x 的增量表示，则称之为余强制性，即：

21[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) .Tf x f y x y f x f y    


(2-21)

2.3 收敛性分析方法

算法的收敛性是迭代学习控制研究过程中的重要问题之一，它是判断算法有

效性的直接依据。收敛性指在标称情况下，ILC 算法随着迭代次数的增加，使得

被控系统的输出轨迹越来越接近理想输出轨迹，同时控制输入也逐渐逼近理想控

制输入，被控系统的状态也趋向于理想状态。收敛速度也就是经过几次的学习系

统收敛于期望的问题。迭代学习控制保证正常控制效果的前提是学习律的单调收

敛性，它可以使系统在迭代次数不断增加的情况下输出不发散。

迭代学习控制具有严格的数学描述，其算法的收敛性也是基于数学分析的方

法。针对线性时不变系统，对于与优化理论相结合的优化迭代学习控制，最常用

的方法是压缩映射法，通过构建算子范数约束条件，证明了跟踪误差在迭代轴上

具有逐点收敛特性，这一理论突破为后续压缩映射类 ILC 算法的设计提供了严

格的数学支撑。此外，基于优化理论的收敛性研究策略同样占据重要地位。典型

方法包括基于梯度下降法[48]、高斯牛顿法[49]和牛顿法[50]等，这类方法利用凸优

化理论保证迭代过程中控制输入的收敛性。其核心在于通过迭代优化过程使性能

指标沿下降方向演进，最终实现误差的渐近收敛。此类方法不仅拓展了 ILC 的

理论框架，还为复杂非线性系统的收敛性分析提供了新的研究范式。
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第 3 章 基于极限学习机估计机制的迭代学习控制

针对第 2 章所提到的传统迭代学习控制方法受限于线性时不变系统的理论

瓶颈，其在工业场景中的实际应用面临显著挑战：实际生产系统中普遍存在参数

摄动、负载波动及环境干扰等因素，导致系统动力学呈现时变特性，从而破坏传

统 ILC 算法的收敛性和鲁棒性。

鉴于此，本章节提出了基于极限学习机的时变系统迭代学习控制方法，该方

法通过构建极限学习机网络与 ILC 的动态耦合机制，设计时变参数的在线辨识

策略：首先利用极限学习机的自适应特性实时估计系统时变动力学参数，随后将

估计结果嵌入 ILC 的迭代更新律中，形成参数估计-控制量修正的双闭环结构。

最后通过理论分析表明该方法的收敛性，并在数值仿真中进一步验证了其在时变

工况下相比传统 ILC 算法具有更优的跟踪精度和鲁棒性。

3.1 问题描述

3.1.1 系统动力学

考虑如下离散时变系统的状态空间分布：

         
     

1
,k k k k k

k k k

x t A t x t B t u t

y t C t x t

  



(3-1)

其中，其中矩阵  kA t ，  kB t 和  kC t 表示相应的系统矩阵都随时间和迭代批次

而变化。根据式(2-2)系统输出有如下形式：

      ,k k ky t G t u t (3-2)

算子  kG t 由下三角矩阵组成：

 

   
         

               1 2

0 0
0

.

k k

k k k k k
k

N N
k k k k k k k k

C t B t
C t A t B t C t B t

G t

C t A t B t C t A t B t C t B t 

 
 
 
 
 
  





   



(3-3)
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3.1.2 时变参数描述

采用传统积分方法来处理时变参数，并将 ,a b 平均分为 2n个较小的区间。

在每个 1,i ix x  区间上，系统的状态时变矩阵  kA t 采用以下形式：

       
1 1

1
0 0

2

4 2 .
6

n n

k k k k k kkk k
a b

hA A x A x A x At x
 

 

 



 
     

 






(3-4)

3.1.3 极限学习机回归算法

极限学习机(Extreme Learning Machine, ELM)[51]用于训练单个隐藏层前馈神

经网络，可以随机选择输入层权重，隐藏层偏置和输出层权重，该解决方案是使

用通用的(Moore-Penrose, MP)反矩阵理论建立的。

ELM 需要设置一个合适的数字，随机生成隐藏层所需的所有参数，并通过

最小二乘法确定输出层的权重。对于包含N个样本 ( , )k kx t 的数据集，其模型如下：

1 2, , , ,Q m Q
T t t t


    (3-5)

 
 

 

111

2 21

1

,

L
i i j iij

L
j i i j ii

j

Lmj m L
im i j ii m L

g w x bt
t g w x b

t

t g w x b












 

    
       
   
        






 
(3-6)

其中T ， i和 ( , , )i i kg w b x 是前向传播输出，连接第 i个隐藏的输出权重矩阵和非

线性分段连续函数。假设 q个样本，m个输出变量和 n个特征值，随机确定权重

ijw 和阈值 ib。

输出矩阵为：

   

   

1 1 1 1

1 1

,
L L

Q L Q L Q L

g w x b g w x b
H

g w x b g w x b


  
 

  
 

   



  



(3-7)

通过最小二乘理论求解获得隐藏层的矩阵 H T  ， ELM 的解表示为

†( )T TH H H H  。
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3.2 迭代学习控制算法设计

为求解时变系统中的轨迹跟踪问题，根据系统动力学式(3-1)和性能指标函数

式(2-15)，设计迭代学习控制更新律为：

  1* *
1 1 1 1 ,k k k k k ku u G I G G e



      (3-8)

其中*表示 1kG  的伴随矩阵， ke 表示第 k次试验的误差。

3.2.1 算法描述

本章节将时变系统 ILC 总结为算法 3.1，该算法将 ELM 与 ILC 结合，利用

ELM 的快速学习能力实时估计系统参数，并基于估计结果动态调整 ILC 更新律，

从而适应时变扰动，基于 ELM 估计机制的迭代学习控制如算法 3.1 所示。

算法 3.1 基于极限学习机估计机制的时变系统迭代学习控制算法

输入：初始输入信号 0u ，期望轨迹 r，随机初始化权重矩阵W ，输入偏置 b，采样

时间 sT ，最大试验长度 maxk ，初始矩阵算子 1kG  ，权重矩阵Q 和 R。

输出：最优输入 *u 。

1：初始化，令实验长度 k=0；

2：处理状态、输入和输出矩阵 ( )kA t 、 ( )kB t 和 ( )kC t ；

3：采用给定的初始输入信号 0u ，并通过系统动力学方程式(3-1)，计算初始输出信

号 0y 和误差 0e ；

4：当实验长度 maxk k 时，执行以下步骤：

5：ELM 使用输出矩阵 H和 sigmoid 函数 ( , , )i i kg w b x 获得输出偏差  ；

6：由 ILC 更新律得到下一次的输入信号 1ku  和算子 1( )kG t ；

7：采用刚获得的初始输入信号 1ku  ，并通过系统动力学方程，计算下一次试

验的输出信号 1ky  和误差 1ke  ；

8：试验长度 1k  ；

9：结束循环；

10：返回输入信号序列 ku 。
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3.2.2 收敛性分析

为了验证迭代学习控制律式(3-8)的有效性，下述定理给出了满足误差收敛时

的条件，并从理论上完成了定理 3.1 的证明过程。

定理 3.1 如果算子 1kG  行满秩，且算子 kG 和 1kG  满足以下条件：

 1 11 ,k k k k kG G u e    (3-9)

同时当前试验的误差 ke 满足以下不等式：

 11
k

k
k

u
e

 





， (3-10)

其中 1k  是 * 1
1 1( )k kI G G 
  的光谱半径， 为 1kG  和 kG 的差值，因此误差收敛。

其证明过程在以下部分详细阐述。

证明 首先第 1k  次试验的跟踪误差由跟踪误差式(2-16)得出：

1 1 1 1,k k k ke r y r G u       (3-11)

随后将式(3-8)代入上述公式得到以下形式：

* * 1 * 1
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) .k k k k k k k k k k k ke r G u G G I G G e I G G e u 
              (3-12)

根据范数不等式的性质得到如下不等式：

1 1 ,k k k ke e u    (3-13)

因此，由此得到收敛性条件，证毕。

3.2.3 鲁棒性分析

在实际生产应用中，系统的干扰等不确定因素会对跟踪控制性能造成一定的

影响，从而使算法的鲁棒性降低，本节针对实际工业系统中普遍存在的模型不确

定性问题，系统的算子形式为 (1 )G G  ，建立如定理 3.2 的鲁棒性能分析框

架，并严格推导出跟踪误差在模型不确定性约束下所满足的相关条件。

定理 3.2 如果输入信号满足以下不等式：

 
   1

1
1 ,

1 k k k

F
u e

P
 

   
     

(3-14)
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且模型不确定性满足以下不等式：

*
1 1 1,k k

F
I G G

P  

 
   
 

(3-15)

其中 kG 用矩阵运算符的形式来描述为  , T
k k kG FG PG ，则保证收敛性能不受

模型不确定性的影响。证明过程如下：

证明 针对系统不确定性的实际输出和矩阵算子分别用 y 和G 表示，在考虑

系统模型不确定性存在的情况下，第 1k  次试验的跟踪误差为：

 
 

 
 

1
1 1 1 1 1

1

1 1
.

1 1
k k

k k k k k k k k k k
k k

F G F G
e r y e G u G u e u u

P G P G


    


      
                

  (3-16)

将式(3-8)和式(3-2)代入上式得到：

  
  

 
    11 1 * *

1 1 1 1
1 1

1 1
,

1 1
k k k

k k k k k k k
k k k

F G G F G
e e u G I G G e

P G G P G
 

   
 

       
             

(3-17)

将上述公式化简得到以下形式：

 
     

 
11 * *

1 1 1 1
1

1 1
.

1 1
k

k k k k k k
k

F G F
e I G I G G e u

P G P


   


                         
(3-18)

将单位矩阵 I 展开：

   
 

11 * *
1 1 1 1

1

1
,

1
k

k k k k k k
k

F G F
e I G I G G e u

P G P


   


                       
(3-19)

对上式两边取范数：

   
 

11 * *
1 1 1 1

1

1
,

1
k

k k k k k k
k

F G F
e I G I G G e u

P G P


   


                       
(3-20)

基于范数的三角不等式性质，可建立如下递推不等式：

1 *
1 1 1

1

(1 )
,

(1 )
k

k k k k k
k

F G F
e I G e u

P G P
 

  


        
            

(3-21)

由此可严格导出定理 3.2 输入信号和模型不确定性满足的条件，证毕。
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3.3 仿真验证

3.3.1 跟踪任务描述

为了验证本算法 3.1 的可行性和鲁棒性，分别对系统的跟踪性能和参数估计

性能进行仿真。为了评价系统的跟踪误差，引入平均绝对误差 MAE为：

1

1( ) .
T

k
t

MAE k e
T 

  (3-22)

通过采用三轴模型跟踪期望轨迹，设定期望轨迹 r如下：

 
   

0.005sin 2 0.005

0.005cos 2 0, 1 ,
0.01

                     

i

r i i
i

 

 

  


   



(3-23)

系统的传递函数分别为：
0.055( ) ( )x yG s G s
s

  ，
0.0252( )zG s
s

 。

3.3.2 参数估计结果分析

输入的样本数是 200，每个样本有 101 属性值，ELM 按 7:3 的比例随机划分

训练集和测试集。图 3-1 和图 3-2 分别表示采用不同方法状态矩阵估计值和参数

值的对比，其中蓝色表示估计值，红色表示参数的实际值。

采用 ML 估计机制得到的状态矩阵值与实际值之间的对比如图 3-1(a)，估计

值较实际参数值相比存在明显的延迟，且在峰值左右更加明显。图 3-1(b)则采用

ELM 估计机制得到的状态矩阵值与实际参数值进行对比，估计值可以准确地估

计状态矩阵值，改善了 ML 估计机制表现出的延迟现象。

采用 ML 估计机制得到的输入矩阵值与实际参数值之间的对比如图 3-2(a)，

估计值在初始时刻的值存在一定的滞后，在某些区间内，估计值与参数值之间存

在一定的偏差。采用 ELM 估计机制进一步优化和改进，输入矩阵值与实际参数

值之间的对比如图 3-2(b)，其估计值和参数值更为接近，提高了估计的准确性。
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(a) ML 估计的状态矩阵值与实际值的对比

(b) ELM 估计的状态矩阵值与实际值的对比

图 3-1 采用不同方法的状态矩阵估计值和参数值的对比

(a) ML 估计的输入矩阵估计值与实际值的对比

(b) ELM 估计的输入矩阵估计值与实际值的对比

图 3-2 采用不同方法的输入矩阵估计值和参数值的对比

3.3.3 跟踪性能分析

关于算法平均绝对误差的折线图如图 3-3，蓝色和紫色实线分别表示算法 3.1

和基于机器学习(Machine Learning, ML)估计机制的 ILC 跟踪误差曲线，横坐标

表示 ILC 试验次数，其范围从 0 到 100，记录了 ILC 的试验次数，纵坐标为平均

绝对误差，采用对数刻度，用于衡量算法运行结果与真实值之间的误差程度。

在试验次数初始阶段( k值较小)，平均绝对误差处于较高水平，约在 210 mm
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量级。随着 ILC 试验次数的增加，误差迅速下降，在接近 40 次试验时，误差降

至 310 mm 量级附近。此后，两种算法的曲线均呈现出波动震荡的态势，在每个

震荡周期内，误差先减小至一个局部最小值，随后又有所上升，但算法 3.1 总体

上维持在相对较低的误差水平，大约在 110 mm 310 mm 之间波动，这表明算法

3.1 在初期能快速收敛降低误差。受时变系统的影响，尽管在试验次数 20k  ，

系统的性能会出现在一定周期内的波动变化，但其平均绝对误差依然收敛，且能

保持相对稳定的较低误差状态。

图 3-3 不同方法的平均绝对误差对比

图 3-4 展示了不同试验的输出轨迹与期望轨迹在三维空间中的对比情况，深

棕色实线代表期望轨迹，作为对比的基准。红色虚线、紫色虚线、绿色虚线和蓝

色虚线分别表示第 1 次试验、第 2 次试验、第 3 次试验以及最后一次试验的输出

轨迹。

从图中可以观察到，不同试验的输出轨迹与期望轨迹之间存在一定的偏差，

在第 1 次试验时，系统的输出轨迹(红色虚线)存在明显的延迟现象，不能跟踪上

期望轨迹，第 2 次试验的输出轨迹(紫色虚线)明显改善第 1 次试验的不足，逐渐

跟踪期望轨迹。第 3 次试验的输出轨迹(绿色虚线)能够明显跟踪期望轨迹，系统

的最后一次输出轨迹(蓝色虚线)能够准确跟踪期望轨迹，从而验证算法 3.1 的可

行性。
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图 3-4 不同试验输出轨迹对比图

3.4 本章小结

本章节围绕时变系统控制问题展开深入探究，建立了 ILC 与 ELM 之间的联

系，构建了一套适用于时变系统的控制策略来处理与参数估计和路径跟踪有关的

问题。通过数学推导与理论分析，设计专门针对时变系统的 ILC 更新算法，并

从收敛性与鲁棒性两个关键维度进行深入剖析，在数学理论层面论证其有效性。

最后通过与 ML 估计机制的 ILC 方法进行仿真对比，算法 3.1 的跟踪误差最小达

到接近
310 mm 量级，从而验证其优越性。
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第 4 章 基于反向传播神经网络估计机制的迭代学习控制

虽然第 3 章设计的算法 3.1 在跟踪性能和参数估计方面表现良好，但是其在

误差收敛方面仍存在一定的改善空间。一方面，误差的收敛速率慢且在一定范围

内呈周期性振荡变化；另一方面，跟踪误差精度欠佳，跟踪过程中产生的误差较

大，这极大地限制了其在高精度、高实时性领域的推广与应用。

针对第 3 章算法 3.1 中跟踪误差大且收敛速度慢的问题，本章节采用反向传

播神经网络对参数进行在线估计来在线估计参数，同时，引入贝叶斯正则化算法，

以优化参数估计过程，提升参数估计的精准程度。在此基础上，将估计机制与 ILC

算法有机融合，在有效降低跟踪误差的同时，使系统的跟踪性能得到显著提升。

4.1 问题描述

4.1.1 系统动力学

考虑离散时变系统的状态空间分布：

     
   

1
,k k k

k k

x t Ax t Bu t

y t Cx t

  



(4-1)

其中系统的状态、输入和输出矩阵与第 2.1 节一致。为确保系统具有可观性，可

观测性矩阵 k 必须列满秩，且该矩阵具有如下表达形式[52]：

     0 1, , ,
T

k vN t N t N t     ， (4-2)

其中，    0 kN t C t 且          1
1 1, 2, ,i

i i k

dN t
N t N t A t i v

dt


    。

式(4-2)在时间序列的输入输出矩阵和初始状态矩阵模型有如下形式：

0 ,k k k ky G u H x  (4-3)

其中，系统矩阵
mN lN

kG
 ，初始状态矩阵

mN n
kH

 。由于系统的非重复性时

变特性， kG 和 kH 相对于试验轴而变化：
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2

1 2

0 0
0

, .

k k k k

k k k k k k k
k k

N N N
k k k k k k k k k k

C B C A
C A B C B C A

G H

C A B C A B C B C A 

   
   
    
   
   
   





    



(4-4)

4.1.2 时变系统迭代学习控制问题

ILC 设计目标是采用更新法  1 , , ,k k k k ku F u e G H  ，通过 kG 和 kH 对输入

信号 ku 进行迭代更新，使系统输出跟踪期望轨迹 r，同时跟踪误差 ke 收敛到零。

解释 4.1 在经典 ILC 中， kH 是恒定的，因此 0kH x 可以被吸收为期望轨迹的

偏移。但对于时变系统而言， kH 是随试验而变化的，这导致在 ILC 更新定律设

计中必须考虑 0kH x 。

4.2 迭代学习控制算法设计

为了实现设计目标，本节首先介绍了具有收敛性分析的范数最优 ILC 方案，

然后从理论上验证了该方案的可行性，最后给出满足收敛性和鲁棒性的条件以及

相关的证明过程。

4.2.1 迭代学习控制方案

由于 kG 和 kH 在试验过程中发生动态变化，基于范数最优框架，因此该性能

指标函数式(2-15)呈现出如下广义形式：

  2 2
1 1 0 ,k k kR Q

J u u u r G u H x      (4-5)

其中两个部分的物理含义为：相邻试验之间的输入变化和跟踪误差，R和Q分别

表示鲁棒性和误差减少的优先级。

最小化关于u的性能指标函数式(4-5)获得迭代解：

*
1 1 1,k k k ku u G e    (4-6)

其中
*

1kG  是 1kG  的伴随矩阵， 1ke  是式(2-16)定义的第 1k  次试验的误差。
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命题 4.1 迭代解式(4-6)可重新表述为：

   1* *
1 1 1 1 1 1 0 ,k k k k k k k k ku u G I G G e G u H x 



          (4-7)

其中， 1 1k k kG G G    和 1 1k k kH H H    是两次试验矩阵算子的差值。

证明 根据跟踪误差的定义式(2-16)和输出矩阵模型式(4-4)，第 1k  次试验的

误差 1ke  可以表示为：

1 1 1 1 0 ,k k k ke r G u H x      (4-8)

将迭代解式(4-6)代入上述公式，推导出误差 1ke  的等效表达式：

 *
1 1 1 1 1 0.k k k k k ke r G u G e H x        (4-9)

通过对原始误差定义式(2-16)进行代数重构，可得期望轨迹 r的表达式：

,k kr e y  (4-10)

结合系统输出方程式(2-2)，将期望轨迹 r表征为输入信号与跟踪误差的组合形式：

0.k k k kr e G u H x   (4-11)

基于此 1ke  的表达式，建立误差信号与系统输入的数学关联：

 *
1 0 1 1 1 1 0 ,k k k k k k k k k ke e G u H x G u G e H x          (4-12)

将同类项合并：

 *
1 1 1 0 1 1 0 ,k k k k k k k k k kI G G e e G u H x G u H x          (4-13)

因此 1ke  的表达式可由含有算子、输入信号和第 k次试验的误差表示：

   1*
1 1 1 1 1 0 0 .k k k k k k k k k ke I G G e G u G u H x H x



          (4-14)

为建立迭代关系，用相邻两次试验的输入信号差值表示 1kG  和 1kH  ， 1ke  有

如下形式：

   1*
1 1 1 1 1 0 ,k k k k k k ke I G G e G u H x 



        (4-15)

将上式代入迭代解式(4-6)中即可得到命题 4.1 式(4-7)中，证毕。

假设 4.1 两组试验的算子差值用如下符号表示：

1 1 1 1, , k k k k k kG G G H H H        (4-16)
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其中 1kG  和 1kH  满足其范数 1kG  和 1kH  有充分小的上界值。

假设 4.1 适用于具有缓变时变特性的动态系统，其参数摄动的时变速率通常

较慢。此类系统在实际工业场景中广泛存在，如不间断电源的滤波电感参数随温

度升高的缓慢时变特性。

4.2.2 算法描述

ILC 更新律提供了一种修正输入信号 1ku  的途径，其收敛性能可依据下述定

理予以证明。同时，针对单调收敛条件，给出了相应的误差上界。

基于反向传播神经网络估计机制的迭代学习控制算法如算法 4.1 所示。

算法 4.1 基于反向传播神经网络估计机制的迭代学习控制算法

输入：初始输入信号 0u ，期望轨迹 r，采样时间 sT ，最大试验长度 maxk ，初始矩阵

算子 1kG  和 1kH  ，权重矩阵Q 和 R。

输出：最优输入 *u 。

1：初始化，令 0k  ；

2：采用给定的初始输入信号 0u ，并通过系统动力学方程式(4-1)，计算初始输出信

号 0y 和误差 0e ；

3：当 maxk k 时，执行以下步骤：

4：采用所构建的 BP 神经网络估计 1( )kG t 和 1( )kH t ；

5：由迭代学习控制更新律得到下一次的输入信号 1ku  ；

6：采用刚获得的初始输入信号 1ku  ，并通过系统动力学方程式，计算下一次

试验的输出信号 1ky  和误差 1ke  ；

7：试验长度 1k  ；

8：结束循环；

9：返回输入信号序列{ }ku 。
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4.2.3 收敛性分析

定理 4.1 采用迭代学习控制更新律(4-7)，如果系统的跟踪误差满足不等式：

1 1 0( )
,

(1 )
k k k

k

G u H x
e

  


 



(4-17)

其中  为   1*
1 1k kI G G



  的谱半径，则误差单调收敛。

证明 由式(2-16)得到 1ke  的表达式，由于范数矩阵不等式的性质，以下不等

式成立：

   1*
1 1 1 1 1 0 ,k k k k k k ke I G G e G u H x 



        (4-18)

其中谱半径0 1  ，上式可以表示为：

 1 1 1 0|| || || || || |||| || || |||| || .k k k k ke e G u H x       (4-19)

若误差满足 1k ke e  ，则以下不等式成立：

 1 1 1 0 ,k k k k k ke e G u H x e        (4-20)

上式变形得到：

 1 1 0 ,
1k k k ke G u H x  

   


(4-21)

因此得到收敛条件，则误差范数单调收敛，证毕。

4.2.4 鲁棒性分析

在实际工业场景中，模型不确定性因环境干扰、负载波动及传感器噪声等因

素对系统性能具有显著影响，因而在系统分析与设计过程中要将其考虑在内。

和表征着 kG 和 kH 的模型不确定性，定义如下：

   ˆ ˆ1 , 1 ,k k k kG G H H    (4-22)

其中模型不确定性和满足条件 1  且 1  。

定理 4.2 如果模型不确定性和矩阵 1kG  满足以下条件：

*
1 1 1,k kI G G      (4-23)
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同时，跟踪误差满足如下不等式：

1 1 0 1 1 0
1( ) ( ),

1 (1 )k k k k k k ke G u H x G u H x  
          

 
(4-24)

则跟踪误差收敛。证明过程如下：

证明 考虑模型不确定性和，系统在第 k次试验时的实际输出为 ˆ ky 。根

据式(2-2)和式(4-22)，第 1k  次试验的实际输出为 1ˆky  ，其表达式如下：

     
       

1 1 1 1 0

1 1 1 0

1 1 1 0

ˆ ˆˆ
       = 1 1

       = 1 1 1 1 .

k k k k

k k k k k

k k k k k

y G u H x
G G u H H x

G G u H H x

 

 

   

  

  

 

    

            

(4-25)

将上式合并化简：

   1 1 1 1 0
ˆ ˆ ˆ ˆˆ = ,k k k k k ky G G u H H x       (4-26)

其中 1
ˆ
kG  和 1

ˆ
kH  分别表示第 k次试验和第 1k  次试验的实际差值，且满足如下

等式：

   1 1 1 1
ˆ ˆ1 , 1 .k k k kG G H H          (4-27)

采用命题 4.1 中式(4-7)代替实际输出表达式中的 1ku  得到：

     

 

1* *
1 1 1 1 1 1 1 0

1 0

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ                                                                                    ,

k k k k k k k k k k k

k k

y G G u G I G G e G u H x

H H x

  





      



        

 
(4-28)

根据第 1k  次跟踪误差的定义公式，系统的真实误差为：

1 1ˆ ,k ke r y   (4-29)

将实际输出 1ˆky  的表达式代入上式：

     

 

1* *
1 1 1 1 1 1 1 0

1 0

ˆ ˆ

ˆ ˆ                                                                                         ,

k k k k k k k k k k k

k k

e r G G u G I G G e G u H x

H H x

  





      



         

 
(4-30)

将上式进一步变形：

   
     

1 1 1 0

1* *
1 1 1 1 1 1 0

ˆ ˆ ˆ ˆ=

ˆ ˆ                    .

k k k k k k

k k k k k k k k k

e r G G u H H x

G G G I G G e G u H x

 

  

  



     

   

    
(4-31)
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考虑模型不确定性和代入上式：

       

     
1 1 1 0

1* *
1 1 1 1 1 1 0

1 1 1 1

ˆ ˆ               ,

k k k k k k

k k k k k k k k k

e r G G u H H x

G G G I G G e G u H x

 

  

  



     

                

    
(4-32)

将含有模型不确定性的项数展开：

     
1 0 0 1 1 1 0

1* *
1 0 1 1 1 1 1 1 0

ˆ ˆ           .

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

e r G u H x G u H x G u G u H x

H x G G G I G G e G u H x

  

   

   



      

       

     
(4-33)

使期望轨迹 r用含有误差 ke 的表达式表述：

     
1 0 1 1 1 0 1 0

1* *
1 1 1 1 1 1 0

ˆ ˆ              ,

k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

e e G u H x G u G u H x H x

G G G I G G e G u H x

   

  

    



     

      

    
(4-34)

提出  1 1 0k k k ke G u H x    ，得到如下公式：

     
1* *

1 1 1 1 1 1 1 0

0 1 1 0

ˆ ˆ  

                                             

k k k k k k k k k k

k k k k k k

e I G G G I G G e G u H x

G u H x G u H x

  

 



      

 

        
     ，

(4-35)

展开 I 单位矩阵为     1* *
1 1 1 1k k k kI G G I G G



     乘积的形式：

      
 

1 1* * * *
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 0

ˆ ˆ

            .

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

e I G G I G G G G G I G G

e G u H x G u H x G u H x



   

 

        

   

        
       

(4-36)

基 于 真 实 系 统 算 子 表 达 式 (4-22) 的 结 构 特 性 ， 则

     1 1 1
ˆ ˆ 1 1 1k k k k kG G G G G          ，因此上式可以合并为：

      
 

1 1* * * *
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 0

1

        ,

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

e I G G I G G G G I G G

e G u H x G u H x G u H x   

 

        

   

         
       

(4-37)

提取上式中公共因子项   1*
1 1k kI G G



  ：

     
1* * *

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

0 1 1 0

1

                                                          ,
k k k k k k k k k k k

k k k k k k

e I G G G G I G G e G u H x

G u H x G u H x

 

 



        

 

         
    

(4-38)

进一步化简：

     
1* *

1 1 1 1 1 1 1 0

0 1 1 0                                  .
k k k k k k k k k

k k k k k k

e I G G I G G e G u H x

G u H x G u H x

 

 



      

 

     

     
(4-39)
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根据范数不等式的基本性质，建立不等式关系：

   1* *
1 1 1 1 1 1 1 0

0 1 1 0                        ,

k k k k k k k k k

k k k k k k

e I G G I G G e G u H x

G u H x G u H x

 

 



      

 

    

       
(4-40)

因为   1*
1 1k kI G G



  的谱半径0 1  ，所以满足不等式：

 *
1 1 1 1 1 0

0 1 1 0     .
k k k k k k k

k k k k k k

e I G G e G u H x

G u H x G u H x

  

 
    

 

   

       
(4-41)

引入模型不确定性 1  ，所以 *
1 1 1k kI G G      ，因此上式不等式变为：

 1 1 1 0 0 1 1 0 ,k k k k k k k k k k ke e G u H x G u H x G u H x                   (4-42)

再次应用范数三角不等式性质，展开得：

 1 1 1 0

0 1 1 0                    ,
k k k k k k k

k k k k

e e G u H x G u

H x G u H x

  

 
  

 

    

     
(4-43)

若误差收敛，则误差 ke 满足：

 1 1 1 0

0 1 1 0           .
k k k k k k k

k k k k k

e e G u H x G u

H x G u H x e

  

 
  

 

    

      
(4-44)

由于 1  ，则误差仍然满足 k ke e ，则式(4-44)满足：

 1 1 0

0 1 1 0             ,
k k k k k k

k k k k k

e G u H x G u

H x G u H x e

  

  
 

 

   

      
(4-45)

考虑误差满足的条件，化简以上不等式：

   1 1 0

0 1 1 0

 

                         ,
k k k k k k

k k k k

e G u H x G u

H x G u H x

    

 
 

 

    

     
(4-46)

根据 (1 ) 0   ，建立误差的收敛条件：

     1 1 0 1 1 0
1 ,

1 1k k k k k k ke G u H x G u H x  
          

 
(4-47)

因此得到收敛条件，则 1k ke e  ，证毕。
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4.3 反向传播神经网络参数估计方法

本节首先对反向传播神经网络模型的原理进行描述，其次利用贝叶斯正则化

训练机制更新权值，最后得到该参数估计算法。

4.3.1 反向传播神经网络描述

反向传播(Back Propagation, BP)神经网络[53,54]是一种前馈网络，通过前馈和

反向传播进行训练建立输入和输出数据之间关系的过程，如图 4-1 所示。通过评

估错误并结合建模和预测可能的准确响应，完成预测并执行各种任务。

图 4-1 BP 神经网络模型结构图

正向传播过程：

隐藏层的输出 j outputZ  为：

   (1)
1,

1

, 1, , ,  
m

j input ij i j j output j input
i

Z W X b j n Z f Z  


    (4-48)

其中�和�分别为输入层和隐藏层神经元个数，�为 sigmoid 函数。其结构如图 4-1

所示，其中 1,ijW 和 2, jkW 分别表示连接输入层与隐藏层、隐藏层与输出层的权值，

�为各层的偏置。在正向传播过程中，输出 k outputO  为：

   (1)
2,

1

, 1, , ,  
m

k input jk i k k output k input
j

O W X b k p O f O  


    (4-49)

其中�表示输出层的神经元数量。
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误差传播过程：

假设训练样本的目标输出为 1 2[ , , , ]pT t t t  ，真实输出为 1 2[ , , , ]pO o o o  ，

损失函数度量训练集预测值与实际值之间的误差平方和，其中 dE 表示损失函数，

定义如下：

 2

1

1 .
2

p

d k k
k

E t o


  (4-50)

通过误差反向传播修正权值和偏置，直到误差和最小，表示为：

1, 1, 2, 2,
1, 2,

,d d
ij ij jk jk

ij jk

dE dEW W W W
dW dW

    ， (4-51)

,d d
j j k k

j k

dE dEb b b b
db db

    ， (4-52)

其中�为反向传播的学习率。

4.3.2 贝叶斯正则化算法

贝叶斯正则化(Bayesian Regulation, BR) [55,56]是一种正则化方法，其训练机制

在算法 4.1 中描述。它在最小化损失函数 dE 的同时结合了权重的先验概率，主要

通过构造新的目标函数 E来实现的。

 2 2

1 1
,

2 2

p M

d W k k
k m

E E E t o W
M

  
 

      (4-53)

其中，  和为正则化系数，M 为权重个数。

使用新的目标成本函数调整权重：

1, 1, 1,
1, 1,

(1 ) ,d d
ij ij ij

ij ij

dE dEW W W
dW dW

       (4-54)

2
2, 2,

2, 2,

(1 ) ,d d
jk jk jk

jk jk

dE dEW W W
dW dW

       (4-55)

正则化系数  和的最优解为：

 
12 ( ),

2 ( )2optimal optimal optimal optimal
d optimalW optimal

V M tr H
E WE W

     
   ， ， (4-56)
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式中�表示测量神经网络中可用来减小误差函数的参数数量的参数效率，�是通

过梯度∇：

   2 2 ,optimal d optimal W optimalH E W E W     (4-57)

总之，BR 提高了模型的泛化能力，并提供了参数的不确定性估计。

4.4 实验验证与对比分析

在本节中，首先描述了跟踪任务，然后分析了参数估计方法的性能。同时，

通过工业物联网加工平台运动对跟踪性能进行了测试，最后经过对不同方法的比

较，验证了算法 4.1 的有效性和可行性。

4.4.1 跟踪任务描述

工业物联网加工平台如图 4-2 所示，由两个滑动轴组成，分别为 x轴和 y轴，

每个轴的运动范围为 30 mm。其物理尺寸为长125 mm、宽125 mm、高 60 mm。

(a) 整体结构图 (b) 位移滑动轴

图 4-2 工业物联网加工平台

两轴系统的闭环传递函数如下：

0.055 0.055, ,
5.5 1.65x yG G

s s
 

 
(4-58)

使用零阶保持器来建立系统的离散时间表示，采样时间 0.01sT s ，从而将连续

时间传递函数转化为离散时间框架。

定义期望轨迹为：

 
 

 
0.5sin 2 0.5

, 0, 1 ,
0.5cos 2 0.5

    
i

r i
i

 

 

   
  

(4-59)
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设置输入矩阵  kB t 的时变参数为：

 
 
 

 
1 0.5sin 2

0, 2 .
1 0.5cos 2 0.5

   k

t
B t t

t



 

 
 

(4-60)

4.4.2 参数估计结果分析

构建一个三层网络，其中输入层三个神经元，隐藏层六个神经元，输出层一

个神经元。选择 80%用于训练，剩下的 20%用于测试，以更新时变参数。

采用两种不同的估计机制得到 x轴和 y 轴参数的对比如图 4-3 和图 4-4，两

种估计机制分别是 ML 估计机制和 BP 神经网络估计机制，其中黑色实线代表预

定参数，而红色虚线表示估计值。图 4-3(a)和图 4-4(a)中的结果表明所采用的 ML

机制更新参数时，对结果均存在一定的延迟，而通过图 4-3(b)和图 4-4(b)中反馈

的结果，BP 神经网络能够估计时变参数，该方法解决了参数估计延迟的问题。

(a) ML 机制更新时变参数 Bx与参数值的对比

(b) BP 机制更新时变参数 Bx与参数值的对比

图 4-3 两种不同方法更新时变参数 Bx与参数值的对比
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(a) ML 机制更新时变参数 By与参数值的对比

(b) BP 机制更新时变参数 By与参数值的对比

图 4-4 两种不同方法更新时变参数 By与参数值的对比

在图 4-5 给出了相对于训练、测试、最佳数据集的目标输出，横坐标表示目

标输出，纵坐标表示预测输出，决定系数�表示预测输出与目标输出的相关性，

其蓝色、紫色、红色和橙色的实线表示相关的拟合函数。

如图 4-5 训练集、测试集和训练后的总体结果之间的数据相关关系(a)训练集的

0.97079R  ，其预测输出 50.97* 7.4*10 目标输出 ，在图 4-5(b)中验证集的

0.96745R  ，其预测输出 50.96* 9.1*10 目标输出 ，测试集的相关结果如图

4-5(c)，其中 0.97272R  ，其预测输出 50.97* 6.4*10 目标输出 ，最终结果的

0.97059R  如图 4-5(d)，其预测输出 50.97* 7.5*10 目标输出 。

回归值 R代表预测输出和目标输出之间的相关性，R值越接近 1 表示预测和

输出数据之间的关系越密切，R值越接近 0 表示预测和输出数据之间的关系随机

性越大，图 4-5 中的 R值均大于 0.95，表明该模型的拟合关系良好。
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(a) 训练集输出关系 (b) 验证集输出关系

(c) 测试集输出关系 (d) 最终输出关系

图 4-5 训练集、测试集和训练后的总体结果之间的数据相关关系

4.4.3 跟踪性能分析

将算法 4.1 沿 ILC 试验的跟踪误差与基于 ELM 估计方法和 ML 的估计方法

在相同任务上比较跟踪误差，在图 4-6 中，横坐标为试验次数 k，总共试验次数

为 100，纵坐标表示平均绝对误差。在试验开始时，PID 控制(绿色曲线)、基于

ML 估计机制的 ILC(紫色曲线)、基于 ELM 估计机制的 ILC(蓝色曲线)以及算法

4.1(红色曲线)的误差均呈下降趋势，但算法 4.1 的误差收敛速度明显更快。

在试验初期，PID 控制的平均绝对误差迅速下降，但随着试验次数的增加，

误差下降趋势变缓，最终稳定在
110 mm 左右，且波动较小。基于 ML 估计机制

的 ILC 的平均绝对误差在试验过程中呈现周期性的波动，其波动范围在 010 mm

至 210 mm 之间。基于 ELM 估计机制的 ILC 在 110 mm 至 210 mm 之间出现周期
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性波动，其最小误差值可小于 210 mm。

算法 4.1 在试验初期的误差下降速度极快，迅速降至较低水平。虽然在试验

过程中也存在一定波动，但相比其他方法，其平均绝对误差在大部分试验次数下

都是保持最小，尤其是在试验后期，误差可稳定在接近
310 mm 的水平，从而验

证算法 4.1 可以实现更好的收敛性能。

图 4-6 不同方法的平均绝对误差对比

为了进一步评估算法 4.1 的跟踪性能，图 4-7 和图 4-8 中具有不同颜色的曲

线分别表示前几次试验和最终试验的混合输出轨迹和局部放大输出轨迹。图中绿

色实线代表期望轨迹 r，黑色虚线、红色虚线、蓝色虚线和紫色虚线分别表示第

2 次试验、第 3 次试验、第 4 次试验以及最终试验的输出轨迹。

整体如图 4-7，各次试验的轨迹都围绕着期望轨迹波动，在第 2 次试验时，

系统的输出轨迹明显不能准确跟踪 r，随着试验次数增加，跟踪效果增强，并且

最终试验准确地跟踪该轨迹，该算法保证了高跟踪精度。在轨迹的大部分区域图

4-8 中，期望轨迹与前几次试验轨迹存在明显的位置偏差，最终试验的输出轨迹

与期望轨迹最为接近，这表明随着试验次数的增加，试验轨迹逐渐向期望轨迹收

敛。
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图 4-7 不同试验输出轨迹整体对比图

图 4-8 不同试验输出轨迹局部放大对比图

对于权重矩阵Q的不同选择影响误差的收敛速度，在图 4-9 中对不同权重值

的误差比较，其中，保持权重矩阵 R不变，随着权重矩阵Q的增加，系统的误差

收敛速度明显增快，其收敛误差的最小值接近
310 mm，收敛精度更高。
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图 4-9 不同权重矩阵的平均绝对误差对比

4.5 本章小结

本章节运用 BP 神经网络进行在线参数估计，同时引入贝叶斯正则化算法，

有效改善了传统方法中参数估计不准确的难题。在算法构建方面，将 BP 神经网

络估计机制与 ILC 算法深度融合，设计新算法，并在理论层面论证了该算法的

收敛性与鲁棒性。最后通过工业物联网加工平台，且与其他方法对比，表明算法

4.1 的跟踪误差收敛速度很快，且其可稳定在
310 mm 量级，从而验证了该方法的

优越性，实现了期望轨迹的高精度跟踪任务。
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第 5 章 基于期望最大化估计机制的含噪声干扰的迭代学习

控制

第 4 章提出的算法 4.1 在收敛性能和估计精确度方面具备一定的优势，然而

其在实际应用时存在一定的局限性。在复杂的工业场景里，测量噪声与过程扰动

广泛存在且其影响不可忽视。算法 4.1 由于未充分考虑传感器测量噪声的特性及

系统动态过程中的随机扰动因素，导致其难以有效抑制噪声干扰对系统状态估计

的累积误差，从而降低系统在噪声干扰下的轨迹跟踪精度和参数估计准确性。

针对算法 4.1 在工业现场应用中存在的时变噪声干扰抑制能力不足问题，本

章构建一种融合期望最大化估计机制的 ILC 方法。该方法针对工业环境中普遍

存在的测量噪声与复合过程扰动，通过建立系统噪声的联合概率模型，将期望最

大化估计算法嵌入 ILC 的优化结构中，并实现了在测量噪声和过程扰动情况下

的轨迹精确跟踪。

5.1 问题描述

5.1.1 存在噪声干扰的时变系统动力学

建立含有实际扰动的非重复时变系统的离散系统动态模型，其状态空间模型

表示为：

     
   

1
,k t k t k

k t k

x t x t u t w

y t x t v

 



   


 
(5-1)

其中， t 、 t 和 t 分别为式(2-1)对应的离散系统状态矩阵、输入矩阵和输出矩阵，

且满足系统可观条件，w为状态实际扰动，且服从正态分布  ~ 0,N tw W ；为

观测实际扰动，在实际应用中为测量干扰，服从正态分布  ~ 0,N tv V 且

      0 ~ 0 , 0Nx x P ，其中  0x 和  0P 为已知。

针对式(5-1)形式的离散系统，将其状态空间表达式转换为时间序列的输入输

出矩阵和初始状态矩阵模型：
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,k k k k ky G u d    (5-2)

其中， kG 是输入输出传递矩阵， kd 是初始状态。

由于系统是时变的，因此矩阵算子 kG 和 kd 是变化的，其表达形式[57]如下：

1 0

2 1 0 2 1

1 1

0 1 1
1 1

0 0
0

,k
N N

N j N j N N
j j

G


    

       
 


 

 
 
 
 
 
 
  
 





   



(5-3)

   
1

1 0 1 1 0
0

,
T

N
T T

k N j
j

d     




  
   
   

 (5-4)

 
1

2 2 1

1

1

,k

NN

N j
i j i

w
w

v

w


  



 


 

 
  
  
 
  
  
  


 (5-5)

为保证系统的能控性，满足 1 0N N    。

5.1.2 考虑噪声存在的参数估计问题

本章节中，参数估计的目标是通过结合已知的信息，从而获取最佳估计值。

在实际应用的过程中，实际噪声会产生扰动，因此估计值与实际值之间的误差为：

ˆ ˆˆ , , .t t t t t t              (5-6)

假设 5.1 在非重复时变系统中，系统动力学在试验过程中缓慢平稳变化，其

参数误差， 和 是非负的且足够小，使得 lim 0, lim 0
k k

 
 

  和 lim 0
k




 。

如假设 5.1 所述，当系统真实状态与估计值之间存在渐进式演化误差，且系

统动力学参数满足准静态变化条件时，所建立的收敛性分析框架具有理论适用性。

在实际应用中，锂电池的容量衰减在充放电过程中逐渐影响系统动力学，这类过

程均满足 Lipschitz 连续条件的前提假设。然而，对于动态特性呈现显著时变性

的系统，该假设将因违背参数变化率上界约束而失效。
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5.2 期望最大化参数估计方法

5.2.1 期望值最大化算法

本节提出一种兼容迭代学习控制框架的参数估计方法，通过构建期望最大化

(Expectation Maximization, EM)[58]估计方法与 ILC 框架的协同优化机制，实现对

动态系统时变参数的在线估计。本节提出的参数估计方法建立在以下核心假设体

系之上，这些假设为算法收敛性提供了严格的数学保障：

假设 5.2 观测独立性假设：每次观测到的状态仅取决于当前时间的隐藏状态，

即              | 1: , 1: 1 , 1: |k k k k k kp y t x N y t y t N p y t x t   。

假设 5.3 齐次马尔可夫假设：每次的隐藏状态仅取决于前一次的隐藏状态，

即            | 1: 1 , 1: 1 | 1k k k k kp x t x t y t p x t x t    。

在 ILC 的实际应用中，每次试验的输出仅取决于前一时刻的相关信息，因

此满足假设 5.2 和假设 5.3。将给定参数的后验分布分解为：

       | 1: 1: | ,t k k t tp y N p y N p   (5-7)

其中  tp  是参数的先验值，   1: |k tp y N  是由卡尔曼滤波器递归计算得出。

5.2.2 期望最大化算法收敛性分析

在参数估计过程中，算法收敛性的严格证明依赖于对数似然函数  ( ), t
t tL   ，

即完全观测数据的对数     ( )log , | t
k k tp y i x i  的性质[59]，本节提出的参数估计方

法严格遵循以下定理体系。

定理 5.1 应用期望最大化算法[60]来获得参数估计序列  ( ) 1,2,t
t t   ，并找

到其最优解 (*)
t ，其计算方式如下：

    

         

( 1) ( )
( )( )| ( ),

1

( )

1 ( )

arg max log , |

arg max log , | | , .         =

t

t k

N
t t

tt k k tx i y ik k ti
N

t
k k t k k t

i x i

p y i x i

p y i x i p x i y i

E 




 

 







   






(5-8)
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本节所提出的期望最大化参数估计算法理论流程如算法 5.1 所示。

算法 5.1 期望最大化参数估计算法

输入：初始状态信号  0x ，噪声协方差矩阵 tW 和 tV 、初始状态的协方差  0P 。

输出：参数 t 。

1：随机初始化模型参数值  0t ；

2：开始期望最大化算法迭代；

3：重复以下步骤：

4：在后验分布     ( )| , t
k k tp x i y i  存在的条件下计算     ( )log , | t

k k tp y i x i  ；

5：根据          ( 1) ( )

1 ( )

arg max log , | | ,
t k

N
t t
t k k t k k t

i x i
p y i x i p x i y i


  



  计算 ( 1)t
t
 ，

使期望最大化，从而获得下一步的输入；

6：直达 ( 1)t
t
 收敛；

7：返回参数 (*)
t 。

该算法的收敛性证明详细过程如下：

证明 对数似然函数  ( ), t
t tL   与给定观测数据  ky i 和当前参数 ( )t

t 未观测

数据  kx i 的条件概率分布     ( )| , t
k k tp x i y i  有关，即定义  ( ), t

t tL   和

 ( ), t
t tH   ：

           ( ) ( )

( )

, log , | | , ,
k

t t
t t k k t k k t

x i
L p y i x i p x i y i    (5-9)

           ( ) ( )

( )

, | , log | , ,
k

t t
t t k k t k k t

x i
H p x i y i p x i y i    (5-10)

为得到相关量的对数式，将式(5-9)减去式(5-10)后的前 N 项相加，得到如下公式：

      ( ) ( )

1
log , , , .

N
t t

k t t t t t
i

p y i L H    


  (5-11)

在上式中，分别取 ( )t
t 和 ( 1)t

t
 ，然后相减：

     

       

( 1) ( )

1 1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

log , log ,

, , , , ,     

N N
t t

k t k t
i i

t t t t t t t t
t t t t t t t t

p y i p y i

L L H H

 

       



 

 



   

 
(5-12)

由于定理 5.1 中式(5-8)的计算关系，则需使以下条件的  ( ), t
t tL   函数最大：
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   ( 1) ( ) ( ) ( ), , 0,t t t t
t t t tL L      (5-13)

因此，只需确定  ( 1) ( ),t t
t tH   和  ( ) ( ),t t

t tH   的大小关系，根据 Jensen 不等式[61]：

   

         
    

    

( 1) ( ) ( ) ( )

( 1)
( )

( )
1 ( )

( 1)

1 ( )

, ,

| ,
| , log

| ,

log | , ,

          =

         

k

k

t t t t
t t t t

tN
k k tt

k k t t
i x i k k t

N
t

k k t
i x i

H H

p x i y i
p x i y i

p x i y i

p x i y i

   
























 

(5-14)

在某些条件下，对于  ( ), t
t tL   和  ( ), t

t tH   ，收敛值 (*)
t 是稳定点，证毕。

5.3 迭代学习控制算法设计

5.3.1 时变系统迭代学习控制任务描述

本节将 ILC 目标与 5.2 节所述的估计方法予以结合，构建适配的 ILC 方案。

首先阐释本章节的时变系统迭代学习控制控制任务，随后，结合系统的核心原理

以及问题描述建立 ILC 算法框架，最后通过理论证明对该算法的鲁棒收敛性进

行严格论证。

结合本章节给出的系统动力学方程式(5-1)，设计 ILC 性能指标函数如下：

2 2
1 1

2 2
1 1 1

arg min

arg min ,      =

k k kR Q
u

k k k kR Q
u

u u u r y

u u r G u d 

 

  

   

    
(5-15)

根据上式产生输入信号序列  0k k
u


，并使得相应的误差 ke 收敛。

期望轨迹 r和跟踪误差、系统输出的关系如式(2-16)和式(5-2)，此外，期望

轨迹 r由理想算子组成：

,d dr G d  (5-16)

理想输出 dy 有如下表达形式：

,d d d dy G u d  (5-17)

其中，理想算子有以下表达式：
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1 0

2 1 0 2 1

1 1

0 1 1
1 1

ˆ ˆ 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆˆ 0

,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

d

N N

N j N j N N
j j

G



    

       
 


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 





   



(5-18)

1

1 0 1 1 0
0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
N

T T T
d N j

j
d    





 
  
 

 (5-19)

最终，采用迭代方法使输入信号 ku 渐近收敛到唯一值 du ，跟踪误差 ke 收敛到理

想误差 e。

5.3.2 算法实施

对性能指标函数式(5-15)中的各项参数进行运算，逐步梳理出输入信号、控

制误差之间的关联变化规律，从而构建出适用于本系统的 ILC 更新律，根据历

次试验获取的输入信号，深度结合每次试验产生的控制误差，运用如下定理动态

生成下一次试验所需的优化输入信号。

定理 5.2 考虑具有时变参数的系统动力学式(5-1)，并通过式(5-15)获得的解

中推导出更新规律：

1 ( , ) ,k u k e du L u L E    (5-20)

其中，算子 ,u eL L 以及系数 ( , )dE  的表达式由权重矩阵 R、Q以及矩阵算子 kG 组

成：

   
 

1

1 1 1

1

1 1 1

( , )

,

,

,

    

    

T T
u k k k k

T T
e k k k

d k k k

L R G QG R G QG

L R G QG G Q

E e d 



  



  

  

 

  

(5-21)

1k k kd d d   和  1k k k      分别代表两次迭代试验之间的差。

证明 结合 Hilbert 空间的内积和相关归纳范数知识，求解式(5-20)需要根据

跟踪要求选择下一次试验的输出信号 1ku  。

由于性能指标函数是凸函数，因此一定存在最优解。首先根据性能指标函数
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和更新律求解式(5-15)使得性能指标函数最小化：

   1 1 1 1 1 1 ,T
k k k k k k kR u u G Q r G u d           (5-22)

根据误差定义式(2-16)，在 k次试验中，期望轨迹 r采用跟踪误差 ke 和输出 ky 表

达，得到以下等式：

   
   

 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 ,

                  

                  

T
k k k k k k k k k k k k

T
k k k k k k k k k k

T
k k k k k k k k

R u u G Q e G u d G u d

G Q e d d G u G u

G Q e d G u G u

 

 



     

    

  

       

        
     

(5-23)

将含有输入信号的相关项合并：

     1 1 1 1 1 .T T T
k k k k k k k k k kR G QG u R G QG u G Q e d             (5-24)

由于 Q 和 R 是对称正定的，  1 1
T
k kR G QG  是非奇异矩阵，因此

 1 1
T
k kR G QG  存在逆矩阵：

       1 1

1 1 1 1 1 1 1 ,T T T T
k k k k k k k k k k k ku R G QG R G QG u R G QG G Q e d 

 

             (5-25)

将相关的系数 ,u eL L 以及 ( , )dE  替代其相关矩阵，推导出如式(5-20)的 ILC 更新律

的形式，证毕。

解释 5.1 由于两次试验之间参数估计值的差异极其微小，因此 kd 和 k

具有足够小的上限，同时符合时变系统的特性。

5.3.3 算法描述

ILC 更新定律与算法 5.1 相结合，共同构成了算法 5.2。在 5.2 节的研究过程

中，首先利用所提供的信息，成功搭建起参数估计的算法框架，实现了算法 5.1。

随后，将依据 ILC 更新定律获得的输入信号 1ku  ，应用于系统，以产生输出 1ky 

和跟踪误差 1ke  。重复此迭代过程，持续将更新后的输入信号输入系统，并记录

每次产生的输出及误差，直到达到最大试验值 maxk ，基于期望最大化估计机制的

含噪声干扰的迭代学习控制算法如算法 5.2 所示。
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算法 5.2 基于期望最大化估计机制的含噪声干扰的迭代学习控制算法

输入：初始输入信号 0u ，期望轨迹 r，采样时间 sT ，最大试验长度 maxk ，初始矩阵

算子 1kG  和 1kH  ，权重矩阵Q 和 R。

输出：跟踪误差序列 ke 和输出序列 ky 。

1：初始化，令实验长度 0k  ；

2：采用给定的初始输入信号 0u ，并通过系统动力学方程式(5-1)，计算初始输出信

号 0y 和误差 0e ；

3：当实验长度 maxk k 时，执行以下步骤：

4：当 1, 2, ,i N  时

5：执行期望最大化算法并计算算子 ( )kd i 和噪声 ( )k i ；

6：结束循环。

7：采用刚获得的初始输入信号 1ku  ，并通过系统动力学方程，计算下一次试

验的输出信号 1ky  和误差 1ke  ；

8：试验长度 1k  ；

9：结束循环；

10：返回输出信号序列{ }ky 和跟踪误差序列{ }ke 。

5.3.4 收敛性分析

本小节重点分析算法 5.2 在两种典型场景下的收敛性特征，分别构建了无噪

声系统与含噪声系统的收敛定理。由于迭代学习控制方法对系统动态特性具有特

定要求，其收敛性分析需针对不同场景独立开展。

首先建立理想状态下的基准模型，其次考虑无噪声对模型和算法的影响进而

进一步修改，使该方法在过渡状态假设下满足理论要求，并满足实际应用。

A：无噪声系统分析

在开始无噪声系统的收敛分析之前，需要使用以下引理：

引理 5.1[62] 对于任何矩阵 m nA R  ，满足以下不等式：

  1,A  (5-26)
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A是一个收敛矩阵，并且存在至少一个满足以下条件的矩阵范数 S
A ：

lim 0.k

Sk
A


 (5-27)

定理 5.3 如果相关系数 ,u eL L 满足以下条件：

1,u eL L    (5-28)

同时，保证不等式成立：

 
, 1

1

1
,

1
k

d d d k
k e

e
G u e

G L






 

 
(5-29)

其中， , 1 1d k d ke d d   ，则跟踪误差 ke 收敛。

证明 考虑无噪声的系统动力学：

     
   

1
,k t k t k

k t k

x t x t u t

y t x t

 



  



(5-30)

则系统的实际输出：

,k k k ky G u d  (5-31)

同时，更新律变为：

1 ,k u k e du L u L E   (5-32)

其中， d k kE e d  。

通过系统化的代数推导，可将跟踪误差式(2-16)和理想输出式(5-17)联立求解，

得到等价的数学表征形式：

,d k k d d d k kE r y d G u d y d       (5-33)

进一步将无噪声系统的实际输出式(5-32)代入上述等价表达式，可建立迭代过程

的状态转移关系：

.d d d d k k k kE G u d G u d d     (5-34)

为揭示误差演化规律，引入差值算子 1k k kd d d   对相邻迭代的误差量进

行差分处理：

1,d d d d k k kE G u d G u d     (5-35)
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定义  1d kd d  为 , 1d ke  ，则更新律转化为具有明确收敛特性的标准形式：

 1 , 1,k u e k e d d e d ku L L u L G u L e     (5-36)

其中系数 eL 和 uL 严格遵循原定义式(5-21)的关系，确保算法在迭代过程中保持

增益系数的理论一致性。

通过范数分析技术对系统收敛特性进行量化研究，首先对等式两端施加向量

范数运算，建立能量范数约束关系：

 1 , 1 ,k u e k e d d e d ku L L u L G u L e     (5-37)

由此可导出关于输入信号 1ku  的增益不等式：

 
 

1 , 1

, 1 .         
k u e k e d d e d k

u e k e d d e d k

u L L u L G u L e

L L u L G u L e
 



   

   
(5-38)

基于式(5-36)的递推结构，运用数学归纳法进行多步迭代展开：

 
   

1 , 1

1 , 1 , 1 ,         

k u e k e d d e d k

u e u e k e d d e d k e d d e d k

u L L u L G u L e

L L L L u L G u L e L G u L e

 

  

   

        
(5-39)

将上述分散约束整合为具有几何级数特征的统一表达式：

   
 

   

   
 

2
1 1

, 1 , 1

3 2
1 2

2
, 1

, 1 , 1 .

         

          

          

k u e k u e e d d

u e e d k e d d e d k

k u e k u e e d d

u e e d k u e e d d

u e e d k e d d e d k

u L L u L L L G u

L L L e L G u L e

u L L u L L L G u

L L L e L L L G u

L L L e L G u L e

 

 

 



 

   

   

   

   

   



(5-40)

对求和项进行简化：

   
   1

1 0 , 1

1
) ,

1

k
k u e

k u e e d d e d k
u e

L L
u L L u L G u L e

L L


 

 
   

 
(5-41)

由范数矩阵不等式的性质，建立系统增益的上界：

   
   1

1 0 , 1

1
.

1

k
k u e

k u e e d d e d k
u e

L L
u L L u L G u L e

L L


 

 
   

 
(5-42)

基于引理 5.1 的原理，当 1u eL L    成立时，可保证迭代过程存在指数
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型收敛界：

lim 0,k
u ek
L L


  (5-43)

在跟踪误差式(2-16)定义的基础上，第 1k  试验的跟踪误差范数满足：

1 1 1 , 1 .k d d k k d ke G u G u e      (5-44)

通过对输入信号范数 1ku  进行递推放大处理，建立与误差范数的显式关联：

 1 , 1
1 ,

1k e d d e d ku L G u L e
  


(5-45)

将关于 1ku  的范数不等式代入第 1k  试验的跟踪误差范数，获得收敛判据：

 1
1 , 11 ,

1
k e

k d d d k

G L
e G u e




 

 
    

(5-46)

从而满足收敛性条件不等式：

1 ,k ke e  (5-47)

则随着迭代次数增加，跟踪误差范数速率收敛至零邻域，证毕。

B：噪声存在系统收敛性分析

在随机噪声干扰条件下，采用更新定律式(5-15)，其特殊结构设计可保证迭

代过程满足单调收敛特性。为确保闭环系统的误差动态在噪声影响下仍具有收敛

性，需要建立以下函数：

函数  kf e 是关于 ke 的凸函数，且该函数二阶连续可微，为保证该问题有解，

理想误差 * 0e  ，该优化问题是一个凸优化问题，且满足以下假设和相关函数的

性质。

假设 5.4 函数  kf e 在其定义域内可微，并且是凸函数，则关于函数  kf e 的

梯度 f 满足 Lipschitz 连续，满足强凸函数的相关定理，关于函数的梯度 f

有余强制性：

          21 ,
T

f x f y x y f x f y       
(5-48)

其中是强凸系数。

定理 5.4 如果系数 和c满足以下范围条件：
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20, min 1, ,       
(5-49)

同时，系数c满足以下范围：

 21 0,1 , , c c
  


(5-50)

其中   11
1 1

T
k kI G R G Q


   ，因此跟踪误差 ke 收敛。

证明 通过最小化性能指标函数式(2-15)，可将第 1k  次的跟踪误差 1ke  重构

为具有显式参数依赖性的表达式：

 1 ,k k ke e f e     (5-51)

其中  k k k k kf e G u d       。

为简化后续证明，现引入定义如下函数：

 ( ) ,
2

T
k k

k k
e eg e f e 

 (5-52)

由于  kf e 是可微的，对其求梯度：

    ,k k kg e f e e   (5-53)

基于前文假设及第 2.2 节中凸函数的相关性质，可证  kg e 也是凸函数。

为进一步优化求解过程，定义辅助函数  kh e ：

      ,
2

T
k k

k k

e e
h e g e

 
 (5-54)

根据凸函数的叠加性质，因此  kh e 也是凸函数。结合余强制性的定义及相关性

质，可导出如下不等式：

          21 .
T

g x g y x y g x g y         
(5-55)

将含有  kf e 的表达式代入上式替换  kg e ，可得等价形式：

          21 ,
T

f x x f y y x y f x x f y y             
(5-56)

进一步分解不等式左右两端：
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左端变形为：

            2 ,
T T

f x x f y y x y f x f y x y x y                 (5-57)

右侧展开为：

   

          

2

2 22

1

1 2 .
T

f x x f y y

f x f y x y f x f y x y

   


            

(5-58)

由此，式(5-56)进一步化简：

         

     

22

2
2

1

2 ,                                                            

T

T

f x f y x y x y f x f y

x y f x f y x y

           
 

         

(5-59)

合并同类项并提取系数项：

          2 21 .
T

f x f y x y f x f y x y
              

(5-60)

接下来，需要构造关于误差的不等式来证明收敛性。由于理想误差 * 0e  ，

根据式(5-51)的误差动态模型，令 kx e 且 *y e ：

    2 22 * * 2
1 2 ,k k k k ke e e f e e e f e           (5-61)

将 ke 和 *e 代入式(5-60)：

   

 

2 2 2 2 2* * * 2
1

2 22* *

2*

2 2

2 2

,

                   

                   

k k k k k

k k k

k

e e e e e e f e f e

e e f e e e

c e e

    

   




        

 
           

 

(5-62)

其中，系数
21  c 

 


。结合权重矩阵 R 和 Q 是对称正定性，因此

 1
1 1

T
k kI G R G Q
  是可逆的，同时满足式(5-49)条件，根据式(5-50)的系数边界条

件，可证在噪声干扰下，跟踪误差{ }ke 最终收敛至有界区域。
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5.4 实验验证与对比分析

在本节中，首先描述跟踪任务，然后对期望最大化参数估计方法进行验证，

最后通过仿真和实验，对迭代学习控制算法的收敛性能进行分析，并与其他控制

方法进行比较验证了该算法的优越性。

5.4.1 跟踪任务描述

选取采样时间 0.01sT s ，因此，开环传递函数为：

0.055 ,
1x
zG

z



(5-63)

x轴和 y轴的反馈增益分别为 100 和 30 。

5.4.2 实验平台介绍

图 5-1 所示的精密加工实验平台由五个主要设备组成：龙门机器人、远距透

镜、激光电流计、二维旋转台和二维滑台。龙门机器人在工业自动化领域得到广

泛应用，远心透镜在一定范围内保持对物体的持续成像，而激光电流计是激光加

工过程中控制激光束制导的关键设备，二维滑台的精密滑动阶段由 x和 y两个滑

动轴组成，确保轴位移数据的准确捕获。

图 5-1 精密加工实验平台
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5.4.3 参数估计结果分析

为了验证期望最大化算法的估计准确性，在 [0, 2]t 的范围内，将时变参数

集分别定义为 cos(3 ) 1t t t   ， sin(2 ) 1t t t   和 sin(3 ) 1t t   。图 5-2、图

5-3 和图 5-4 分别是时变参数 t 、 t 和 t 的理想值、先验估计值以及最终估计值

结果比较，图中红色实线表示理想值，橙色虚线表示先验估计结果，蓝色菱形虚

线表示最终的估计结果。

从图 5-2(a)、图 5-3(a)和图 5-4(a)中看出，初始阶段的先验估计值和最终估计

值与理想值之间存在较大的误差，主要有两个方面的原因：其一是系统中考虑了

实际噪声干扰的存在，其二是由理想值和迭代过程产生的估计值之间的初始差异

造成的，因此对估计的结果产生一定的影响。随着采样时间的增加，根据图 5-2(b)、

图 5-3(b)和图 5-4(b)的局部放大对比，先验估计值存在明显的不准确性，通过校

正得到的最终估计值更接近理想值，从而验证算法 5.1 的有效性。

(a) 状态时变矩阵估计值与理想值的整体对比

(b) 状态时变矩阵估计值与理想值的局部放大对比

图 5-2 状态时变矩阵估计值与理想值对比
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(a) 输入时变矩阵估计值与理想值的整体对比

(b) 输入时变矩阵估计值与理想值的局部放大对比

图 5-3 输入时变矩阵估计值与理想值对比

(a) 输出时变矩阵估计值与理想值的整体对比

(b) 输出时变矩阵估计值与理想值的局部放大对比

图 5-4 输出时变矩阵估计值与理想值对比
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5.4.4 跟踪性能分析

总共试验次数为 80，图 5-5 展示了在 ILC 试验过程中，不同控制方法与估

计机制下的平均绝对误差随 ILC 试验次数的变化情况。算法 5.2 的平均绝对误差

曲线为图中红色实线，在初始阶段，所有方法的平均绝对误差均呈现下降趋势。

在10 30k  时，PID 控制(紫色曲线)和基于 ML 估计机制的 ILC(绿色曲线)

和基于 ELM 估计机制的 ILC(橙色曲线)的误差下降速度变缓，且表现出一定的

波动性，基于 BP 估计机制的 ILC(蓝色曲线)和算法 5.2 的误差持续降低。

当30 80k  时，PID 控制的误差稳定在 110 mm 的水平，表明该方法在多

次迭代后达到了一个相对稳定的误差状态。基于 ML 估计机制的 ILC 误差在

010 mm 至 210 mm 之间呈现周期性波动，说明该方法在迭代过程中存在一定的不

稳定性。基于 ELM 估计机制的 ILC 也出现周期性波动，其最小误差值可小于

210 mm，基于 BP 估计机制的 ILC 误差稳定在 10-2mm 以下，且在部分区间内误

差控制较好。

算法 5.2 尽管在该阶段也存在一定波动，算法的误差达到了一个较小的数量

级，同时考虑系统中实际噪声，其误差在试验后期可达到 410 mm 左右的水平，

体现出该算法在控制平均绝对误差方面具有卓越的性能。

图 5-5 不同方法的平均绝对误差对比
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最初几次试验和最终试验期间的输入信号如图 5-6，其中 x轴与 y 轴输入信

号分别如子图(a)、(b)所示。该输入信号通过定理 5.2 设计的迭代更新律生成，其

核心机制是根据前次试验的输入信号 ku 和跟踪误差 ke ，不断调整下一次试验的输

入信号 1ku  ，从而使输入信号最终收敛至理想值 du 。

(a) 考虑噪声时系统几次试验在 x轴方向的输入信号

(b) 考虑噪声时系统几次试验在 y 轴方向的输入信号

图 5-6 考虑噪声时系统几次试验的输入信号

有噪声和无噪声的跟踪轨迹如图 5-7，红色实线、蓝色圆形、黑色和绿色虚

线分别代表期望轨迹 r和不同试验的输出轨迹。在没有噪声的情况下如图 5-7(a)，

第一次试验输出轨迹在跟踪期望轨迹时，存在显著的不准确性。随着试验次数的

增加，系统的输出轨迹逐渐跟踪期望轨迹。考虑系统噪声存在时如图 5-7(b)，前

五次试验输出轨迹跟踪不准确，由于系统考虑实际过程中产生的不确定性，因此

输出轨迹存在较大的偏差，随着试验次数的增加，跟踪准确性逐渐提升，输出轨

迹逐渐跟踪期望轨迹。
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(a) 无噪声时前几次和最终试验的轨迹 (b) 考虑噪声前几次和最终试验的轨迹

图 5-7 不同试验输出轨迹对比图

图 5-8 说明了选择不同的权重矩阵 Q和 R对误差收敛的影响。在 R恒定时，

随着 Q的逐渐增加，收敛速度会加快，但鲁棒性会降低。因此 Q和 R的选取也

要保证系统鲁棒性的满足条件，经过实验发现，选择 Q=1,000,000，即满足系统

的鲁棒性要求，同时收敛误差最优，达到 10-4mm 量级。

图 5-8 不同权重矩阵的平均绝对误差对比

5.5 本章小结

本章节考虑实际生产过程中的噪声干扰，针对未知参数估计问题采用 EM 估

计机制，并与 ILC 相结合，实现时变系统的轨迹跟踪控制任务。该方法解决生

产过程中模型误差超过鲁棒性阈值时收敛性难以保证的问题。从理论上证明了算

法 5.2 的收敛性，并通过与其他方法对比实验，算法 5.2 的跟踪误差后期可稳定

在接近 10-4mm 量级，验证了该方法的优越性，从而实现期望轨迹的高精度跟踪。
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第 6 章 总结与展望

6.1 总结

本文简要介绍了 ILC 的相关理论知识及相应算法，而传统 ILC 算法存在固

定参考信号、固定试验长度、固定初始状态、固定系统动力学、固定输入更新律

和系统动态�可逆的六个假设条件，限制了其潜在的应用范围。本文针对传统 ILC

算法在解决路径跟踪问题中存在的不足进行改进，将 ILC 算法从时不变系统拓

展到时变系统中，对于时变参数采用不同的参数估计机制，并设计与参数估计方

法耦合的 ILC 算法，用以解决时变系统中路径跟踪问题。同时，在理论上证明

ILC 算法的收敛性和鲁棒性，最后通过仿真和实验验证方法的可行性和有效性。

本文的主要研究工作如下：

(1)为解决传统 ILC 算法在处理路径跟踪问题时存在的诸多缺点，提出一种

基于 ELM 时变参数估计机制的 ILC 方法。该方法结合系统动力学的相关性质，

采用 ELM 参数估计机制估计其参数。基于传统 ILC 算法，根据控制任务构造性

能指标函数，求解得到 ILC 更新律，从而完成期望轨迹的精准跟踪。从理论上

得出算法满足收敛性和鲁棒性的条件，并通过仿真验证了 ELM 参数估计机制的

可行性、ILC 算法的跟踪误差收敛性和期望轨迹跟踪准确性。

(2)为解决传统 ILC 算法的跟踪误差较大，且其控制对象较为单一的问题，

提出了一种基于 BP 神经网络估计机制的 ILC 方法。该方法将 ILC 算法从单一的

时不变系统拓展到时变系统，构建 BP 神经网络模型，并采用贝叶斯正则化算法

对时变参数进行估计。同时结合时变系统的性质设计 ILC 算法，并在理论上证

明了该算法的收敛性能和鲁棒性能，最后通过实验验证了该参数估计机制较其他

估计方法的准确性和 ILC 算法跟踪性能的优越性。

(3)鉴于实际生产过程中存在噪声干扰，导致传统 ILC 算法和参数估计方法

在解决参数估计问题和路径跟踪问题时有一定的局限性，因此提出了一种基于参

数估计的含噪声干扰系统的 ILC 方法。首先根据系统动力学的形式，采用期望

最大化方法估计时变参数，然后根据控制目标设计 ILC 算法，结合系统噪声干

扰的存在，对算法的收敛性和鲁棒性进行理论推导，得到满足收敛性和鲁棒性的
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条件。最后通过实验表明该参数估计方法在噪声存在时可以准确估计参数，同时

所设计的 ILC 算法可以实现对期望轨迹的精准跟踪。

6.2 展望

尽管本文提出的方法在理论上展示了良好的性能，但在实际应用中仍面临一

些限制和挑战。未来的研究将着重解决以下几个关键问题，以进一步提升方法的

实用性和鲁棒性：

(1)当前方法对系统的选择有一定的限制性，未充分考虑系统的输入约束，

导致部分解决方案在实际中难以实现。未来的研究将致力于在算法中引入输入约

束条件，确保算法不仅满足理论要求，还能在实际系统中有效实施。

(2)为了进一步提升算法的实用性，未来的研究将利用 ILC 设计框架，优化

相关性能指标。例如，通过最小化输入能量，降低系统运行成本，同时提高控制

精度和效率。此外，还将探索多目标优化方法，以平衡不同性能指标之间的冲突。

(3)实际系统中不可避免地存在噪声和模型不确定性，这可能导致算法性能

下降。未来的研究将重点分析算法的鲁棒收敛性，特别是在存在噪声和参数不确

定性的情况下。通过引入鲁棒优化技术，增强算法对不确定性的适应能力，从而

提高其在实际应用中的可靠性。

通过上述研究的深入探索，推动 ILC 和时变系统参数估计方法在更广泛的

实际应用场景中的落地与推广。未来的工作将不仅关注理论上的创新，还将注重

与实际工程问题的结合，以实现理论与实践的深度融合。
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