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混合动力悬置系统的复杂动力学行为及其稳定性分析 

 

摘 要 

动力总成悬置系统对提高汽车的乘坐舒适性和 NVH 性能具有重

要影响。悬置元件是动力总成悬置系统的重要组成部分，具有非线性

刚度和阻尼特性。随着汽车行业逐渐向电气化和混合动力发展，混合

动力悬置系统的复杂性大幅增加，导致车辆 NVH 性能恶化。为了提

升混合动力悬置系统的隔振性能，本文围绕混合动力悬置系统的动力

学特性展开研究。 

为了准确描述混合动力悬置系统的动态行为，建立其单自由度和

两自由度动力学模型，分析了系统自由振动和强迫振动特性，探讨了

系统振动微分方程求解及其物理意义。针对混合动力悬置系统非线性

动力学模型求解，对比了原始摄动法、平均法和多尺度法的应用特点，

分析了多尺度法在处理复杂非线性与多频率系统中的优势。研究表明，

多尺度法能够有效捕捉系统的非线性特性，精确描述混合动力悬置系

统复杂动力学行为。 

通过悬置元件刚度测试实验，验证了悬置元件刚度具有非线性特

性。应用拉格朗日法建立了含非线性刚度的混合动力悬置系统动力学

模型。利用多尺度法对动力学模型进行了求解，并采用数值计算验证

了解析解的正确性。混合动力悬置系统冲击行为分析表明，具有负非
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线性刚度项的悬置系统可以加速冲击的衰减。为了阐明负非线性刚度

项对混合动力悬置系统稳定性影响，分析了系统共振稳定性及其分岔

行为。分析表明负非线性刚度项可能引起系统共振失稳，但合理设计

负非线性刚度项能够有效改善系统稳定性。 

考虑悬置元件的非线性刚度及阻尼，建立了含非线性刚度及阻尼

的混合动力悬置系统动力学模型。利用多尺度法对动力学模型进行了

求解。混合动力悬置系统冲击行为分析表明，负非线性刚度项能够缓

解系统冲击响应，正非线性阻尼项能够减小系统共振幅值。混合动力

悬置系统共振行为分析表明，考虑系统运行中所受激励因素，合理设

计负非线性刚度项、正非线性阻尼项能够有效改善系统稳定性。 

为了验证合理设计悬置元件特性能够改善混合动力悬置系统的

隔振效果，设计了两套不同非线性刚度项和阻尼项的悬置系统进行对

比试验。实验结果表明：在启停工况和怠速工况下，具有负非线性刚

度项和正非线性阻尼项的悬置系统的隔振性能均优于具有正非线性

刚度项和负非线性阻尼项的悬置系统。 

 

关键词：混合动力，悬置系统，NVH，非线性动力学，稳定性，分岔 

  



安徽工程大学硕士学位论文 

 

Complex Dynamic Behavior and Stability Analysis of      

Hybrid Powertrain Mounting Systems 

ABSTRACT 

 

 

The Powertrain Mounting System plays a crucial role in enhancing 

vehicle ride comfort and NVH (Noise, Vibration, and Harshness) 

performance. Mounting components, as essential parts of the Powertrain 

Mounting System, exhibit nonlinear stiffness and damping characteristics. 

With the automotive industry's gradual transition toward electrification and 

hybridization, the complexity of Hybrid Powertrain Mounting Systems has 

significantly increased, leading to a deterioration in vehicle NVH 

performance. To improve the vibration isolation performance of Hybrid 

Mounting Systems, this paper focuses on studying their dynamic 

characteristics. 

To accurately describe the dynamic behavior of Hybrid Mounting 

Systems, Single-degree-of-freedom and Two-degree-of-freedom Dynamic 

Models were established. The Free and Forced Vibration characteristics of 

these systems were analyzed, and solutions to the vibration differential 

equations were investigated alongside their physical interpretations. For 
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solving nonlinear dynamic models of Hybrid Mounting Systems, 

comparisons were conducted among the Original Perturbation Method, the 

Averaging Method, and the Multiple Scales Method. The advantages of the 

Multiple Scales Method in handling complex nonlinearities and 

multifrequency systems were discussed. The research demonstrates that 

the Multiple Scales Method effectively captures the nonlinear 

characteristics and accurately describes the complex dynamic behaviors of 

Hybrid Mounting Systems. 

Nonlinear stiffness properties of mounting components were verified 

through experimental stiffness tests. Using the Lagrange Method, a 

dynamic model of the Hybrid Mounting System incorporating nonlinear 

stiffness was established. The dynamic model was solved with the Multiple 

Scales Method, and the analytical solutions were validated through 

numerical simulations. Analysis of impact behavior indicated that 

mounting systems with negative nonlinear stiffness terms could accelerate 

the attenuation of impact responses. To clarify the influence of negative 

nonlinear stiffness terms on the stability of Hybrid Mounting Systems, the 

system's resonance stability and bifurcation behavior were analyzed. The 

analysis revealed that negative nonlinear stiffness terms could lead to 

resonance instability, yet properly designed negative nonlinear stiffness 

terms could effectively improve system stability. 
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Considering the nonlinear stiffness and damping of mounting 

components, a dynamic model of the Hybrid Mounting System with 

nonlinear stiffness and damping was established. The model was solved 

using the Multiple Scales Method. Analysis of impact behavior showed 

that negative nonlinear stiffness terms mitigated system impact responses, 

while positive nonlinear damping terms reduced resonance amplitude. 

Resonance behavior analysis of Hybrid Mounting Systems further 

indicated that, by considering excitation factors encountered during system 

operation, appropriately designed negative nonlinear stiffness and positive 

nonlinear damping terms effectively improved system stability. 

To verify that proper design of mounting component characteristics 

could improve vibration isolation in Hybrid Mounting Systems, 

comparative tests were conducted on two sets of mounting systems with 

different nonlinear stiffness and damping properties. Experimental results 

showed that under start-stop and idle conditions, the mounting system with 

negative nonlinear stiffness and positive nonlinear damping exhibited 

superior vibration isolation performance compared to the system with 

positive nonlinear stiffness and negative nonlinear damping. 

 

KEYAWORDS: Hybrid Power, Mounting System, NVH, Nonlinear 

Dynamics, Stability, Bifurcation  
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第 1 章 绪论 

1.1 研究背景和意义 

混合动力悬置系统广泛应用于现代车辆动力总成中，旨在提高振动的隔离性

能、减小噪声，并改善驾驶舒适性[1]。随着汽车行业逐渐向电气化和混合动力方

向发展，悬置系统的复杂性也大幅增加。传统的橡胶悬置难以应对混合动力系统

所带来的广泛的振动频率，因此液压悬置系统应运而生，例如主动悬置，这些技

术能够更有效地抑制振动并实现多模式操作。然而，随着系统的复杂化，其动力

学行为也变得更加多样化和难以预测，尤其是在不同驾驶工况下，非线性特性对

系统的稳定性存在影响[2]。 

混合动力悬置系统的复杂动力学具体体现为悬置元件非线性刚度及阻尼的

变化特性。这些非线性因素可能导致系统出现如跳跃现象、分岔和混沌等动力学

行为，进而影响车辆的乘坐舒适性[3]。因此，悬置系统的隔振性能以及稳定性提

升，可以通过调整非线性参数研究为支撑依据。 

液压悬置系统被广泛认为是应对混合动力系统振动问题的有效解决方案。液

压悬置利用液体的粘弹特性来实现频率依赖的阻尼特性，使得其在低频和高频振

动之间能够取得较好的平衡[4]。而主动悬置系统则通过传感器和控制器对振动进

行实时监测和反馈控制，从而在不同工况下都能够实现最佳的振动隔离效果[5]。

但主动控制的引入增加系统的复杂性和不确定性，这使得对其动力学行为的深入

研究显得尤为重要[6]。 

为确保悬置系统在各种工作状态下的稳定性，复杂动力学行为的建模和稳定

性分析显得尤为重要。非线性动力学研究能够揭示系统在振动中的非线性特性，

如跳跃现象、混沌运动等，这些现象可能对车辆的行驶安全性产生负面影响[7]。

此外，稳定性分析可以帮助工程师设计出更优的控制策略，以应对不同的振动源，

确保车辆的平稳性和舒适性。通过对混合动力悬置系统的深入研究，不仅可以提

高车辆的舒适性和隔振性能，还可以为开发高效的振动控制方法提供理论依据[8]。 

混合动力悬置系统的建模通常涉及多种方法，包括线性和非线性建模、解析
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分析和数值分析等。在实际应用中，为精确描述和分析复杂动力学行为，悬置系

统的建模目前采用有限元分析与多体动力学方法[9]。同时，非线性控制理论，如

自适应控制、滑模控制和鲁棒控制，也被应用于主动悬置系统，构成悬置系统在

复杂工况中的稳定性优化与可靠性提升的主要措施[10]。这些建模和控制方法的

结合使得悬置系统能够在复杂的混合动力工况环境中实现更好的隔振性能[11]。 

对于未来车辆振动控制与舒适性提升而言，混合动力悬置系统复杂动力学行

为分析及其稳定性评估既构成动态特性认知的理论基础，又为形成新一代悬置系

统开发提供技术参考。通过结合先进的建模方法，悬置系统的隔振性能将得到进

一步提升，为未来的汽车行业提供更加安全、舒适和高效的解决方案。 

1.2 混合动力悬置系统研究现状 

1.2.1 悬置元件的发展历程 

悬置系统在车辆中的作用至关重要，通过吸收地面不平带来的冲击，减少振

动和噪音，提升车辆的乘坐舒适性。尤其是行驶在颠簸路面时，悬置系统能有效

避免车身过度振动，增强操控性和稳定性，确保行驶安全，也能合理分配车身重

量，改善轮胎抓地力，减少磨损，提升车辆耐用性。此外，悬置系统还能有效隔

离路面噪音，增强静音效果[12]。悬置系统的迭代演进路径从橡胶悬置延伸至主动

悬置（涵盖普通液压悬置、半主动悬置等阶段），其技术选型是基于车辆定位适

配策略，这种技术发展本质是消费者对乘坐舒适性与驾驶操控性双重需求驱动的

驾驶体验优化进程。 

(1) 橡胶悬置 

橡胶悬置作为混合动力汽车动力总成悬置系统的核心元件，其技术应用自

20 世纪 30 年代起持续拓展应用范围[13]。为了提高其隔振性能，工程师们不断优

化设计，尤其是在悬置刚度方面，采用三向刚度比的弹性元件结构。随着技术的

发展，橡胶悬置的设计逐渐向更加复杂的多元化方向发展。研究者们还提出 Voigt

模型等数学模型，如图 1-1 所示，通过简化力学分析，帮助优化悬置系统的设计

和隔振性能。Voigt 模型有助于理解和改善悬置的隔振特性，从而推动橡胶悬置
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在汽车行业的广泛应用和发展。 

k

x

c

m

F  

图 1-1 橡胶悬置的力学模型 

作为悬置系统隔振中的关键弹性体，橡胶通过图 1-2 所示的典型元件结构实

现隔振性能。作为高分子材料的典型代表，天然橡胶及其衍生品（包括合成橡胶

与硅基弹性体）虽然在形变恢复性能方面表现出显著优势，但在极端工况下的稳

定性仍存在明显的局限性。具体而言，该材料体系在超过临界温度的热力耦合环

境，其分子链段的热运动将导致材料强度显著衰减，同时对于烃类溶剂的抗溶胀

能力亦相对不足，这种热-化双重作用下的性能劣化现象。对于悬置系统的悬置

元件而言，将直接加速其应力松弛进程并缩短有效寿命。 

 

图 1-2 橡胶悬置示意图 

在实际的车辆行驶路况下，理想的悬置元件应具有良好的动态特性，以适应

不同的路况需求。为实现对路面激励引发振动的有效衰减并阻断向车身的能量传

递，低频区段需配置高动刚度与强阻尼的特性；与之形成频谱互补，高频域则需

通过低动刚度与弱阻尼特性实现振动波形的选择性过滤。橡胶悬置呈现的频率-

刚度正相关特性（低频模量衰减与高频硬化现象）与理想隔振系统的非线性频响

要求存在本质差异。特别是在高频激励条件下，材料硬化引发的刚度跃升效应会
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显著削弱系统的振动隔振性能，这种频域特性与功能需求的失配现象，构成推动

悬置结构创新的主要原因。 

(2) 液压悬置 

20 世纪 40 年代，美国工程师 Richer Harding 团队首次提出液压悬置的工程

构想，其核心创新在于通过液力减震机构与橡胶悬置的融合提升系统隔振性能

[13]。1962 年，Richard Rasmussen 完成液压悬置的专利化设计，并实现车辆悬置

系统的工程化应用。奥迪公司于 1979 年将该技术应用于五缸奥拓动力总成系统，

通过多维度悬置架构的拓展验证液压悬置相较于橡胶悬置的隔振优势[14]。技术

发展至 1984 年呈现多元化创新趋势，Escan 公司研制的液阻悬置元件与日本开

发的液柱共振式液压悬置共同推进该领域的技术更新[15]。三菱公司在同年为其

豪华轿车配备一种半主动式液压悬置，具有电控截流孔开度，成功地改善了悬置

系统的减振性能[16]。 

通用汽车公司于 1985 年在其两款车型中实施液压悬置技术的全面工程化部

署[17]，而福特公司针对货车平台的适配性验证，则进一步推动该技术向多元化车

型的渗透进程。 

主动液压悬置技术领域的研究由 R.W. Herrich 实验室于 1987 年实现重大的

突破，其首阶段实验数据验证了控制策略的工程可行性[18]。1988 年，Freudenberg

公司将主动液压悬置技术在其 FWD 式四缸发动机上开始应用，因此标志着该项

技术在悬置领域取得重大进展[19]。 

与传统橡胶悬置相比，液压悬置在低频段的隔振效果上有显著提升，尤其在

减少发动机噪音和提高车内舒适性方面表现尤为突出。现代汽车中的液压悬置系

统设计原理基本相似，其核心组件包含三个功能单元：弹性储能元件（橡胶主簧）、

压力解耦隔膜系统以及双侧液压腔室（上、下液室），图 1-3 所示呈现了该构型

的空间排布。从动力学特性角度分析，该装置的等效动刚度呈现显著的并联刚度

叠加效应，其本质源于弹性体材料的形变储能机制与密闭流腔的体积压缩耗能机

制之间的多物理场耦合作用。因此其能够根据工作频率的变化调节刚度和阻尼，

以适应不同的驾驶工况。液压悬置不仅提升了车辆的振动控制能力，还在隔音降

噪和提高乘坐舒适性方面发挥重要的作用。随着控制技术的发展，液压悬置逐渐
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发展为主动和半主动悬置，进一步增强系统的适应性和精确性。 

 

图 1-3 液压悬置示意图 

悬置系统隔振性能的优化提升可归因于液压悬置的低频段特性，其通过高刚

度与大阻尼的协同作用，有效补偿橡胶悬置在频响特性上的固有缺陷。图 1-4 为

在低频段时液压悬置的动态特性，图中清晰地显示其在低频时较高刚度和阻尼的

优势。液压悬置在高频段仍然存在硬化现象，动刚度随频率的增加而急剧上升，

这使得其高频段的隔振性能下降，无法满足理想的隔振要求。虽然液压悬置在低

频段有显著的优势，但仍然面临与橡胶悬置类似的缺陷。半主动与主动悬置技术

作为动态响应优化的工程解决方案，其出现源于工程师对悬置系统的持续研发，

通过构建工况自适应的控制策略，实现在多维动态要求下的高频隔振性能跃升，

这一技术的演化本质上是对现有问题的系统性适应与优化。 

 

图 1-4 液阻式隔振装置在低频激励区间的频响特性曲线图 

(3) 半主动和主动悬置 

在 20 世纪 80 年代中后期的技术演进关键期，振动控制工程领域实现了重要

突破——基于能量实时补偿原理的振动控制系统正式进入工程应用的探索阶段。

1988 年，Freudenberg 公司自主研发了一种新型的半主动液压悬置，并在 1990 年
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将半主动悬置技术进一步拓展为主动悬置技术，并且该技术迅速应用于商用车辆，

为提升车辆隔振性能提供了新的解决方案[20]。动态隔振性能的主动优化机制依

赖于被动悬置（橡胶/液压型）、振动传感器及电子控制器构成的闭环调节系统。 

在被动与主动悬置技术中，半主动悬置凭借“开-关”模式切换机制，在技

术体系中占据了关键位置。在“开”模式下，系统通过调节阻尼来降低动刚度，

从而改善低频段的隔振性能；而在“关”模式下，其性能类似于传统的液压悬置

[21]。半主动悬置一般针对特定频率进行设计，例如在怠速工况下，通过降低悬置

动刚度来有效隔振，提升乘坐舒适性。然而，由于其设计的局限性，半主动悬置

难以同时满足中高频段的隔振需求，在广频域的动态性能方面仍存在不足。 

电磁作动器控制单元的工程化突破始于 1994 年 Muller 团队的主动液压悬置

原型，这项技术显著提高悬置的主动调节能力和动态响应性能[22]。技术产业化进

程在 1990 年后加速发展，丰田与 Paulstra 公司[23]通过产品级主动悬置系统的整

车集成验证，进一步拓宽该技术的实用性和市场覆盖范围。1997 年，研究人员对

奥迪汽车某车型的液阻悬置系统进行了详细分析，探讨了其惯性通道和解耦膜在

动态隔振中的作用。丰田汽车于 1998 年率先在量产轿车上大规模应用主动控制

式发动机悬置系统，标志着主动悬置技术从实验阶段向实际应用的成功跨越，并

加速了该技术的后续发展[24]。 

进入 21 世纪后，主动悬置技术取得创新突破。2002 年，Lee YW 提出将电

磁作动器与解耦盘连接的新型主动悬置结构设计方法，实现对液压悬置动刚度的

动态调整[25]。这一设计增强了系统的控制精度和响应速度，同时扩大了悬置元件

的适用频率范围，为隔振技术的发展提供了新的思路。如图 1-5 所示，基于智能

材料致动技术的悬置系统方案中，其创新性体现在对传统被动式悬置系统进行了

致动模块的嵌入式集成改造。其中关键创新为采用具有实时可控输出特性的电磁

智能驱动单元作为执行机构的核心，这种机电融合设计使得整个悬置系统具有从

被动吸振模式向主动抗振模式转换的能力。 
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图 1-5 主动悬置的结构示意图 

该技术突破的系统构型创新体现在智能致动系统与被动式隔振结构的功能

耦合设计，通过建立能量流的实时反馈控制通道实现动态激励的相位补偿与幅值

衰减，实现对动态特性的实时优化调节。低频段能有效抑制振动，高频段则通过

主动调整动刚度维持较低刚度水平，显著提升隔振效果。这使得主动悬置能够覆

盖发动机全频段的工作需求，显著提高隔振效果。与传统悬置相比，主动悬置不

仅能够应对复杂的驾驶工况，还能提升整车的乘坐舒适性和静音水平。但主动悬

置由于需要持续供电，其能耗较高，同时制造和维护成本较为昂贵，目前主要应

用于高端和豪华车型。尽管如此，随着控制技术的进步、电磁致动器的优化以及

生产成本的逐步下降，主动悬置有望在未来得到更广泛的推广和应用。 

此外，主动悬置技术的研究还推动了相关领域的发展。例如，主动悬置技术

与车辆动态控制系统的结合，使整车的悬挂系统与动力总成隔振系统协同工作，

从而提高车辆的整体操控性。同时，随着人工智能与传感技术的应用，主动悬置

未来可能实现自适应学习和实时优化，为车辆提供更智能、更高效的隔振解决方

案。 

1.2.2 悬置系统动力学研究现状 

作为车辆关键结构，悬置系统的动力学特性对乘坐舒适性、操控性及行驶稳

定性具有决定性影响。近年来，国内外研究者在悬置系统的动力学行为、非线性

特性以及稳定性分析等方面进行了广泛而深入的研究。 

在碰撞动力学研究领域的重要理论奠基阶段，基于冲击载荷分布调控的刚体
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碰撞动力学模型取得突破性进展，其核心价值体现为建立关键碰撞参数的定量化

描述方法，并逐步完成从理论推导到工程验证阶段的工业化转化进程。Harrison[26]

提出基于该理论的悬置系统动力学模型设计，明确弹性元件位置在振动解耦中的

关键作用，为悬置系统动力学研究提供了理论基础。Wilson[27]进一步将碰撞中心

理论应用于动力总成悬置系统，提出通过优化弹簧和阻尼布置来提高振动隔离性

能。 

1959 年，Anon 和 Horison Horovitz[28]构建基于刚体假设的悬置系统振动隔

离模型，结合弹簧和阻尼器的非线性特性分析了三向隔振性能，为之后对非线性

悬置系统的建模提供了理论依据。 

1965 年，Timpner[29]揭示了弹性中心布局对动力总成六自由度解耦的影响机

制，并提出通过优化悬置弹性元件布局提升解耦设计的方法。1975 年，Toshio 和

Sakata[30]提出的机械阻抗法，为通过调节悬置刚度与阻尼特性分析系统动态传递

行为提供了新途径。 

1982 年，Cook[31]研究了悬置系统弹簧的迟滞非线性行为对系统动力学的影

响。通过实验与数值分析发现，迟滞效应在振动隔离中具有双重作用，在某些条

件下可以抑制高频振动，但在大位移激励下可能引发复杂的非线性振动现象，甚

至导致系统的稳定性下降。 

1990 年，Wong[32]提出了悬置系统多体动力学建模方法，系统地分析刚度、

阻尼及弹性中心的动态布局对车辆整体振动性能的影响。研究首次引入了多刚体

动力学理论，将车身、动力总成和悬置系统视为耦合系统，为悬置系统的整体建

模和优化设计提供了新的研究思路。 

1998 年，Nagai[33]构建了包含非线性弹簧与迟滞阻尼的悬置系统动力学模型，

采用分岔分析法研究非线性因素对稳定性的影响，发现特定参数范围内系统可能

从稳定周期响应转变为倍周期或混沌状态。Nagai 进一步指出，这种非线性特性

在高动态范围下尤为显著，对复杂工况下的车辆控制提出了新挑战。 

2005 年，Van der Heijden[34]分析了具有非线性迟滞阻尼悬置系统的动力学响

应，首次通过实验验证了迟滞阻尼在大振幅振动条件下对系统稳定性的削弱作用。

研究表明，通过合理调整迟滞非线性参数，在一定程度上改善系统稳定性，但过
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强的迟滞效应可能导致系统的动力学不稳定。 

2010 年，Smith 和 Taylor[35]研究了随机激励条件下的非线性悬置系统动力学

行为。通过数值仿真和实验测试，发现随机激励不仅对系统的稳定性产生显著影

响，还可能导致系统进入非周期性振动状态。研究还提出了一种基于随机振动理

论的非线性动力学稳定性分析方法，为悬置系统设计提供了新思路。 

2012 年，Cheng 和 Zhou[36]提出了基于非线性动力学理论的悬置系统优化设

计框架，分析了非线性刚度和阻尼对振动响应及系统稳定性的影响。结果表明，

通过优化非线性刚度和阻尼参数的组合，可以显著提升系统的振动隔离效果，并

有效避免系统出现动力学不稳定现象。 

2017 年，Rajan 等[37]通过数值仿真研究了悬置系统的混沌行为，发现强非线

性条件下，系统可能进入混沌状态。同时，还分析了分岔行为对系统动力学稳定

性的影响。同年，Song 等[38]基于分岔分析法研究了非线性阻尼器对系统振动行

为的影响，提出通过优化非线性阻尼参数改善系统的隔振性能。 

2018 年，Zhang 等[39]采用多体动力学方法结合非线性力学模型，研究了悬置

刚度、阻尼参数与车辆动态性能之间的关系，并指出系统参数在不同驾驶工况下

对车辆舒适性具有显著影响。Liu 等[40]研究了非线性弹簧材料的非线性对悬置系

统动态响应的影响，提出了基于非线性材料特性的悬置系统优化设计方案。 

2021 年，Wang 等[41]基于 ADAMS 多体动力学仿真平台，建立动力总成-悬

置耦合系统的六自由度参数化模型，分析模态能量、固有频率及解耦率等特性参

数，最终完成三点动力总成悬置系统的优化设计。 

2022 年，Sun 等[42]基于多体耦合传递路径分析理论，构建悬架系统、车身柔

性以及轮胎-非簧载质量系统等与悬置系统解耦优化模型，应用有限元-多体动力

学联合仿真策略，提出了一种更符合工程实际的解耦分析方法。 

2023 年，张伟等[43]针对混合动力汽车动力总成悬置系统的振动传递特性，

构建了考虑多源激励和非线性特性的系统动力学模型，并引入响应面方法与多目

标优化算法对悬置参数进行优化，显著提升了低频隔振性能与整车操稳性之间的

平衡。 

2024 年，李强等[44]采用模态灵敏度分析方法，对典型混合动力悬置系统的
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六自由度刚度参数进行了辨识，并基于目标模态隔振比，优化布置了悬置点的位

置及方向。研究表明，该方法能有效改善共振频带内的传递函数幅值峰值，抑制

整车系统模态间的耦合。 

悬置系统的动力学研究在动力学建模、非线性行为分析以及随机振动条件下

的响应特性等方面取得了显著进展。国内外学者逐步从线性模型扩展到非线性建

模，通过多自由度和多体动力学方法，深入研究了迟滞非线性、非线性刚度和阻

尼等对系统动态性能的影响，并揭示了复杂工况下可能出现的分岔和非周期性振

动等动力学现象。 

现有研究尚未充分揭示非线性因素的作用机理，尤其是混合动力总成悬置系

统中的非线性刚度与迟滞阻尼特性对系统动力学响应的具体影响仍缺乏深入的

分析。针对该系统的非线性动力学特性，构建相应的动力学模型，深入研究悬置

系统的振动响应特性，探索非线性项的引入，对系统的隔振性能与动力学稳定性

的影响。为混合动力的悬置系统优化设计提供重要的理论支持与工程实践指导。 

1.3 论文研究内容 

主要做了以下的研究内容： 

第一章为绪论。介绍混合动力悬置系统的发展背景与重要性，概述悬置系统

动力学研究中存在的问题。并阐明悬置技术的演变过程及其意义，阐述悬置系统

动力学的研究现状。 

第二章为混合动力总成悬置系统以及非线性相关理论，讨论单自由度模型以

及两自由度模型的振动特性。对比平均法、摄动法、多尺度法的三种求解方法的

应用范围。由对比结果可知多尺度法对系统的非线性特性捕捉优于平均法和摄动

法。 

第三章以混合动力总成悬置系统为研究对象，建立含非线性刚度项的动力学

模型并分析其动力学行为。实验验证悬置系统中非线性刚度的存在，基于此建立

悬置系统的简化动力学模型，并使用拉格朗日法将其转化为等效模型。通过分析

刚度的非线性特性变化，探讨对悬置系统冲击响应及共振稳定性的影响。 

第四章建立包含非线性刚度及阻尼项的建模与动力学行为分析。通过综合考
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虑非线性刚度与阻尼的共同作用，构建悬置系统动力学模型，研究非线性刚度单

独作用、非线性阻尼单独作用及其协同效应对系统非线性动力学特性的影响机制。

分析非线性因素在悬置系统共振及冲击稳定性的作用。 

第五章为实验分析。通过整车测试验证理论分析结果，确认非线性因素对悬

置系统稳定性的重要影响，为悬置系统的设计与优化提供了依据。 

第六章为总结与展望，总结所做的研究工作，提出后续关于混合动力悬置系

统动力学的研究方向。  
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第 2 章 混合动力悬置系统建模及非线性求解 

因整合发动机与电机的驱动特性，混合动力悬置系统呈现出复杂的动力传输

与耦合机构。为了准确描述其动态行为，需要构建系统的数学模型，并处理其中

的非线性特性。系统的非线性问题求解通常采用原始摄动法、平均法及多尺度法

等分析方法。每种方法在求解精度、计算效率和稳定性方面都有其独特的优缺点，

因此，选择适当的方法需要依据系统的具体特性来决定。通过比较不同非线性求

解方法，可以为混合动力悬置系统的建模提供有效的求解策略，以确保计算结果

的准确性和合理性。 

2.1 悬置系统动力学模型建模 

动力总成悬置系统的建模是分析和优化车辆动力悬置系统振动特性、舒适性

和稳定性的关键步骤。在动力总成悬置系统中，通常涉及对系统的振动行为进行

精确建模，以预测其对车身和动力总成的影响。基础的建模方法主要是基于单自

由度与两自由度系统模型进行构建。 

2.1.1 单自由度动力学模型 

如图 2-1 所示，系统在受到外力 0
sinF F t=  的单自由度动力学模型，图 2-1

中以缓冲器符号表示阻尼，系统质量用m 表示，黏性阻尼系数以 c 表示，刚度系

数用 K 表示[45]。 

x

c

m

K

0
sinF F t=   

图 2-1 单自由度动力学模型 

以系统的静平衡点作为原点时，可得 
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0
sinm x c x Kx F t+ + =   (2-1) 

或 

 22 sin
n

x n x x q t+ + =   (2-2) 

式中：
2

c
n

m
= ； 2

n

K

m
= 。 

在忽略阻尼作用的条件下，系统振动方程可简化为 

 
0
sinm x Kx F t+ =   (2-3) 

式(2-3)为非齐次微分方程，其全解由齐次方程通解与原方程特解组成，表达

式为 1 2
( ) ( ) ( )x t x t x t= + ，弱阻尼状态下则为 

 2 2

1
sin( + )( )

nt

n
x t Ae n t φ−= −  (2-4) 

特解对应外激励引起的受迫振动响应，其振幅保持恒定且表现为周期性的稳

态运动。基于非齐次项为谐波激励的数学特征，可推断特解必为同频谐波函数，

但存在相位延迟现象。由于振动位移响应相对于激励信号存在相位滞后，可通过

设定特解为以下形式进行求解。 

 2
sin( )( )x t B ωt -ψ=  (2-5) 

式中：B 为稳态振动的振幅；ψ为相角差。 

将式(2-5)代入式(2-2)可得 

 
2 2sin( ) 2 cos( )+ sin( ) sin

n
Bω ωt -ψ nBω ωt -ψ B ωt -ψ q ωt− + =  (2-6) 

整理可得 

 
2 2 cos sin( ) 2 sin cos( ) 0( ) ( )
n

B ω q ψ ωt -ψ nBω q ψ ωt -ψ − − + − =   (2-7) 

因同角的正弦、余弦的值不可能同时为零，故 

 

2 2 cos 0

2 sin 0

( )
n

B ω q ψ

nBω q ψ

 − − =


− =


  

可解得 

 2 2 2 2 24( )
n

q
B

ω n ω
=

− +
 (2-8)
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1

2 2

2

n

nω
ψ tg

ω

−=
−

 (2-9) 

系统的稳态位移响应为 

 
1

2 2 22 2 2 2 2

2
sin

4
( ) ( )

( ) nn

q nω
x t ωt tg

ωω n ω

−= −
−− + 

  

用系统基本参数m 、 K 、 c、 0
F 表达系统的稳态位移响应为 

 
10

2 22 2 2

2
sin( ) ( )

( ) ( )

F ωc
x t ωt tg

K ω mK ω m ωc

−= −
−− +

 (2-10) 

稳态响应的幅值 B 与相位差ψ由系统固有参数（质量、刚度、阻尼系数）和

外激励特性（频率、幅值）共同决定，而初始状态作用于瞬态响应的振幅 A和初

始相角φ，不改变稳态响应特性。 

2.1.2 两自由度动力学模型 

如图 2-2 所示，系统在受到外力 1
sin( )F t F t=  的两自由度动力学模型[46]。 

x1m1

k1

k2

c1

c2

m2
x2

F  

图 2-2 两自由度动力学模型 

系统的运动方程为 

 
1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

sin

0

( ) ( )m x c c x c x k k x k x F t

m x c x c x k x k x

+ + − + + − =

− + − + =


 (2-11) 

矩阵形式如下 

 M X C X KX F+ + =   
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方程的通解包含瞬态衰减项和稳态受迫振动，现仅分析稳态部分。设定稳态

位移解为 

 
1 1 1

2 2 2

cos sin

cos sin

c s

c s

x B ωt + B ωt

x B ωt + B ωt

=

=
 (2-12) 

稳态解的一阶、二阶导数分别为 

 

1 1 1

2 2 2

2 2

1 1 1

2 2

2 2 2

sin cos

sin

cos sin

cos sin

c s

c s

c s

c s

x B ω ωt + B ω ωt

x B ω ωt + B ωcosωt

x B ω ωt - B ω ωt

x B ω ωt + B ω ωt

= −

= −

= −

= −

 (2-13) 

将一阶、二阶导数以及 1
x ， 2

x 代入式(2-11)，可得 

 

2

11 11 1 12 2 11 1 12 2

2

11 11 1 12 2 11 1 12 2 1

2

22 22 2 12 1 12 1 22 2

2

22 22 2 12 1 12 1 22 2

cos

sin sin

cos

sin 0

( )

( )

( )

( )

c c s s

s s c s

c c s s

s s c s

k m ω B k B c ωB c ωB ωt

k m ω B k B c ωB c ωB ωt = F t

k m ω B k B c ωB c ωB ωt

k m ω B k B c ωB c ωB ωt =

 − + + + + 

 − + − − 

 − + + + + 

 − + − − 


 (2-14) 

式(2-14)要满足恒等成立，则系数必须为零，可得 

 

2

11 11 1 12 2 11 1 12 2

2

11 11 1 12 2 11 1 12 2 1

2

22 22 2 12 1 12 1 22 2

2

22 22 2 12 1 12 1 22 2

0

0

0

( )

( )

( )

( )

c c s s

s s c s

c c s s

s s c s

k m ω B k B c ωB c ωB

k m ω B k B c ωB c ωB = F

k m ω B k B c ωB c ωB

k m ω B k B c ωB c ωB

− + + + =

− + − −

− + + + =

− + − − =

 (2-15) 

根据式(2-15)，可解得系统的振动位移为 

 
1 1

2 2 2

sin( )

sin( )

1
x B ωt -ψ

x B ωt -ψ

=

=
 (2-16) 

式中： 2 2

1 1 2c s
B B B= + ； 2 2

2 2 2c s
B B B= + ； 1

1

arctan c
1

s

B
ψ

B

−
= ； 2

2

2

arctan c

s

B
ψ

B

−
= 。 

2.2 非线性动力学方程求解 

在分析具有弱非线性特性的振动问题时，研究者常面临系统复杂性较高且计
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算难度较大的双重挑战。相较于线性系统的显式解析解，非线性振动模型的动力

学方程往往存在更强的数学耦合性，这使得其分析过程更为复杂。针对这一难题，

工程领域已发展出多种不同的分析手段与数值算法。系统梳理典型的弱非线性振

动问题的处理策略，通过对比各类方法的适用条件与计算效率，为悬置系统这类

特定非线性振动模型筛选出最优解决方案。对几种常见的弱非线性振动模型求解

方法进行比较分析，以选择更适合该非线性悬置系统模型的求解方法。 

2.2.1 原始摄动法 

原始摄动法是一种用于求解非线性和复杂系统的近似解法，通常应用于系统

中存在一个小参数的情况[47]。通过将问题的解转化为关于摄动参数的级数展开，

原始摄动法将复杂的方程转化为多个较简单的线性问题，并逐阶求解。 

研究类线性自治系统的特性，则系统的方程为 

 2

0
,( )x ω x f x x+ =   (2-17) 

式中： 是小参数； ,( )f x x 是非线性函数。 

针对式(2-17)的周期解，将方程解展开为关于 的幂级数形式，即 

 
2

0 1 2
, ,( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t x t = +  +  +  (2-18) 

式中： 0 1 2( )( )
i

x t i = ，，， 是关于时间 t 的函数，与 无关。 

将式(2-18)代入式(2-17)的左端，可得 

 

2 2 3 2 2 3

0 0 1 2 3 0 0 1 2 3

2 2 2 2 3 2

0 0 0 1 0 1 2 0 2 3 0 3

( ) ( )

( ) ( ) ( )

x ω x x x x x ω x x x x

x ω x x ω x x ω x x ω x

+ = +  +  +  + + +  +  +  +

= + +  + +  + +  + +

 (2-19) 

将式(2-18)代入式(2-17)的右端 ,( )f x x ，并将它在 0
x ， 0

x 附近展开为 的幂

级数，则 
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0 0 0 0
0 0 1 1

2
2 20 0 0 0 0 0

2 2 1 2

2 2

0 0 0 0
1 1 12

, ,
, ,

, , ,1

2

, ,
2

( ) ( )
( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )
[ (

!

( ) ( )
)]

f x x f x x
f x x f x x x x

x
x

f x x f x x f x x
x x x

x x
x

f x x f x x
x x x

x xx

 
= +  + +




  
 + + +

 


 
+ +

 

，

 (2-20) 

式中：
0 0
,( ) /f x x x  表示 ,( ) /f x x x  在

0 0
x x x x= =， 处的值。同理，即 

 

2 2 2 2 3 2

0 0 0 1 0 1 2 0 2 3 0 3

2 0 0 0 0
0 0 1 1

2
3 20 0 0 0 0 0

2 2 1 2

2 2

0 0 0 0
1 1 12

, ,
,

, , ,1

2

, ,
2

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) [ ]

( ) ( ) ( )
[ (

!

( ) ( )

x ω x x ω x x ω x x ω x

f x x f x x
f x x x x

x
x

f x x f x x f x x
x x x

x x
x

f x x f x x
x x x

xx

+ +  + +  + +  + +

 
=  +  + +




  
 + + +

 


 
+

 

)]

x

+ ，

 (2-21) 

系统平衡条件需满足方程两侧同幂次项系数相等，由此推导约束方程组为 

 

2

0 0 0

2

1 0 1 0 0

2 0 0 0 0
2 0 2 1 1

2
2 20 0 0 0 0 0

3 0 3 2 2 1 2

2 2

0 0 0 0
1 1 12

0

,

, ,

, , ,1

2

, ,
2 ,

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
(

!

( ) ( )
)]

x ω x

x ω x f x x

f x x f x x
x ω x x x

x
x

f x x f x x f x x
x ω x x x x

x x
x

f x x f x x
x x x

x xx

+ =

+ =

 
+ = +




  
+ = + + +

 


 
+ +

 

 (2-22) 

式(2-22)中的方程分别是关于 i
x 的线性微分方程，可以逐个进行求解。原始

摄动理论的核心思想在于将强非线性问题解耦为多级线性子问题，从而构建逐次

逼近的求解流程，通过引入小参数 的级数展开，可以有效近似地解决参数较小

的非线性系统，且逐阶逼近的过程清晰，具有较高的计算效率和理论价值。缺点

在于依赖于小参数假设，当参数幅值超出小参数假设范围时，该方法的收敛性会
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急剧恶化，主要源于级数展开高阶项的影响显著增强。此外，对于高阶项的推导，

计算量可能变得复杂繁琐，特别是在非线性项的形式较为复杂的情况下。因此，

原始摄动法更适合于弱非线性系统的近似求解，而对于强非线性系统或需要高精

度解的场景，其适用性可能受到限制。 

2.2.2 平均法 

平均法作为弱非线性振动问题的解析手段，其核心在于通过剔除系统非线性

因素构造等效线性模型，并认为线性解的幅频特性与相位角存在时变缓变特性

[48]。该方法实施过程中需对幅值、相位的时间导数进行傅里叶级数展开，通过时

域平均运算获得周期解的控制方程。 

考察如下典型非线性振动方程为 

 , , 0( ) ( )
m k

m x f x x kx f x x+ + + =  (2-23) 

式中： ,( )
m

f x x 为非线性惯性效应与阻尼效应的耦合作用； 

,( )
k

f x x 为非线性弹性恢复力与耗散力的复合响应。 

式(2-23)的派生方程为 

 
0 0

0m x kx+ =  (2-24) 

假设派生解为 

 

0 0

0 0

2

0 0

0 0

cos

sin

cos

x ρ ψ

x ρ ω ψ

x ρ ω ψ

ψ ω t β

=

= −

= −

= +

 (2-25) 

在不考虑非线性的情况下， 0
β 和 0

ρ 均是常数。在考虑非线性时， 0
β 和 0

ρ 将

不再是常数，是关于时间 t的函数，因此方程的解为 

 0
cos[ ]( ) ( )x ρ t ω t β t= +  (2-26) 

( )ρ t 和 ( )ω t 可表示为 
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0 1

0 1

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

ρ t ρ ρ t

ω t ω ω t ψ t

ρ t ρ t

β t ω t

= +

= + =

=

=

 (2-27) 

为了求出 ( )ρ t 和 ( )β t ，将非线性函数进行展开为 

 1 1 0

1

, cos sin cos sin( ) [ ]
m m m m mn mn

n

f x x g ψ h ψ g g nψ+h nψ


=

 
= + +  + 

 
  (2-28) 

式中： 

 

2

0
0

2

0

2

0

2

1

2

1
cos

1
sin

cos sin

( )

( )

( )

( ) ( )

m m

mn m

mn m

m m

g f ρ,ψ dψ

g f ρ,ψ nψdψ

h f ρ,ψ nψdψ

f ρ,ψ f ω ρ ψ,-ρω ψ







=


=


=


= −







 (2-29) 

而 

 1 1 0

1

, cos sin cos sin( ) [ ]
k k k k kn kn

n

f x x g ψ+h ψ+ g g nψ+h nψ


=

 
=  + 

 
  (2-30) 

式中： 

 

2

0
0

2

0

2

0

1

2

1
cos

1
sin

cos sin

( )

( )

( )

( ) ( )

k k

kn k

kn k

k k

g f ρ,ψ dψ

g f ρ,ψ nψdψ

h f ρ,ψ nψdψ

f ρ,ψ f ρ ψ,-ρω ψ







=


=


=


=







 (2-31) 

可求得 

 
2

0

1
sin

2 2
( ) ( ) [ ( ) ( )]e

e m k

f
ρ t t ρ= - ρ f ρ,ψ f ρ,ψ ψdψ

m mω

−
= − = +

   (2-32) 

式中： 
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2

0

1
sin

1

[ ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

e m k

e e e

e

f f ρ,ψ f ρ,ψ ψdψ
πρω

k k k mk
ψ t ω t

m m m m



= +

+ −
= = −

+


 (2-33) 

平均法是一种分析弱非线性振动系统的有效工具，通过将非线性项周期展开

并取平均，提取系统在慢时间尺度上的主要动力学特征。其局限性在于假设非线

性较弱、系统行为为周期性且振幅和相位变化缓慢，对于强非线性、复杂动态行

为（如准周期性或混沌）以及短时间尺度的快速变化，分析可能不够准确。因此，

在实际应用中需结合问题特性，评估其适用性，并辅以其他方法进行验证和补充，

以提高分析的可靠性和全面性。 

2.2.3 多尺度法 

多尺度分析法作为摄动理论体系中最具工程实用性的经典方法，其理论框架

经过长期发展已较为完善[49]。其基本思想是将微分方程的解转化为多个不同时

间尺度或空间尺度的函数，通过引入不同的“快尺度”和“慢尺度”变量，将原

本在单一尺度下的问题转化为多个尺度下的问题进行求解。 

现以拟线性自治系统为研究对象为 

 2

0
( , )x ω x εf x x+ =  (2-34) 

用 L-P 法求得式(2-34)的形式解为 

 
0

( ) ( )
m

m

m

x τ ε x τ


=

=   

式中： τ = ωt ；
0

m

m

m

ω ε ω


=

= 。 

τ包含不同尺度的时间变量： t ， εt ， 2εt ， ，令 

 ( 0,1,2,...)m

mT ε t n= =  (2-35) 

将式(2-35)的参数看作独立变量为 

 0 1 2
, , , , ,( ) ( )x t x T T T ε =    
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将关于 t 的导数转换成关于 mT 的偏导数的展开式，则有 

 

2

0 1 2

2
2 2 2 2 2

0 1 2 0 1 0 2 0 12

...

( ) 2 2 ...

d
D εD ε D

dt

d
D εD εD D ε D ε D D εD D

dt

= + + +

= + + +  = + + + +

 (2-36) 

设方程(2-36)的解为 

 0 0 1 1 0 1 0 0 1
, , , , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( )

n

n n n n
x t x T T T x T T T x T T T =  +   + +    (2-37) 

对 x分别求对 t的一阶、二阶导数为 

 
2 2

0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0
( ) ( ) ( )

dx
D x ε D x D x ε D x D x D x o ε

dt
= + + + + + +  (2-38) 

 

2
2 2

0 0 0 1 0 1 02

2 2 2 3

0 2 0 1 1 1 0 0 2 0

2

2 2

( )

( ) ( )

d x
D x ε D x D D x

dt

ε D x D D x D x D D x o ε

= + +

+ + + + +

 (2-39) 

将 ( , )f x x 按 Taylor 级数展开，可得 

 0 0 0 0 0 0 1

2

0 0 0 0 1 1 0

, , [ ,

, ]

'

'

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

x

x

f x x f x D x ε f x D x x

f x D x D x D x o ε

= +

+ + +
 (2-40) 

将式(2-35)~式(2-40)均代入式(2-34)，基于同阶量平衡原则，对各幂次项系数

进行匹配，可得方程组为 

 

2 2

0 0 0 0

2 2

0 1 0 1 0 1 0 0 0 0

2 2 2

0 2 0 2 0 1 1 1 0 0 1 0

' '

0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0

0

2 ( , )

2 2

( , ) ( , )( )x x

D x ω x

D x ω x D D x f x D x

D x ω x D D x D x D D x

f x D x x f x D x D x D x

 + =


+ = − +


+ = − −  −


− + +



 (2-41) 

所得式(2-41)属于线性偏微分方程体系，通过引入消除长期项约束条件的附

加方程，可逐步求解各阶待定函数 mx ，均表示为多尺度 0 1
, , ,

n
T T T  。具体求解方

程的解因系统的不同，解的情况也各有不同。 

混合动力悬置系统是一个复杂的多时间尺度系统，包含了较大的非线性、不

同频率成分的振动以及载荷变化。在这种系统中，常常需要分析低频的整体运动

和高频的局部振动。原始摄动法和平均法在处理这种系统时有局限性。原始摄动
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法在强非线性和大扰动的情况下无法准确反映系统的真实行为，平均法则会忽略

高频动态信息，导致对系统的分析不够全面。而多尺度法则能够同时处理系统中

的低频和高频成分，保留了多种时间尺度的动态信息，能够从微观和宏观角度分

析系统的动力学行为，提供更精确和全面的解。因此，多尺度法在分析混合动力

悬置系统的复杂动力学行为时，更适合处理其复杂的多频率、非线性和多尺度特

性。 

2.3 本章小结 

聚焦混合动力悬置系统建模与非线性动力学求解策略，建立了单自由度及两

自由度动力总成悬置动力学模型，并基于振动微分方程数值解开展系统的振动特

性分析，同时讨论系统稳态响应的幅值和相位的物理意义及其与系统参数之间的

关系。 

在非线性求解方法的研究中，对比原始摄动法、平均法和多尺度法三种方法

的应用特点。通过不同的展开和近似处理方式，分别适用于复杂非线性系统和弱

非线性问题的分析。研究表明，多尺度法在应对复杂非线性与多频率系统动力学

行为时具有较高的精确性和适用性。探讨非线性模型的渐近求解特性，并总结混

合动力悬置系统在复杂动态行为分析中的表现及所建立的理论模型与数值求解

方法，为后续的系统分析提供了理论依据和方法支持。 
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第 3 章 考虑非线性刚度的混合动力悬置系统动力学分析 

针对混合动力悬置系统的动力学特性研究，传统方法普遍基于线性化假设构

建模型，采用线性刚度系数与阻尼参数表征系统特性。但橡胶材料本构关系的非

线性特征及隔振元件结构设计的复杂性，实际系统与理想线性模型间存在显著偏

差。随着现代车辆对 NVH 性能要求的持续提升，悬置系统在宽频激励下表现出

的非线性振动现象已成为制约整车隔振性能的关键因素。虽然在两自由度非线性

系统理论分析方面积累了一定成果，但针对车用悬置这类多参数耦合系统的非线

性动力学研究尚存理论较少，这使得开展悬置系统非线性稳定性机理研究具有重

要的理论价值。 

根据 Stone-Weier strass 原理，连续非线性函数可通过多项式函数进行高精度

逼近。对于具有对称特性的悬置系统非线性恢复力，采用多项式展开式（含线性

项与三次项）可有效表征其刚度特性，工程非线性振动分析中已广泛应用该方法

[50]。构建包含非线性项的悬置系统动力学模型，重点探究非线性项对系统振动稳

定性的影响，为优化悬置系统动态特性提供理论支撑。 

3.1 含非线性刚度动力学建模 

3.1.1 悬置的非线性刚度测试 

      

图 3-1 MTS831.50 及悬置 

实验力学分析方法被用于验证悬置系统非线性刚度特性的存在。通过 MTS 
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831.50 试验系统能够完成整车悬置、橡胶、塑料等材料的耐久和疲劳测试等弹性

体的动静刚度测试。因此，该系统能够模拟真实工况，提供准确的数据支持，测

试示意图如图 3-1 所示。 

在实验测试阶段，采用梯度加载模式施加载荷，同步采集载荷-位移时程数

据。运用非线性最小二乘算法对实测数据集进行参数辨识，最终确立包含三次多

项式项的本构方程作为最优拟合模型。其模型为： 3

1 3F k x k x= + 。 

 

图 3-2 悬置刚度拟合曲线 

数值拟合结果如图 3-2 所示，针对悬置的拟合曲线，可获得线性刚度系数以

及非线性刚度系数分别为：246 N/mm，121 N/mm3。由结果可知，实际的悬置元

件存在非线性项。结果表明：悬置的非线性刚度与线性刚度比值为 49.1 %。 

通过以上的实验以及实验结果证明了悬置元件存在非线性刚度的特性，将非

线性刚度特性引入到传统的线性悬置系统模型，探究非线性项参数对悬置系统动

力学行为与稳定性的影响。 

3.1.2 基于拉格朗日法的悬置系统动力学建模 

为了研究混合动力悬置系统的动力学特性，通常忽略悬置和小部件的质量，

重点考虑发动机、车身的质量及悬置的刚度和阻尼特性，如图 3-3 所示混合动力

悬置系统非线性动力学模型，其中 '

1M 表示动力总成悬置系统质量，
2M 为车架

质量， '

1x 和 2x 分别为动力总成和车架的位移， 1k 和 3k 分别对应悬置系统的线性刚

度与非线性刚度，c 为阻尼系数。 '

1 ( )F t 为动力总成的激励力， 2 ( )F t 为车架所受

到的力。 
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x2

'

1M

2M

1 3,k k

'

1 ( )F t

2 ( )F t

'

1x

c

 
图 3-3 非线性刚度悬置系统动力学模型 

从悬置系统建模的演进路径分析，非线性刚度悬置系统动力学模型的数学描

述可视为经典两自由度线性模型的参数化重构。二者的本质差异体现在动力学本

构方程构建层面：传统线性模型采用 Kelvin-Voigt 本构关系，即 Hooke 弹性体

（刚度项）与 Newton 流变体（阻尼项）的线性并联，而拓展后的非线性模型则

引入高阶非线性项，以精确表征实际工况中的刚度频变特性。弹性元件的对称非

线性特性用三次项进行表征，反映悬置系统的弱非线性特性。因此，在分析悬置

系统的动态特性时，仅考虑对称非线性因素，即包含三次方刚度的非线性项。 

3.1.3 当量化模型 

基于含耗散项的拉格朗日方程[51]进行量化推导，假设悬置系统为连续系统

（忽略安装形态等因素），并将与动力总成位移变化量不一致的部件转换为当量

参数。其中， 1x 表示动力总成位移， 2x 为车架量化位移， 1M 和 2M 分别对应动

力总成悬置系统质量与车架质量， 1( )F t 、 2 ( )F t 为动力总成的激励和当量化后车

架所受到的力。 

动力总成悬置系统的动能为 

 
2 2

1 21 2

1 1
= +

2 2
E M x M x  (3-1) 

动力总成悬置系统的势能为 

 
2 4

1 1 2 3 1 2

1 1
( ) ( )

2 4
U k x x k x x= − + −  (3-2) 

广义力为 
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( )

( )

j i
i i

r

Q F
q


=


 (3-3) 

 ( )j c

i i iF F F= +  (3-4) 

式中： iF 为广义外力；
( )c

iF 为广义阻尼力； rq 为广义坐标，下角标 r 为 1 或 2。 

 ( )

1 1 2( )cF c x x= −  (3-5) 

 ( )

2 2 1( )cF c x x= −  (3-6) 

拉格朗日方程为 

 r

r
r r

d L L F
Q

dt qq q

  
− + =
 

 (3-7) 

混合动力总成悬置系统的振动方程为 

 3

1 1 1 1 2 3 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )M x k x x k x x c x x F t+ − + − + − =  (3-8) 

 3

2 2 1 1 2 3 1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )M x k x x k x x c x x F t− − − − − − = −  (3-9) 

3.2 考虑非线性刚度的悬置系统冲击行为分析 

3.2.1 冲击响应方程建立 

针对稳态工况（悬置无外部冲击的影响），将式(3-8)代入式(3-9)可得 

 3

1 1 2 2 1 1 2 3 1 2 1 2 1 22 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )M x M x k x x k x x c x x F t F t− = − − − − − − + +  (3-10) 

由式(3-10)可知，悬置系统在稳态工况下需满足以下初始条件。 

 
1 2

1 21 2

0

0

x x

M x M x


− =


 = =

 (3-11) 

将式(3-11)代入式(3-10)，可得悬置系统在稳态情况下满足以下方程为 

 
3

1 1 2 3 1 2 1 22 ( ) 2 ( ) ( ) ( )k x x k x x F t F t− + − = +  (3-12) 

由式(3-12)可知，在稳态工况下，悬置系统的主动端与被动端之间存在稳定

的位移差，该位移差由悬置（橡胶）材料的弹性特性引起，并受线性和非线性刚
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度的共同影响。为计算该位移差，令 1 2x x x= − ， 1 22 ( ) ( )F F t F t= + ，将其代入式

(3-12)，可得 

 

3 2 1/2 1/3

1 3 3 3

3 2 1/2 1/3

1 1 3 3

((108 12((12 108 ) / ) )) / (6 )

2 / ((108 12((12 108 ) / ) ))

x F k k F k k

k F k k F k

= + +

− + +
 (3-13) 

假设悬置系统受到与运动方向相反的冲击力 'F ，并导致悬置的主动端和被

动端产生位移变化分别为 1 2x x和 。将 1 2x x和 代入式(3-8)及式(3-9)，可得 

 

3
11 1 1 1 1 2 2 3 1 1 2 2

1 21 2 1

( ) (( ) ( )) (( ) ( ))

(( ) ( )) ( )

M x x k x x x x k x x x x

c x x x x F t

+  = − +  − +  − +  − + 

− +  − +  +

 (3-14) 

 

3
22 2 1 1 1 2 2 3 1 1 2 2

1 21 2 2

( ) (( ) ( )) (( ) ( ))

(( ) ( )) ( ) '

M x x k x x x x k x x x x

c x x x x F t F

+  = +  − +  + +  − + 

+ +  − +  − −

 (3-15) 

为简化分析，假设悬置的主动端位移变化为零，即 1 0x = 。式(3-14)、式(3-

15)可写为式(3-16)、式(3-17)，即 

 2 2 3
2 1 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3 23 ( ) 3 ( ) 0c x k x k x x x k x x x k x−  −  − −  + −  −  =  (3-16) 

 
2 2

2 22 1 2 3 1 2 2 3 1 2 2

3

3 2

3 ( ) 3 ( )

'

M x c x k x k x x x k x x x

k x F

 +  +  + −  − − 

+  = −
 (3-17) 

将稳态位移差 1 2x x x= − 代入式(3-16)和式(3-17)，得 

 
2 2 3

2 1 2 3 2 3 2 3 23 3 0c x k x k x x k x x k x−  −  −  +  −  =  (3-18) 

 
2 2 3

2 22 1 2 3 2 3 2 3 23 3 'M x c x k x k x x k x x k x F +  +  +  −  +  = −  (3-19) 

式(3-18)代入式(3-19)后得到含二次与三次非线性项的冲击响应方程为式(3-

20)。 

 
2 2 3

2 22 1 2 3 2 3 2 3 22 2 6 6 2 'M x c x k x k x x k x x k x F +  +  +  −  +  = −  (3-20) 

鉴于实际冲击力作用时间短且重点关注冲击后的响应，假设 ' 0F = 并代入式

(3-20)，得到悬置系统冲击响应方程为 

 
2 3 2

2 20 2 0 2 2 0x ω x α x γ x μ x +  +  +  −  =  (3-21) 
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式中： 0

2

2c
α

M
= ； 3

2

2k
γ

M
= ； 3

2

6k x
μ

M
= ；

2
2 1 3
0

2

2 6k k x
ω

M

+
= 。 

3.2.2 基于多尺度法的冲击响应方程求解 

冲击响应方程的近似解通过多尺度法求解[49]，用于分析系统参数与冲击响

应的关联性。所得解析结果可与数值仿真结果对比以验证可靠性，同时仿真数据

亦可反向检验多尺度分析的精度，确保二者的一致性。基于多尺度法的冲击动力

学响应解析框架可通过系统化流程构建，具体求解过程如下。 

通过引入小参数 ε作为摄动因子，与式(3-21)内的非线性动力学项相乘，完成

多尺度摄动分析所需的非线性项标度化处理，可得 

 2 3 2
2 20 2 0 2 2( )x x x x x +  = −  −  +  (3-22) 

令 ( 0,1, 2, ...)m

mT ε t m= = ，可得其偏导数的展开形式可以表示为 

 

2

0 1 2

2
2 2 2

0 1 0 2 0 12

...

2 2 ...

d
D εD ε D

dt

d
D ε D ε D D εD D

dt

= + + +

= + + + +

 (3-23) 

式中：m代表微分算子； mT 为不同时间尺度； ε为多尺度法参数量。 

假设式(3-22)的解为 

 
2

2 20 0 1 21 0 1 22 0 1( , ) ( , ,...) ( , ,...) ( , ,...) ...x t ε x T T ε x T T ε x T T =  +  +  +  (3-24) 

将式(3-23)、式(3-24)代入式(3-22)，可得 

 

2 2

0 20 0 20

2 2 3 3 2

0 21 0 21 0 1 20 0 0 20 20 20

2 2 2

0 22 0 22 0 1 21 1 20 0 1 20

2

20 20 21 0 0 21 1 20

0

2

2 2

(2 3 ) ( )

D x ω x

D x ω x D D x α D x γ x μ x

D x ω x D D x D x D D x

μ x γ x x α D x D x

  +  =


 +  = −  −  −  + 


 +  = −  −  −  +


 −   −  + 

 (3-25) 

假设方程组(3-25)中第一个公式的解为 

 20 0 0cos( )x r ω T ψ = +  (3-26) 

式中： ,r ψ是 iT 的函数。 
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将式(3-26)代入式(3-25)中的第二公式，可得 

 

2 2

0 21 0 21 1 0 0 0 1 0 0 0

3 3

0 0 0 0 0 0

2 2

0 0

2 sin( ) 2 cos( )

sin( ) cos ( )

cos ( )

D x ω x D rω ω T ψ D rω ψ ω T ψ

α rω ω T ψ γr ω T ψ

μr ω T ψ

 +  = + + +

+ + − +

+ +

 (3-27) 

消除式(3-27)中的长期项，可以得到如下方程组为 

 
1 0 0 0

3

1 0

2 0

2 3 / 4 0

D rω α rω

D rω ψ γr

+ =


− =
 (3-28) 

式(3-27)的解可写为如下形式 

 
3 2

21 0 0 0 0

0 0

1 1 3
cos3( ) (cos 2( ) )

32 6
x γr ω T ψ μr ω T ψ

ω ω
 = + − + −  (3-29) 

将 20 21,x x  代入式(3-22)，可得式(3-21)的近似解为 

 

3

2 0 0 0 0

0

2

0 0

0

cos( ) cos3( )
32

3
(cos 2( ) )

6

x r ω T ψ γr ω T ψ
ω

μr ω T ψ
ω

 = + + +

− + −




 (3-30) 

3.2.3 悬置系统冲击响应稳定性分析 

通过变量替换 21
y x=  、 22

y x=  ，将冲击响应方程转换为式(3-31)所示的状

态方程形式，用于分析悬置系统冲击响应的稳定性。 

 
21

2 3 2

0 1 0 2 1 12

y y

y ω y α y γy μy


=


 = − − − +

 (3-31) 

通过雅可比矩阵的线性化分析可知，系统动力学方程的平衡状态位于坐标原

点(0, 0)。其对应的雅可比矩阵为 

 
2

0 0

0 1
J

-ω -α

 
=  
 

 (3-32) 

对应式(3-32)的雅可比矩阵的特征方程为 

 
2 2

0 0 0λ +α λ ω+ =  (3-33) 
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基于 Routh-Hurwitz 稳定性判据，坐标原点(0, 0)作为系统动力学方程的平衡

状态的点，其条件可表示为 

 
2

0 0 0α ω＞  (3-34) 

3.2.4 悬置系统动力学响应数值分析 

针对悬置系统关键参数变化对冲击响应性能的影响展开研究，其动力学行为

的参数对系统设计与优化具有重要意义。尽管分析是基于混合动力悬置系统结构，

但模型通用性使得结论可推广至结构相似的传统燃油车及纯电动汽车的悬置系

统。仿真中假设冲击产生 0.9个单位的初始位移，重点关注冲击后响应时间过程。 

表 3-1 悬置系统基本参数 

名称 值 

悬置系统质量 M1 (kg) 235.2 

车架质量 M2 (kg) 1438 

悬置系统的线性刚度 k1 (kN/m) 173 

悬置系统的阻尼 c (N·s/m) 500 

动力总成的激励力 1( )F t (N) 6036 

车架所受到的力 2 ( )F t (N) 3401 

根据表 3-1 的参数，研究悬置系统受到冲击后的时间响应历程。 

 

图 3-4 悬置系统刚度 k1=173、203 kN/m 的冲击响应曲线
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图 3-5 悬置系统刚度 k1=203、249 kN/m 的冲击响应曲线 

图 3-4 以及图 3-5 给出不同线性刚度下悬置系统受到冲击的响应时间历程

图。根据图中的曲线趋势可以观察出，在相同初始条件下，合理增加悬置元件的

线性刚度有助于动力总成悬置系统对冲击的衰减。 

 

图 3-6 非线性刚度 k3=0、-0.5k1时悬置系统的冲击响应曲线 

图 3-6 为相同线性刚度与阻尼条件下，k3=0（无非线性刚度）与 k3=-0.5k1（负

非线性刚度）的冲击响应对比，结果表明引入负非线性刚度的悬置系统可加速冲

击后衰减。 



安徽工程大学硕士学位论文 

 

 

图 3-7 非线性刚度 k3=0、0.5k1 时悬置系统的冲击响应曲线 

图 3-7 对比了 k3=0 和 k3=0.5k1（正非线性刚度）的冲击响应，结果显示引入

正非线性刚度不利于悬置系统对冲击后的衰减。综上，相同线性刚度与阻尼条件

下，负三次非线性刚度的引入可提升动力总成悬置系统的冲击衰减效率。因此，

在悬置设计时可通过参数优化构建负三次非线性刚度，以增强系统抗冲击性能。 

 

图 3-8 不同激励力下的冲击响应曲线 

由图 3-8 可知，悬置系统在恒定冲击位移输入时表现出显著的非线性动态特

性。通过时域响应分析可知：当激励力增加时，系统瞬态响应的幅值会同步呈现

单调上升趋势。结果表明，悬置系统具有相同初始条件，即受到相同冲击位移，

其最大冲击响应幅值与动力输出产生的激励力成正相关关系，激励力增大时幅值

增大，反之减小。 
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图 3-9 多尺度解析与数值仿真冲击响应对比分析 

为验证悬置系统的解析解于数值解的是否存在较大的差异，采用正的非线性

刚度下的悬置系统，进行结果对比。由图 3-9 可知，在时间点为 0.42 时，对应数

值解的数值为 0.61，而应用多尺度法求解的解析解为 0.62，两者结果接近吻合，

验证了数值仿真的精度。 

3.3 考虑非线性刚度的悬置系统共振行为分析 

通过 3.2 节分析可知，在相同初始冲击位移条件下，混合动力悬置系统模型

同时具有线性刚度和负非线性刚度时，更有助于系统在冲击后实现更快的衰减。

但仍需面对的一个关键问题是，悬置系统的两种主要动力学行为——冲击和共振，

都会对系统构成潜在威胁。尽管之前的研究表明，在悬置系统引入负的三次项非

线性刚度有利于系统对冲击的衰减，但需考虑非线性刚度的引入对悬置系统的共

振响应是否存在影响。为确保悬置系统整体稳定性与安全性，三次非线性项的引

入虽可减弱冲击响应，但可能加剧系统共振响应。采用负非线性刚度可能并非理

想选择。分析非线性刚度等因素对悬置系统共振响应的影响。 

3.3.1 基于多尺度法的共振响应分析 

悬置系统共振响应分析中，将式(3-8)乘以 11/ M 、式(3-9)乘以 21/ M ，并将式

(3-8)代入式(3-9)，推导出无量纲方程如下 
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2 3

1 ''x ω x ax b x F+ + + =  (3-35) 

式中： 1 2x x x= − ； 1 2
3

1 2

M M
a k

M M

+
= ；

2 1 2
1 1

1 2

M M
ω k

M M

+
= ； 1 2

1 2

M M
b c

M M

+
= ；

1 2
1 2

1 2

'' ( ( ) ( ))
M M

F F t F t
M M

+
= + 。 

时变激励下，式(3-35)中的 ''F 是随时间变化。假设 ''F 仅含波动部分，令

1'' cos( )F f ωt= ，则式(3-35)的无量纲方程可改写为以下形式 

 
2 3

1 1 cos( )x ω x ax b x f ωt+ + + =  (3-36) 

应用多尺度方法求解共振响应，令 1 1, , ,a εα b εβ f εf ω ω εσ= = = = + ，则式(3-

36)可写为 

 
2 3

1 ( cos( ))x ω x ε αx β x f ωt+ = − + −  (3-37) 

同时，外激励可以写为 

 1 0 1cos( ) cos( σ )εf ωt εf ωT T= +  (3-38) 

假设式(3-37)的解为 

 0 1( , ) ( , ,..., , )nx t ε x T T T ε=  (3-39) 

式(3-39)等价形式为 

 0 0 1 1 0 1( , ) = ( , ) ( , ) ...x t ε x T T εx T T+ +  (3-40) 

将式(3-38)、式(3-39)代入式(3-37)可得 

 
2 2

0 0 1 0 0D x ω x+ =  (3-41) 

 
2 2 3

0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 02 cos( σ )D x ω x D D x αx βD x f ωT T+ = − − − + +  (3-42) 

假设式(3-41)的解为 

 0 1 1 0 1 1 0( ) exp( ) ( ) exp( )x A T iωT A T iωT= + −  (3-43) 

将 1 0 0cos( σ )f ωT T+ 写为指数形式
1 0 1

1
exp[ ( )]

2
f i ωT σT CC+ + ，并将式(3-43)代

入式(3-42)，可得 
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2 2 2

0 1 1 1 1 1 1 0

3

1 0 1 0 1

( 2 3 )exp( )

1
exp(3 ) exp[ ( )]

2

D x ω x iω A αA A iβω A iωT

αA iωT f i ωT σT CC

+ = − − −

− + + +
 (3-44) 

消除 1x 中的长期项可得 

 2

1 1

1
(2 ) 3 exp( ) 0

2
iω A βA αA A f iσT− − − + =  (3-45) 

令
1

exp[ ]
2

A ρ iδ= 并将其代入式(3-45)，可得 

 3

1 1 1 1

1 3 1
exp[ ( )] 0

2 8 2
iω ρ ω ρδ iω βρ ρ i σT δ− + − −  + − =  (3-46) 

将式(3-46)中的实部、虚部进行分离，可得如下极坐标平均方程为 

 1

1

1 1
sin( )

2 2

f
ρ βρ σT δ

ω
= − + −  (3-47) 

 

3

1

1 1

3 1
cos( )

8 2

ρ f
ρδ σT δ

ω ω


= − −  (3-48) 

式(3-36)的一阶近似解可以表示为 

 1cos( ) ( )x ρ ω t δ O δ= + +  (3-49) 

则共振响应的平均方程用极坐标形式表示为 

 
1

1 1
sin

2 2

f
ρ βρ η

ω
= − +  (3-50) 

 

3

1 1

3 1
cos

8 2

ρ f
ρη ρσ η

ω ω


= − +  (3-51) 

当 0ρ η= = 时，可以得到频响方程为 

 

3 2
2 2 2

2

1 1

1 3 1
( )

4 8 2

ρ f
β ρ ρσ

ω ω


+ − =  (3-52) 

为分析共振响应曲线的稳定性及其分岔行为，令 0 1 0 1ρ= ρ + ρ ,η= η +η ，其中：

0 0ρ ,η 为平衡点， 1 1ρ ,η 为小扰动。代入式(3-50)、式(3-51)，并忽略非线性项，可

得以下线性方程组为 
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3

0
1 0 1 11

1

1 3

2 8

ρ
ρ βρ ρ ση η

ω


= − − +  (3-53) 

 
0

1 1 11

0 1

9 1

8 2

αρσ
η ρ ρ βη

ρ ω
= − −  (3-54) 

平衡点对应的特征方程可表示为 

 
2

1 2 0λ +α λ a+ =  (3-55) 

式中： 

 
1 0

1 1

2 2
a β βρ= +  (3-56) 

 

2 2 2 4
2 20 0 0

2 0 02

1 1 1

1 3 9 27

4 8 8 64

σρ σαηρ α ρ
a β ρ η σ

ω ω ω


= − − + +  (3-57) 

3.3.2 共振稳定性及其分岔行为分析 

根据式(3-50)和式(3-51)，可用于分析共振曲线的稳定性及分岔条件。通过分

析，可深入了解混合动力悬置系统在不同参数下的动力学行为，尤其是如何确保

系统在共振时的稳定性以及识别可能发生分岔的临界条件。 

由 Routh-Hurwitz 准则可知，平衡点稳定的条件为 

 
0

1 1
0

2 2
β βρ+ ＞  (3-58) 

 

2 2 2 4
2 20 0 0

0 02

1 1 1

1 3 9 27
0

4 8 8 64

σρ σαηρ α ρ
β ρ η σ

ω ω ω


− − + + ＞  (3-59) 

分岔可能导致共振曲线失稳，fold 分岔作为典型类型，共振曲线发生失稳的

可能性随 fold 分岔发生而显著增加。其必要条件可表示为 

 

2 2 2 4
2 20 0 0

0 02

1 1 1

1 3 9 27
0

4 8 8 64

σρ σαηρ α ρ
β ρ η σ

ω ω ω


− − + + =  (3-60) 

3.3.3 参数对共振响应的稳定性分析 
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图 3-10 不同非线性刚度下的共振响应 

 

图 3-11 σ-α 平面上的 fold 分岔边界 

图 3-10 为不同非线性刚度下的共振响应曲线，其中“LP”为 fold 分岔点，

实线、虚线表分别表示稳定区域、不稳定区域。正负非线性刚度均会引起共振峰

偏移。而 fold 分岔发生时，共振曲线失稳。因此，为避免 fold 分岔引发悬置系统

共振曲线发生失稳、“跳跃”等现象，需对非线性刚度参数给定取值范围。结合

3.2 节的研究，负非线性刚度特性可有效提升系统在冲击载荷作用下的位移衰减

性能。图 3-11 为 σ-α 参数间发生 fold 的分岔的边界条件。由图 3-11 可知，当 α<-

0.787 时，悬置系统经历 fold 分岔过程并伴随共振失稳现象；而在 α>-0.787 时，

悬置系统不经历分岔过程，共振曲线将不会发生失稳、“跳跃”等现象。由以上

分析可知，通过合理限制非线性刚度参数的实际应用范围，能够有效避免在特定

激励下引起悬置系统发生共振，导致共振曲线失稳的情况。 
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图 3-12 不同激励振幅下的共振响应 

 

图 3-13 σ-f 平面上的 fold 分岔边界 

基于给定的非线性刚度是线性刚度的-0.5 倍，即 k3=-0.5k1，图 3-12 为不同激

励振幅对悬置系统的共振影响曲线图，图 3-12 中稳定区域用实线表示，不稳定

区域用虚线表示。当激励振幅的幅值为 f=10 或者 15 时，不存在不稳定区域，表

明系统不会发生失稳；当激励振幅的幅值为 f=20 时，fold 分岔发生，存在不稳定

区域，导致系统将发生失稳。这说明，外部激励不仅引发悬置系统发生共振，进

而影响悬置系统共振曲线的稳定性。图 3-13 为建立 σ-f 参数间的发生 fold 分岔

曲线。当激励幅值超过分岔临界值 17.33 时，系统将发生 fold 分岔，导致共振曲

线失稳，而当 f<17.33 时，系统仍能保持稳定。因此，在负三次非线性刚度约束

下，将激励幅值限制在分岔临界值内，能确保共振曲线稳定性。 
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图 3-14 不同线性阻尼系数下的共振响应 

 

图 3-15 σ-β 平面上的 fold 分岔边界 

由图 3-14 可见，线性阻尼系数的增加不仅能够降低共振峰值，还能有效提

升共振曲线的稳定性。在悬置系统中，阻尼系数的变化对共振响应特性具有显著

影响。较低的阻尼系数可能导致系统在共振频率附近产生较大的振幅，甚至进入

不稳定状态，而随着阻尼系数的增大，共振峰值逐渐降低，同时不稳定区域的范

围缩小，使系统的振动响应趋于平稳。图 3-15 为 σ-β 平面上阻尼系数 β 的稳定

性边界。分析结果表明，当 β 超过 0.1633 时，共振响应曲线能够维持稳定。因

此，提高并限制线性阻尼系数在抑制共振、改善系统稳定性方面具有重要作用，

有助于优化系统的动态性能。 
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图 3-16 数值仿真结果与多尺度结果对比 

图 3-16 为对比式(3-50)解析解与数值仿真解的结果，其中红色圆圈表示不同

调谐参数下的数值仿真解。结果显示二者高度吻合，验证了共振响应分析的正确

性。由此可知，含有负非线性刚度的系统比仅具有线性刚度的悬置系统更有利于

冲击响应的衰减。非线性刚度为负时，可能导致共振曲线偏移，从而影响系统的

动态特性。但合理调整刚度和阻尼参数可有效改善系统稳定性，减少不利影响。

采用同时含有线性和三次非线性刚度的悬置元件，有助于提升系统的隔振能力。

此外，为确保共振曲线稳定，三次非线性刚度系数需控制在合理范围内。 

3.4 本章小结 

建立了非线性刚度混合动力悬置系统模型，应用多尺度法求解含非线性刚度

的混合动力悬置系统的冲击响应与共振问题进行求解，并分析其对应得稳定性问

题。分析结果表明：引入负的非线性刚度更有利于悬置系统在受到冲击后的响应

衰减；正非线性刚度不利于悬置系统对冲击后的衰减。但悬置系统存在非线性项

可能会导致共振曲线的失稳，当激励频率更加接近系统的共振频率的过程会产生

更加复杂的响应，进而缩短悬置系统的使用寿命。因此，在设计悬置系统时，可

以适当将负的非线性刚度，同时考虑悬置系统在减振过程中可能受到的激励，以

防系统发生共振失稳。 
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第 4 章 考虑非线性刚度及阻尼的混合动力悬置系统     

动力学分析 

针对第三章非线性刚度悬置系统动力学与稳定性研究。与刚度类似，阻尼同

样具有非线性特性，根据 Stone-Weier strass 理论用三次项表示[50]，但其非线性项

较难测量。因此，在假设系统具有非线性阻尼的前提下，分析非线性刚度与阻尼

对混合动力悬置系统的动态特性，包括冲击响应、共振影响及稳定性。 

4.1 含非线性刚度及阻尼动力学建模 

4.1.1 含非线性刚度及阻尼的动力学模型 

1M

'

2M

kf

1( )F t

'

2 ( )F t

c
f

'

2x

1x

 
图 4-1 非线性刚度及阻尼悬置系统动力学模型 

忽略悬置和小部件的质量，重点考虑发动机、车身的质量及悬置的刚度和阻

尼特性，建立悬置系统非线性刚度及阻尼动力学模型如图 4-1 所示。图中
1M 为

动力总成悬置系统质量， '

2M 车架质量。 1x 、 '

2x 分别代表动力总成以及车架的位

移， kf 代表悬置系统的刚度函数， c
f 为悬置系统的阻尼函数。

1( )F t 、 '

2 ( )F t 分别为

动力总成的激励力和车架所受到的力。 

4.1.2 当量化模型 

假设悬置系统为连续系统，不考虑悬置系统安装的形态等因素。将悬置系统

中与动力总成位移变化量不同的部件转换为当量参数。 1x 为动力总成的位移， 2x
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当量化后车架的位移， 1M 、 2M 分别为动力总成悬置系统质量和车架质量， 1( )F t 、

2 ( )F t 为动力总成的激励和当量化后车架所受到的力。 

动力总成悬置系统的动能为 

 
2 2

1 21 2

1 1
= +

2 2
E M x M x  (4-1) 

动力总成悬置系统的势能为 

 
2 4

1 1 2 3 1 2

1 1
( ) ( )

2 4
U k x x k x x= − + −  (4-2) 

广义力为 

 
( )

( )

j i
i i

r

Q F
q


=


 (4-3) 

 ( )j c

i i iF F F= +  (4-4) 

式中： iF 为广义外力；
( )c

iF 为广义阻尼力； rq 为广义坐标，下角标 r 为 1 或 2。 

 ( ) 3

1 1 2 1 2 2 1( ) ( )cF c x x c x x= − + −  (4-5) 

 ( ) 3

2 1 1 2 2 1 2( ) ( )cF c x x c x x= − + −  (4-6) 

拉格朗日方程为 

 r

r
r r

d L L F
Q

dt qq q

  
− + =
 

 (4-7) 

混合动力总成悬置系统的振动方程为 

 3 3

1 1 1 1 2 3 1 2 1 1 2 3 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )M x k x x k x x c x x c x x F t+ − + − + − + − =  (4-8) 

 3 3

2 2 1 1 2 3 1 2 1 1 2 3 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )M x k x x k x x c x x c x x F t− − − − − − − − = −  (4-9) 

这种当量化方法将悬架质量、悬置刚度和阻尼等参数转换为等效量，同时保

持动力总成激励力及悬架受力不变。与第三章仅考虑刚度非线性不同，此处理方

式旨在证明研究非线性因素对混合动力悬置系统的动力学作用，并分析其不受到

特定量化方法的影响。 
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4.2 考虑非线性刚度及阻尼的悬置系统冲击行为分析 

4.2.1 冲击响应方程建立 

假设悬置系统在运动过程中受到反向冲击力 'F 的作用，并且因为这个冲击力

造成悬置的主动端和被动端的位移变化分别为 1 2x x和 ，由式(4-8)和式(4-9)可得 

 
3

1 1 2 1 21 1 1 1 2 3 1 2

3

1 1 1 2 2 3 1 1 2 2 1

( ) (( ) ( )) (( ) ( ))

(( ) ( )) (( ) ( )) ( )

M x x c x x x x c x x x x

k x x x x k x x x x F t

+  + +  − +  + +  − + 

+ +  − +  + +  − +  =
 (4-10) 

 
3

2 1 2 1 22 2 1 1 2 3 1 2

3

1 1 1 2 2 3 1 1 2 2 2

( ) (( ) ( )) (( ) ( ))

(( ) ( )) (( ) ( )) ( ) '

M x x c x x x x c x x x x

k x x x x k x x x x F t F

+  − +  − +  − +  − + 

− +  − +  + +  − +  = − −
 (4-11) 

式(4-10)和式(4-11)分别与式(4-8)和式(4-9)相减得 

 

2
1 1 2 1 21 1 3 1 2

2 3
1 2 1 21 2 1 1 2

2 2 3

3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( ) (3( ) ( )

3( )( ) ( ) ) ( )

(3( ) ( ) 3( )( ) ( ) ) 0

M x c x x c x x x x

x x x x x x k x x

k x x x x x x x x x x

 +  − + −  −

+ −  − +  − +  −

+ −  − + −  − +  − =

 (4-12) 

 

2
2 1 2 1 22 1 3 1 2

2 3
1 2 1 21 2 1 1 2

2 2 3

3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( ) (3( ) ( )

3( )( ) ( ) ) ( )

(3( ) ( ) 3( )( ) ( ) ) '

M x c x x c x x x x

x x x x x x k x x

k x x x x x x x x x x F

 −  − − −  −

+ −  − +  − −  −

− −  − + −  − +  − = −

 (4-13) 

为更好地研究动力总成悬置系统被动端相对于主动端的冲击响应情况，假设

主动端受到冲击后形成的位移变化为零，即 1 0x = 。因此，式(4-12)和式(4-13)可

以写成如下形式。 

 
2 2 3

2 1 2 1 2 21 3 2 2

2 2 3

1 2 3 1 2 2 1 2 2 2

( 3( ) 3( ) )

( 3( ) 3( ) ) 0

c x c x x x x x x x

k x k x x x x x x x

−  + − −  + −  −

−  + − −  + −  − =
 (4-14) 

 
2 2 3

2 2 1 2 1 2 22 1 3 2 2

2 2 3

1 2 3 1 2 2 1 2 2 2

( 3( ) 3( ) )

( 3( ) 3( ) )

M x c x c x x x x x x x

k x k x x x x x x x F

 +  − − −  + −  −

+  − − −  + −  − = −
 (4-15) 

当混合动力总成悬置系统在稳态工况时，则有 

 
1 1 2 2 1 2 1 20, 0, ( ) ( )M x M x x x F t F t F f= = − = − = =  (4-16) 

式(4-8)、式(4-9)相减，并将式(4-16)代入可得 
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3

1 1 2 3 1 2( ) ( )k x x k x x f− + − =  (4-17) 

令 1 2x x x= − ，将其代入式(4-17)可解得 

 

3 2 1/2 1/3

1 3 3 3

3 2 1/2 1/3

1 1 3 3

((108 12((12 108 ) / ) )) / (6 )

2 / ((108 12((12 108 ) / ) ))

x f k k f k k

k f k k f k

= + +

− + +
 (4-18) 

将 x 代入式(4-14)和式(4-15)可得 

 3 2 2 3
21 3 2 1 2 3 2 2 2( 3 3 ) 0c x c x k x k x x x x x−  −  −  + −  +  − =  (4-19) 

 3 2 2 3
2 22 1 3 2 1 2 3 2 2 2( 3 3 )M x c x c x k x k x x x x x F +  +  +  − −  +  − = −  (4-20) 

将式(4-19)、式(4-20)相减可得 

 3 2 2 3
2 22 1 3 2 1 2 3 2 3 2 3 22 2 2 6 6 2M x c x c x k x k x x k x x k x F +  +  +  +  −  +  = −  (4-21) 

冲击影响下，系统展现非线性振动特性。式(4-21)可表示动力总成悬置系统

在冲击影响下，系统存在三次非线性项特性。由于冲击持续时间较短，且更加关

注冲击后的响应。假设冲击力 0F = ，将此假设代入式(4-21)，即可得到悬置系统

的冲击响应方程。 

 3 2 2 3
2 22 1 3 2 1 2 3 2 3 2 3 22 2 2 6 6 2 0M x c x c x k x k x x k x x k x +  +  +  +  −  +  =  (4-22) 

为了便于后续分析，可将式(4-21)重新表示为以下形式。 

 2 3 3 2
2 20 2 0 0 2 2 2 0x ω x α x x γ x μ x +  +  +  +  −  =  (4-23) 

式中：
2

2 1 3
0

2

2 6k k x
ω

M

+
= ； 0

2

2c
α

M
= ；

3
0

2

2c

M
= ；

3

2

2k
γ

M
= ；

3

2

6k x
μ

M
= 。 

4.2.2 基于多尺度法的冲击响应方程求解 

将式(4-23)的非线性项均引入小参数 ε，式(4-23)可表示为 

 2 3 3 2
2 20 2 0 0 2 2 2( )x x ε x x x x +  = −  −  −  +  (4-24) 

令 ( 0,1, 2, ...)m

mT ε t m= = ，可得其偏导数的展开形式可以表示为 
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20 1
0 1 2

0 1

2
2 2 2

0 1 0 2 0 12

... ...

2 2 ...

dT dTd
D εD ε D

dt dt T dt T

d
D ε D ε D D εD D

dt

 
= + + = + + +

 

= + + + +

 (4-25) 

式中： ( 1, 2, 3, ...)iD i = 表示 / iT  。 

假设式(4-23)的解为 

 
2

2 20 0 1 21 0 1 22 0 1( , ) ( , ,...) ( , ,...) ( , ,...) ...x t ε x T T ε x T T ε x T T =  +  +  +  (4-26) 

可得动力总成悬置系统的一阶近似解为 

 

3

2 0 0 0 0

0

3 2

0 0 0 0 0

0

1
cos( ) [ cos3( )

32

3
sin 3( )] [cos 2( ) ]

6

x r ω T ψ r γ ω T ψ
ω

ω ω T ψ μr ω T ψ
ω

 = + + +

+ + − + −




 (4-27) 

式中： 

 

3
30

1

2

1

3βω

2 8

3

8ω

D r r r

Dψ r

 
= −


 =



  

4.2.3 悬置系统冲击响应稳定性分析 

悬置系统的隔振性能对车辆的乘坐舒适性有直接的影响。特别是在混合动力

总成中，因发动机的频繁介入，悬置系统常常处于冲击环境下工作。因此，分析

动力总成悬置系统在冲击作用下的瞬态行为与稳定性十分关键。通过数值仿真和

理论分析，研究悬置系统在冲击影响下的动力学特性及稳定性。 

令 21 2 2,y x y x=  =  ，将冲击响应方程(4-23)转换为状态方程的形式为 

 
21

2 3 3 2

0 1 0 2 0 2 1 12

y y

y ω y α y y γy μy


=


 = − − − − + 

 (4-28) 

令 1 2
0, 0y y= = ，可得 

 ( )2 2

1 0 2
0 0y x x y− + − = =；  (4-29) 
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即 

 
2 2

0

1 1 2

4
0 0

2
y y y

−   − 
= = =


或 ；  (4-30) 

根据式(4-30)，在特定情况下，冲击相应方程可能始终存在一个具有实际物

理意义的平衡点。当
2 2

0
4 0 −  ≥ 时，还可能出现其他没有物理意义的平衡点。

采用 Routh-Hurwitz 判据，分析平衡点(0, 0)的稳定性。 

假设系统冲击响应的平衡点为 ( )1
0y'

, ，其雅可比矩阵如下。 

 2 2 2

0 0 0 0

0 1

3 2
J

-ω x x -α

 
=  

−  +  
 (4-31) 

对应的特征方程为 

 ( )2 2 2 2

0 0 0 0
3 2 0ω x x +  + +  −  =  (4-32) 

根据 Routh-Hurwitz 准则，平衡点稳定的条件为 

 
0

2 2 2

0 0 0
3 2ω x x




+  − 

＞0

＞0
 (4-33) 

具有实际意义的平衡点(0,0)，其稳定的条件为 

 
2

0 0
0 0, ＞ ＞  (4-34) 

可见平衡点(0, 0)为稳定平衡点。 

4.2.4 悬置系统动力学响应数值分析 

为了进行更有效的对比，假设悬置系统在冲击作用下产生了 0.9 个单位的初

始位移，研究不同的非线性参数变化对系统冲击响应的影响。 
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图 4-2 不同非线性阻尼下的冲击响应曲线 

 

图 4-3 不同非线性阻尼下的 FFT 幅频特性曲线 

假设非线性刚度为零，探讨非线性阻尼对悬置系统的冲击响应的影响。图 4-

2 反映了在其他参数保持恒定的情况下，不同非线性阻尼系数对悬置系统冲击响

应的影响。分别对比了非线性阻尼是线性阻尼的 0.1 倍、-0.1 倍以及不存在非线

性阻尼的情况。图 4-3 为对应的幅频特性曲线。 

由图 4-2 和图 4-3 可知，相较于仅含线性阻尼的情况，正的非线性阻尼更有

助于冲击响应的快速衰减，这是因为引入正的非线性阻尼提升了系统的能量损耗，

加快了冲击响应过程的衰减。 
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图 4-4 不同非线性刚度下的冲击响应曲线 

 

图 4-5 不同非线性刚度下的 FFT 幅频特性曲线 

在忽略非线性阻尼作用的条件下，针对悬置系统非线性刚度的冲击响应特性

展开研究。图 4-4 揭示了不同非线性刚度系数作用下的冲击响应演变规律，图 4-

5 为对应的幅频响应曲线，其验证了系统动力学特性的变化趋势。结果表明：当

非线性刚度系数为线性刚度的 0.5 倍时，系统首个冲击响应峰值的绝对值显著比

不存在非线性刚度的峰值大，该现象在幅频特性曲线中也得到印证。这证明正刚

度非线性参数会抑制系统冲击响应的衰减效果，而负刚度非线性参数对系统冲击

响应幅值具有显著的抑制功能。 
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图 4-6 不同非线性刚度及阻尼的悬置系统冲击响应曲线 

 

图 4-7 不同非线性刚度及阻尼的悬置系统 FFT 幅频特性曲线 

在悬置系统的非线性刚度设定为线性刚度的-0.5 倍时，图 4-6 展示了当非线

性阻尼系数 β 分别取-0.1、0、0.1 时，非线性悬置系统冲击响应的变化情况，图

4-7 描绘了对应的幅频特性。从图 4-6 和图 4-7 可知，β=-0.1 时，冲击响应的绝对

幅值高于其他情况，对应的幅频特性曲线也印证了这一点。这表明，在系统非线

性刚度固定的前提下，正的非线性阻尼有助于加快冲击衰减，而负的非线性阻尼

则会延长冲击持续时间，不利于系统的冲击响应衰减。因此，在悬置系统设计，

合理调整线性刚度与阻尼参数，并引入适当的负非线性刚度与正非线性阻尼，可

以优化冲击能量的消散过程，提高系统的隔振性能。 

在悬置系统处于稳态工作状态时，悬置的主动端与被动端之间会形成固定的

位移差。这一位移差不仅受到动力总成悬置质量的影响，还与系统的线性和非线
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性因素密切相关。在相同工况下，当仅考虑线性阻尼时，若系统包含负的非线性

阻尼，则会降低冲击响应的衰减能力，而正的非线性阻尼则有助于增强能量消耗，

加快冲击衰减。类似地，当仅含线性刚度时，系统冲击响应的衰减情况也会受到

影响。负的非线性刚度有助于降低冲击响应的幅值，提高振动能量消散效率，而

正的非线性刚度的引入可能削弱冲击衰减，使系统振动持续时间更长。 

4.3 考虑非线性刚度及阻尼的悬置系统共振行为分析 

悬置系统共振响应分析中，将式(4-8)乘以 11/ M 、式(4-9)乘以 21/ M ，并将式

(4-8)代入式(4-9)，推导出无量纲方程如下。 

 2 3 3

0x ω x ax b x d x f+ + + + =  (4-35) 

式中： 1 2x x x= − ；
1 2

3

1 2

M M
a k

M M

+
= ；

2 1 2
0 1

1 2

M M
ω k

M M

+
= ；

1 2

1 2

M M
b c

M M

+
= ；

1 2
3

1 2

M M
d c

M M

+
= ；

2 1 1 2

1 2

1
( ( ) ( ))f M F t M F t

M M
= − 。 

4.3.1 定值激励下悬置系统稳定性及分岔 

当动力总成处于稳态工作状态时，悬置系统将受到的激励力为恒定值，即 f

为定值，令 y x= ，则式(4-35)可以写为如下的状态空间形式为 

 
2 3 3

0

x y

y ω x ax by d x f


=


 = − − − + +

 (4-36) 

令 0 0y x= =， 可得式(4-36)的平衡点可以用 0( , 0)x ，且 0
x 满足以下形式。 

 
2 3

0 0 0
0ω x ax f− − + =  (4-37) 

平衡点处雅可比矩阵为 

 2 2 2

0 0 0

0 1

3
J

-ω ax -b - 3dy

 
=  

− 
 (4-38) 
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平衡点的特征方程为 

 
2 2 2

0 0
3 0b ω ax +  + + =  (4-39) 

相应的特征方程的特征根为 

 
2 2 2

1 2 0 0

1 1
4 12

2 2
,

b b ax = −  −  −  (4-40) 

由式(4-40)可知，当 0b＞ 且
2 2

0 0
3ax + ＞0时，式(4-36)平衡点处于稳定，平衡

点失稳时可能引发多种形式的分岔行为。将推导鞍结分岔，这可能导致系统发生

跳跃现象以及 Hopf 分岔，进而发生平衡点的失稳。 

引理[52]对实系数一元三次方程
3 0y ay b+ + = ，有判别式

2 3

4 27

b a
 = + ，则有 

（1）当 0＜ 时，方程有三个不同的实数解； 

（2）当 0 = 时，方程有三个实数解，且有重根； 

（3）当 0＞ 时，方程只有一个实数解和一对共轭复根。 

根据上面的引理，对式(4-37)，有 

 
62

0

2

1

4 27

ωF

a a

 
 = + 

 
 (4-41) 

当 0＞ 时，方程只有一个实数解；当 0＜ 时，方程有三个不同的实数解；

在临界条件 0 = 时会产生分岔，分岔现象发生，导致平衡点的数量发生变化。

同时，根据鞍结分岔的定义，平衡点处的特征方程会出现零特征值，从而产生相

应的动态变化。则有 

 

2 2

0 0

62

0

3 0

0
4 27

ax

ωF

a

 + =



+ =


 (4-42) 

可见，只有当三次非线性刚度系数小于零（即存在负非线性刚度）时，才可

能发生鞍结分岔。在此情况下，系统可能生成两个无物理意义的平衡点，从而引

发混沌等不稳定的动力学行为。 

当平衡点发生 Hopf 分岔时，特征方程将出现一对纯虚根。结合特征方程的

特征根与式(4-37)，可推导出发生 Hopf 分岔的必要条件为 
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2 2 2

0 0

2 3

0 0 0

0

4 12 0

0

b

b ax

ω x ax f

=


−  −

− − + =

＜  (4-43) 

可见，当代表线性阻尼的项参数为零时，平衡点会发生 Hopf 分岔。 

总之，当 f 为定值时，系统的分岔条件较为严格。因此考虑 0f = 的情况，

此时式(4-39)仅存在一个稳定且具有实际意义的平衡点(0, 0)，确保系统运动的稳

定性。 

4.3.2 时变激励下共振响应稳定性及分岔 

当悬置系统受到时变激励时， f 的值是随时间变化的。假设 f 仅包含扰动部

分，即令 'cos( )f f t
→

=  ，式(4-35)可转换为如下形式。 

 2 3 3

0 'cos( )x ω x ax b x d x f t
→

+ + + + =   (4-44) 

为分析悬置系统的共振行为，令 εa = ，b = ε，d = ε ，要使外激励力出

现，通常需要引入一个摄动方程，令 ' ''f f=  ，式(4-44)可写为如下形式。 

 2 3 3

0 ( ''cos( ))x ω x x x x f t
→

+ + = − + + −      (4-45) 

根据第三章关于共振响应方程的建立以及采用多尺度法求解的步骤，因此本

节简化步骤。应用多尺度法可得共振响应下的极坐标形式平均方程如下。 

 
2 3

0

1

1 1 3
sin

2 2 8

f
ρ βρ η - ρ

ω
= − +   (4-46) 

 

3

0 0

3 1
cos

8 2

ρ f
ρη ρσ η

ω ω


= − +  (4-47) 

当 0ρ η= = 时，可以得到频响方程为 

 

3 2
2 3 2 2

0 2

1 1

1 3 3 1
( ) ( )
2 8 8 4

ρ f
βρ ρ ρσ

ω ω


+  + − =  (4-48) 

为分析共振响应曲线的稳定性及其分岔行为，令
0 1 0 1ρ= ρ + ρ ,η= η +η ，其中

0 0,ρ η 为平衡点，
1 1,ρ η 为小扰动。将其代入式(4-46)、式(4-47)，并忽略非线性项，

可得以下线性方程组为 
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0

0

3
2 2 0

0 1 0 1 0 1 11

0

2 20
1 1 1 0 11

0 0

1 9 3

2 8 8

9 1 3

8 2 8

ρ
ρ β ρ ρ ρ ρ ση η

ω

αρσ
η ρ ρ βη ρ η

ρ ω

 
= − −  − +



 = − − − 


 (4-49) 

平衡点处的特征方程可写为 

 2

1 2 0λ +α λ a
− −

+ =  (4-50) 

式中： 

 
0

2 2

1 0 0

1 1 3

2 2 2
a β βρ ρ
−

= + +   (4-51) 

 

2
2 3 2 2 2 2 4 40

2 0 0 0 0 0 0 0

0

2 2 4
20 0 0

02

0 0

1 3 3 9 27

4 16 8 16 64

9 27

8 64

σρ
a β ρ β ρ β ρ ρ

ω

σαη ρ α ρ
η σ

ω ω

− 
= +   − +   +  

− + +

 (4-52) 

平衡点稳定条件为 

 

0

2 2

0 0

2
2 3 2 2 20

0 0 0 0 0

0

2 2 4
2 4 4 20 0 0

0 0 02

0 0

1 1 3
0

2 2 2

1 3 3 9

4 16 8 16

27 9 27
0

64 8 64

β βρ ρ

σρ
β ρ β ρ β ρ

ω

σαη ρ α ρ
ρ η σ

ω ω


 + + 

 

+   − +  


+   − + +


＞

＞

 (4-53) 

当平衡点发生鞍结分岔时，对应的特征方程将出现零特征值。为了使平衡点

发生鞍结分岔，必须满足以下条件。 

 

2
2 3 2 2 20

0 0 0 0 0

0

2 2 4
2 4 4 20 0 0

0 0 02

0 0

1 3 3 9

4 16 8 16

27 9 27
0

64 8 64

σρ
β ρ β ρ β ρ

ω

σαη ρ α ρ
ρ η σ

ω ω


+   − +  

+   − + + =

 (4-54) 

由鞍结分岔理论可知，当系统发生分岔行为时需满足以下条件。 
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0

2 2 2 2 2 2 3 2 2 4 4

0 0 0 0 0 0 0 0

2
2 3 2 2 2 2 4 40

0 0 0 0 0 0 0

0

2 2 4
20 0 0

02

0 0

2 2

0 0

1 1 3 1 3 9

4 2 2 4 2 4

3 3 9 27

4 2 4 24

9 27
4 0

2 64

1 1 3
0

2 2 2

β β ρ β ρ β ρ β ρ ρ

σρ
β ρ β ρ β ρ ρ

ω

σαη ρ α ρ
η σ

ω ω

β βρ ρ


+ +   + +   +  




− −   + −   −  


+ − −




+ +  =

＜

 (4-55) 

4.3.3 参数对共振响应的稳定性分析 

 

图 4-8 不同非线性刚度下的共振曲线 

 

图 4-9 参数 α 对 fold 分岔的影响 

基于恒定线性刚度初始条件，图 4-8 为刚度的非线性项与线性刚度的比例关

系分别为-0.7、-0.6、0、0.6、0.7 倍数时，悬置系统的共振响应曲线。结果表明：
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非线性刚度的引入不仅引发共振峰值的频域偏移现象，因 fold 分岔的发生，导致

系统出现动力学平衡态的失稳特性（图中虚线表示）。在悬置系统的建模过程中，

若系统包含非线性刚度，可能会引发 fold 分岔，从而影响共振曲线的稳定性。为

确保系统维持平稳运行，图 4-9 针对正的非线性刚度绘制了 fold 分岔点的参数范

围。研究结果表明，当 α>1.896 时，系统会出现 fold 分岔点，从而可能导致共振

曲线进入失稳状态。反之，则共振曲线不会发生失稳。 

H H

-0.01

0

0.01

 

图 4-10 不同非线性阻尼下的共振曲线 

 

图 4-11 参数γ对 Hopf 分岔的影响 

图 4-10 反映了悬置系统在不同非线性阻尼条件下的共振响应情况。从分析

可知，正的非线性阻尼能够有效降低共振峰值，这是因为其增强了系统的能量耗

散能力；而负的非线性阻尼则会提高系统的共振幅值，向系统内额外输入能量。
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此外，负的非线性阻尼可能会触发 Hopf 分岔，使得共振曲线发生不稳定变化（图

中虚线部分）。为了确保共振曲线保持稳定，需要明确 Hopf 分岔与非线性阻尼之

间的临界条件，并对其取值范围加以约束。图 4-11 展示了 Hopf 分岔发生时非线

性阻尼系数的参数区间。研究表明，当非线性阻尼系数超出 Hopf 分岔曲线时，

系统的共振曲线将可能进入不稳定区域。因此，为了确保系统维持稳定运行，非

线性阻尼系数 γ 应保持在-0.0018 以上，以防止系统进入失稳状态。 

分析表明，在恒定外部激励作用下，悬置系统通常仅有一个稳定的平衡态，

保证了隔振系统的正常运行。但在时变激励的条件下，系统的非线性刚度可能会

引起 fold 分岔现象，进而使共振曲线进入非稳态区域。若合理调整非线性刚度的

参数范围，可以有效避免 fold 分岔的出现，从而使系统保持在稳定状态。此外，

正的非线性阻尼可以提高能量耗散效率，使得共振峰值降低，从而减少振动幅度。

而负的非线性阻尼则会向系统补充额外能量，导致共振幅值上升，甚至可能由于

Hopf 分岔使系统进入不稳定状态。因此，为确保系统的长期稳定运行，应合理

约束非线性阻尼的取值范围，防止 Hopf 分岔导致系统失稳。 

4.4 本章小结 

构建了包含非线性刚度和阻尼特性的悬置系统模型，并利用多尺度方法对冲

击及共振情况下的系统响应进行近似求解，同时对系统的稳定性进行了分析。研

究结果表明：负非线性刚度有助于缓解冲击响应，正得非线性刚度不利于冲击后

的衰减；正的非线性阻尼能够提升能量耗散，从而减小系统的共振幅值，负的非

线性阻尼则会向系统补充额外能量，导致共振幅值上升，甚至可能引起分岔使系

统进入不稳定状态。但非线性项的引入可能影响共振曲线的稳定性，特别是在激

励频率接近共振点时，系统动态行为变得更加复杂，可能加速悬置元件的损耗。

因此，在设计悬置系统，适当引入负非线性刚度和正非线性阻尼有助于提升系统

的隔振性能，但同时需要考虑运行过程中的激励因素，以避免因共振导致系统发

生不稳定的情况。  
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第 5 章 实验分析与研究 

整车 NVH 性能的保障依赖于悬置系统动力学验证[53]。基于实车数据采集与

NVH 测试标准，通过启停工况以及怠速工况下的冲击响应分析，系统性验证仿

真模型与实际工况动态特性的匹配性，从而评估悬置系统的动态表现。 

5.1 NVH 数据处理 

NVH 数据处理涉及噪声、振动和舒适性评估，通过采集噪声、振动等信号

进行时域和频域分析，如 FFT 和共振频率分析。常用指标包括加速度、声压级、

频谱和舒适性指数。数据处理的目标是识别噪声和振动源、优化设计并提高舒适

性[54]。常见的分析工具包括加速度计、频谱分析仪和模态分析工具。优化方法包

括源头控制、路径控制和接收控制，以降低噪声和振动，提高产品舒适性。在实

际应用中，NVH 测试能够帮助改善整车或设备的动态性能，减少驾驶过程中的

不适感，提升用户体验。 

5.1.1 声压级 

声压通常作为声音测量的基础物理量被采用。人耳能够感知的声压范围从

20 μPa 到 20 Pa，这意味着人耳对声压的响应范围非常宽广，难以用线性方式准

确表征[55]。如图 5-1 所示，声压级（单位：分贝/dB）作为无量纲量被引入以量

化声压的变化。 

 

图 5-1 线性尺度下的声压大小 
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声压级与声压之间的换算公式如下。 

 ( ) 20 ( )
0

p
SPL p = lg

p
 (5-1) 

式中： p 为声压， 0
p 为基准。 

人耳可感知的声压级范围为 0~120 dB，因此声压常被转换为声压级进行量

化。分贝尺度下的声压级分布（图 5-2）与线性尺度（图 5-1）相比，能更清晰地

突显声压的动态变化。 

 

图 5-2 分贝尺度下的声压级大小 

受限于人耳对不同频率的感知灵敏度差异，即便原始声压级相同，主观听觉

的声压级仍可能出现显著偏差。以极端情况为例：10 Hz 低频环境中 80 dB 的声

压级可能被放大感知至 90 dB，而 1000 Hz 中频下相同声压级可能仅对应 40 dB

的主观感受。针对这一现象，声学领域采用“计权”技术，对原始声压级进行频

率特性修正，从而准确反映人耳的听觉特性。常见的计权方式有 A 计权、B 计

权、C 计权和 D 计权，其中 A 计权是最常使用的标准[56]。 

5.1.2 傅里叶变换 

NVH 测试中，测试的数据是时域信号，其随时间的变化。为分析信号（加

速度、位移等）随频率的变化规律，需通过时域至频域进行转换，克服时域信号

的频率特性表达局限性。这个转换过程通过傅里叶变换实现，其公式为[57] 

 ( )
iωtF(ω)= f t e dt



−

−

  (5-2) 
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式中： ( )f t 表示时域信号。 

根据图 5-3 的对比分析，时域信号图 a)所示，其幅值表现为正负交替的振荡

特性，而频域信号图 b)所示，其幅值均为正值。造成这种差异源于傅里叶变换的

数学本质：通过正交基函数（如正弦/余弦）对时域振动信号进行分解，提取各频

率分量的幅值信息。由于幅值表征能量强度，频域信号仅保留非负值，从而清晰

反映振动能量在频率轴上的分布特征。 

  

a) 时域信号 b) 频域信号 

图 5-3 傅里叶变换图 

5.2 NVH 测试规范与流程 

混合动力悬置系统振动噪声特性评估包含全流程实验环节，包括实验样件准

备、准静态刚度特性测试、动力总成空间位姿标定、车载控制单元校验、样件替

换、传感器优化布局、数据采集系统调试及信号后处理等环节。图 5-4 展示了传

感器布点策略：测点 1（动力总成输出端）、测点 2（悬置主动侧）、测点 3（悬置

被动侧）及测点 4（车身/副车架连接端），分别用于捕捉动力传递路径中关键节

点的振动响应。 

 

图 5-4 悬置系统传感器布点策略图 
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表 5-1 为测试所需的设备明细，图 5-5 和图 5-6 为测试过程所用到的部分测

试设备图。 

表 5-1 设备清单 

 实验装置 规格 参数 功能 

数据

采集

模块 

笔记本工作站 Latitude E6540 / 操作测试软件完成测试 

PAK 振动测试设备 PAK 5.10 SR4 64 通道 采集振动信号 

麦克风标定器 CAL200 

提供94 dB与

114 dB 两种

标准声压源 

满足麦克风频响特性标定 

传感

器模

块 

加速度传感器 356B21/356A32 / 采集加速度振动信号 

麦克风 SN.133981 53.09mV/g 定向采集车内噪声信号 

信号

传输 

转接线 / / 

实现传感器与数采设备间

低噪声电气连接 

麦克风连接线 GRAS AA0070 / 连接麦克风与转接线 

3 转 1 转接线 AO-0087 / 传感器连接线与数采设备 

CAN 线 / / 读取车辆的转速、速度 

电源线 / / 为数采设备供电 

 

           

a) PAK 采集设备 b) 麦克风标定器 

图 5-5 采集设备 
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a) 传感器及连接线 b) 麦克风 

图 5-6 传感器设备 

测试时需要遵循以下几个要求为[58] 

1) 悬置静刚度测试样件误差需控制在 3 %以内，以匹配设计状态； 

2) 传感器安装方向应与整车坐标系一致，降低测试误差； 

3) 传感器直接连接被测部件以减少误差； 

4) 为避免支架结构模态耦合对振动信号产生附加激励，悬置传感器应布设

于橡胶隔振器等弹性支承附近区域； 

5) 噪声测试环节需在室外安静的测试道路上完成，以消除环境噪声对声压

级解析的频谱污染。 

5.3 测试实验数据采集 

测试过程包括样件制备参数记录、动态响应数据采集及失效特征分析的全流

程，结合传感网络拓扑优化配置与多物理场耦合实验工况设计。目的是确保获得

合格的测试数据，为后续的数据处理和分析奠定基础。 

5.3.1 样件信息 

NVH 测试分析的侧重点为动力总成悬置系统中各悬置元件主方向的刚度。

基于动力总成振动隔离需求，悬置系统主刚度轴定义如下：左、右悬置沿整车坐

标系 W 轴（垂向）承载，后悬置则设定为 U 轴（横向），以匹配空间载荷分布特

性。测试前，为了保证验证结果的准确性，采用两套不同刚度的悬置系统，进行
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比较验证，表 5-2 是测试的悬置系统样件信息。 

表 5-2 悬置系统的样件信息 

测试件 悬置系统刚度 

系统 I(kN/m) 173 

系统 II(kN/m) 206 

系统 I 是具有负的非线性刚度以及正的非线性阻尼的悬置系统，系统 II 是正

的非线性刚度及负非线性阻尼项悬置系统，两套系统进行对比来验证引入正负非

线性项对冲击响应以及隔振的影响。 

5.3.2 测试设备 

表 5-3 为所需的测试设备及数目。 

表 5-3 测试设备信息 

设备 数量 

电脑(台) 1 

PAK 采集设备(台) 1 

振动传感器(个) 8 

噪声采集单元(个) 2 

麦克风标定器(个) 1 

转接线(根) 8 

麦克风转接线(根) 2 

3 转 1 转接线(根) 9 

CAN 线(根) 1 

电源线(根) 1 

胶水(瓶) 1 

5.3.3 传感器布置 

悬置系统测试过程的传感器布置遵循 5.2 节的测试规范，图 5-7 展示了悬置

系统的传感器布置示意图。悬置的主、被动端在图中标注，噪声采集单元 A/B 分

别部署于前排驾驶员耳侧（模拟头部声学响应特性）与后排右座乘客近耳域（人
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体工效学定位），形成车内噪声传递路径的双焦点监测。 

部署于车内前后排的噪声采集单元，旨在实时捕获声压信号以评估车厢声学

环境整体状态，并通过频谱分析进行判断。避免因悬置系统隔振性能衰减引发的

发动机特征频率噪声能量突升现象。 

基于人体振动感知敏感区域的工程定位原则，NVH 传感器优先布设于方向

盘（驾驶员体感振动暴露量最大区域）及座椅导轨（乘员-车身机械阻抗交互界

面）。方向盘的振动响应，因涉及转向柱-骨架多级耦合传递路径非线性特性，仅

能提供悬置低频隔振效能的定性判据；反观座椅导轨，其与白车身的刚性连接特

性使振动信号直接反映悬置系统至车身的结构声传递效率，故被列为隔振性能量

化评估的核心指标。 

 

图 5-7 传感器布置示意图 

5.3.4 测试工况 

在 NVH 测试中，启停工况与怠速工况具有重要的测试价值。启停工况涉及

发动机频繁启动与熄火的瞬态过程，是评价车辆起步、停车阶段振动冲击感受和

声音品质的关键节点，直接影响整车高级感与舒适性；而怠速工况则代表车辆静

止时发动机稳定运行状态，是衡量整车低频振动、结构共振、发动机噪声控制水
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平的重要基础。因此，选取这两种工况进行测试，NVH 测试工况见表 5-4。在怠

速及启停工况测试时，测试环境需保持安静，测试场地选在沥青路面的直线跑道。 

为提升分析结果的准确性并有效控制测试误差的干扰，在实验中采用了多重

数据保障机制。具体而言，针对每个待测工况均系统性地实施了三次独立数据采

集流程。在数据处理阶段，通过构建多维度数据比对体系，对三次采集获得的数

据集进行交叉验证与一致性评估，最终基于数据完整性、稳定性及误差离散度等

指标，遴选出最具有代表性的数据作为后续深度分析进行使用。 

表 5-4 NVH 测试工况 

测试阶段 工况 

启停 点火/熄火 

怠速 ACC OFF/ON 

5.4 测试实验数据分析 

5.4.1 启停工况 

“启停工况”也称为“点熄火工况”[59]。内燃机启停瞬态特性研究作为悬

置系统 NVH 性能评估体系的关键组成模块，其核心研究目标聚焦 阶段的振动

能量传递特性。基于该工况下机械激励信号的非平稳特征，工程实践中普遍采用

基于时域波形解析的振动评价方法，构建发动机启停冲击振动的量化表征体系。 

(1) 方向盘振动能量量化评估 

针对方向盘空间振动的多自由度特性，采用 X、Y、Z 轴向振动极值的平方

和根（RSS）合成标量参数，通过矢量模量归一化方法实现振动强度的全域能量

等效评价。对比非线性项的引入对悬置系统减振效果的影响。表 5-5 是方向盘的

振动量和 RSS 值。图 5-8 为两组系统在启停工况下方向盘的振动量图。 

表 5-5 方向盘振动量和 RSS 值 

 Xm(m/s2) Ym(m/s2) Zm(m/s2) RSS(m/s2) 

系统 I 0.66 0.17 0.42 0.80 

系统 II 0.69 0.16 0.44 0.83 
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a) 系统 I 的 X 向 b) 系统 II 的 X 向 

      

c) 系统 I 的 Y 向 d) 系统 II 的 Y 向 

      

e) 系统 I 的 Z 向 f) 系统 II 的 Z 向 

图 5-8 启停工况方向盘的振动量 

(2) 座椅振动能量量化评估 

图 5-9 为两组系统在启停工况下座椅导轨的振动量图，表 5-6 是座椅导轨的

振动量和 RSS 值。 

表 5-6 座椅导轨振动量和 RSS 值 

 Xm(m/s2) Ym(m/s2) Zm(m/s2) RSS(m/s2) 

系统 I 0.115 0.043 0.25 0.28 

系统 II 0.25 0.105 0.260 0.37 
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a) 系统 I 的 X 向 b) 系统 II 的 X 向 

      

c) 系统 I 的 Y 向 d) 系统 II 的 Y 向 

      

e) 系统 I 的 Z 向 f) 系统 II 的 Z 向 

图 5-9 启停工况座椅导轨的振动量 

从启停工况下座椅和方向盘的振动结果来看，系统 I 的振动值较系统 II 小，

并且振动衰减效果更好。这表明，悬置系统引入负的非线性刚度及正的非线性阻

尼能有效改善系统的振动衰减性能。因此，在悬置系统设计，适当引入非线性项

有助于提升系统的振动衰减效果。 

5.4.2 怠速工况 

怠速工况作为车辆动力系统关键运行状态，其工程定义涵盖发动机维持最低



安徽工程大学硕士学位论文 

 

可持续转速的稳态热机过程。典型应用场景包括城市道路周期性驻车场景（交通

信号灯相位切换间隔）与路网间歇性停滞（高峰时段车流密度饱和），该状态对

整车 NVH 性能及排放控制构成基础性约束条件，属于动力总成热力学分析的核

心边界参数。在此状态下，车内的振动是驾驶员和乘客普遍关注的驾乘体验之一，

过大的振动可能导致乘客身体不适，影响乘坐舒适性[60]。 

方向盘振动、座椅导轨振动及悬置隔振率为怠速工况评价项目。怠速工况分

为全负载运行和无负载运行两种状态。空调运行时，压缩机运转会增强系统振动。

对比两套系统，验证引入非线性项对悬置系统隔振性能的影响。 

悬置的隔振性能通常通过隔振率衡量，隔振率是评估悬置隔振能力的重要指

标，其值越高，说明隔振效果越佳[61]。其低值状态（如<20 dB）与振动时域幅值

的空间分布联合分析，避免因共振频带能量集中或非线性阻尼效应引发误判，依

据机械阻抗匹配理论，隔振率≥20 dB 表示系统在宽频域内实现了振动传递路径

的有效解耦。通常，隔振率超过 20 dB 即可认为性能达标。隔振率计算公式为[62] 

 20lg a
dB

p

a
T

a
=  (5-3) 

式中： a
a 为悬置主动端的加速度， p

a 为悬置被动端的加速度。 

(1) 全负载运行状态 

全负载运行状态：当发动机保持最低转速空转（如车辆静止但未熄火时），

同时空调系统开启到最强制冷/制热模式。此时方向盘感受到的振动，实际上是

发动机自身抖动与空调压缩机高速运转产生的振动共同作用的结果。这两种振动

会通过发动机支架的金属连接件，以及空调管路的固定结构传递到驾驶舱，最终

在方向盘位置形成叠加放大的振动效应。 

表 5-7 为怠速全负载运行状态下方向盘和座椅导轨振动量。系统 I 的怠速工

况（全载）的方向盘和座椅导轨的振动量相比系统 II 的振动量小，说明系统 I 对

振动的衰减效果好。 
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表 5-7 怠速全载方向盘和座椅导轨的振动 

 测试样件 Xm(m/s2) Ym(m/s2) Zm(m/s2) RSS(m/s2) 

方向盘 

系统 I 0.0899 0.0684 0.0733 0.135 

系统 II 0.1166 0.0910 0.0792 0.168 

座椅导轨 

系统 I 0.0132 0.0264 0.0611 0.061 

系统 II 0.0240 0.0184 0.0559 0.064 

图 5-10 为两套系统在怠速工况（全载）下悬置的隔振率。图 5-10 中可以看

出，在全载工况下，系统 II 在部分方向的隔振率未达到大于 20 dB 的要求，未能

满足规定的标准；而系统 I 在所有方向上的隔振率均符合要求，表现出较为良好

的隔振性能。因此，系统 I 的隔振效果优于系统 II。 

 

a) 系统 I 的隔振率 

 

b) 系统 II 的隔振率 

图 5-10 怠速工况全载的悬置隔振率 
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(2) 空载运行状态 

空载状态指的是发动机处于怠速运行且空调关闭。在此状态下，振动源主要

是发动机的振动。表5-8为两套系统在怠速空载工况下方向盘和座椅导轨振动量，

从表 5-8 中可以看出，整体上系统 I 的怠速工况（空载）的方向盘和座椅导轨的

振动量相比系统 II 的振动量小，则说明系统 I 对振动的衰减效果好。 

表 5-8 怠速空载方向盘和座椅导轨的振动 

 测试样件 Xm(m/s2) Ym(m/s2) Zm(m/s2) RSS(m/s2) 

方向盘 

系统 I 0.0440 0.1572 0.0324 0.166 

系统 II 0.0667 0.1959 0.0323 0.209 

座椅导轨 

系统 I 0.0239 0.0036 0.0123 0.027 

系统 II 0.0176 0.0037 0.0197 0.027 

图 5-11 为两套系统在怠速工况（空载）下悬置的隔振率。从图 5-11 中可以

看出，在空载工况下，系统 II 的左悬置 Z 向和右悬置 Y 向的隔振率未达到大于

20 dB 的要求，未能满足规定标准；而系统 I 在所有方向上的隔振率均符合要求，

并且其整体隔振率高于系统 II。因此，在空载工况下，系统 I 的隔振性能优于系

统 II。 

 

a) 系统 I 的隔振率 
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b) 系统 II 的隔振率 

图 5-11 怠速工况空载的悬置隔振率 

通过对启停工况和怠速工况的振动特性分析，可以发现两套系统在多方向振

动量级和隔振效果上存在显著差异。启停工况下，非线性项的引入振动缓解具有

积极作用，系统 I 表现出更低的振动量级和更好的稳定性，而在怠速工况下，无

论是全载还是空载状态，系统 I 的隔振效果均优于系统 II，尤其在 Z 方向隔振率

更为突出。这表明优化设计的系统在不同工况下能够有效提升隔振性能，为悬置

系统的改进提供了可靠依据。 

5.5 本章小结 

通过系统实验验证，深入探讨了 NVH 特性对实际工程应用的影响及非线性

项的引入在悬置系统中的优化潜力。实验聚焦于怠速与启停两类典型工况，综合

评估了引入非线性项元件后系统在多向振动抑制及隔振性能方面的表现。结果显

示，在启停工况下，引入非线性特性的悬置系统显著降低了系统振动响应的幅值，

提升了运行的动态稳定性；而在怠速工况下，无论在全载还是空载状态下，优化

系统均展现出优于传统系统的隔振效果，尤其在 Z 方向的隔振率提升最为明显，

验证了非线性设计对关键方向振动控制的有效性。因此，验证了非线性项悬置系

统在工程实际中具备显著的隔振优势，并为相关系统的优化设计提供了坚实的理

论支撑与实践指导。 
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第 6 章 总结与展望 

6.1 总结 

围绕混合动力悬置系统的动力学特性和稳定性展开研究。应用非线性动力学

理论分析了在引入非线性项的基础上，研究悬置系统的动力学行为及稳定性问题，

并通过整车实验进行验证。 

主要研究成果如下： 

（1）针对混合动力悬置系统的复杂性与非线性特征，建立了包含非线性刚

度与阻尼特性的动力学模型。理论推导揭示了引入非线性刚度与阻尼参数后，系

统可能发生的 fold 分岔与 Hopf 分岔现象，并推导了分岔失稳的临界条件。数值

仿真结果表明：非线性刚度参数的增加会引起共振曲线的 fold 分岔失稳，而非线

性阻尼参数则引发 Hopf 分岔失稳，从而导致系统稳定性降低。基于仿真结果提

出了确保系统稳定运行的参数选取范围，并提供了相应的优化设计方案，为系统

的非线性控制提供了理论指导。 

（2）为了探讨非线性参数对系统冲击响应与稳定性的影响，基于建立的冲

击动力学方程，结合 Routh-Hurwitz 稳定性判据，对系统的瞬态响应特性进行了

深入分析。仿真结果显示：引入负非线性刚度与正非线性阻尼的组合能够有效抑

制系统的冲击响应，显著降低振动幅值并提高系统的稳定性。相反，正非线性刚

度与负非线性阻尼参数的组合则会加剧系统振动响应，并可能引发系统不稳定现

象。通过绘制冲击响应的时域曲线与幅频特性图谱，进一步验证了非线性参数对

系统稳定性的显著影响，并为参数优化提供了清晰的理论依据。基于仿真分析结

果，提出了负非线性刚度与正非线性阻尼的合理配置方案，以优化系统的冲击衰

减性能与动态稳定性。 

（3）为了验证理论分析与数值仿真的有效性，设计了两套不同非线性参数

配置的悬置系统样件，并在启停工况与怠速工况下进行了对比实验。实车实验数

据表明：含有负非线性刚度与正非线性阻尼的悬置系统在启停与怠速工况下均表

现出更优的隔振性能。特别是在 Z 方向的隔振率方面，优化系统 I 的隔振效果显
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著优于对比系统 II，表现出更好的振动抑制能力与系统稳定性。通过对比分析验

证了引入非线性参数后，悬置系统的动态性能与稳定性均得到了显著提升。实验

结果与理论分析高度一致，进一步证明了优化方案的可行性与有效性。 

主要创新点归纳为： 

（1）基于传统的两自由度悬置系统动力学模型，引入非线性刚度和阻尼特

性，建立混合动力悬置系统的非线性动力学模型。运用多尺度方法，求解系统在

共振与冲击条件下的解析解，从而揭示非线性因素对系统动力学行为的影响。 

（2）构建了平衡态特征方程，并结合 Routh-Hurwitz 准则，深入探讨了系统

在共振与冲击条件下的稳定性问题。并利用分岔理论，分析了系统响应的分岔现

象，进一步明确了在特定条件下导致系统失稳的主要机制与影响因素。 

6.2 展望 

悬置系统作为车辆的关键组成部分，其性能对车辆的乘坐舒适性与稳定性起

着至关重要的作用。但悬置系统的工况环境通常较为复杂，系统中存在着多种非

线性因素，包括几何非线性、材料非线性以及外部激励的非线性等。这些非线性

因素的存在不仅影响系统的隔振性能，还可能导致系统的失稳问题。本文对于混

合动力悬置系统的复杂动力学行为及其稳定性分析需要完善的地方为： 

（1）当前理论模型主要集中于定性揭示非线性项对系统的影响规律，但如

何具体表征非线性参数并优化其隔振性能，同时避免系统发生失稳的问题，仍然

是亟待解决的难题。 

（2）对悬置系统的复杂动力学行为及其稳定性分析，动力学方程的解析解

大多限于时域方程的求解，缺乏幅频与相频特性的显式解析表达形式。 

（3）实际悬置系统中通常包含多源非线性因素，如结构非线性、阻尼非线

性和外部环境的多重影响等。因此，单参数优化方法难以满足系统级的优化要求。

为此，建立多参数耦合作用模型，开展系统级参数的协同优化研究，成为提高悬

置系统隔振性能与稳定性的重要方向。  
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