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输送两相流纤维增强管道振动的非线性行为研究 

 

摘 要 

 

管道因其连续性好、效率高等优点被广泛用于石油和天然气资源

的输送中，但这种两相流体混合的输送条件可能会导致更复杂的力学

行为。为了避免管道输送两相流体过程中产生的不良振动，本文对输

送两相流纤维增强管道振动的非线性动力学行为进行了研究。研究的

主要内容有： 

首先提出了使用纤维增强复合材料（Fiber-reinforced Composite，

简称 FRC）构建输送固液两相流体的管道，以改善力学环境，并研究

了非线性振动和屈曲行为。利用哈密顿原理，建立了控制所提出的管

道模型的非线性动力学方程。采用同伦分析方法求解非线性振动行为

的控制方程。通过数值模拟揭示了液相速度、滑移率、液相和固相体

积系数对屈曲行为的影响。值得注意的是，非线性自由振动受到纤维

取向角等材料参数的显著影响，这表明可以通过采用纤维增强材料来

调整输流体管道的力学环境。 

随后对使用纤维增强复合材料构建输送气液两相流的三维管道

进行了全面的研究。基于欧拉-伯努利梁理论，采用哈密顿变分原理建

立了管道在外部激励下的三维控制方程。利用 Galerkin 截断法对变量

进行离散化，得到系统运动的常微分方程。使用谐波平衡法（Harmonic 
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Balance Method，简称 HBM）结合伪弧长扩展方法获得了频率响应特

性。深入研究了纤维取向角、阻尼系数、液相体积系数、液相和外部

激励幅值等参数对纤维增强复合管道频率响应的影响。将该方法得到

的结果与龙格-库塔法获得的响应曲线进行了对比，验证了分析方法

的准确性。利用全局分岔图结合相图、庞加莱图等进一步预测了管道

的非线性动力学演化，包括分岔和混沌，为输送两相流的管道设计提

供了重要参考。 

最后研究了纤维增强复合输流管道系统的非线性涡激振动

（Vortex-induced Vibration，简称 VIV）。利用哈密顿原理，得到了输

送石油和天然气的纤维增强管道涡激振动的动力学控制方程。应用

Galerkin 截断法将控制方程从偏微分方程离散为一组常微分方程，并

使用龙格-库塔方法获得数值解。通过与有限元结果进行比较，验证了

理论模型的准确性。数值结果揭示了内外速度对管道后屈曲行为的影

响。研究发现，固有频率和最大响应位移与两相流的参数有关。在超

临界状态下，轴向张力对管道的涡激振动响应有显著影响，这意味着

可以通过改变张力幅值来控制管道的最大响应位移。 

 

关键词：简支输流管道，非线性动力学，两相流，后屈曲行为，非

线性涡激振动 
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RESEARCH ON NONLINEAR BEHAVIOR OF FIBER 

REINFORCED PIPE VIBRATION  

CONVEYING TWO- PHASE FLOW 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

Pipelines are extensively utilized for transporting petroleum and 

natural gas resources owing to their operational continuity and high 

efficiency. However, the multiphase flow conditions may induce more 

complex mechanical behaviors. To mitigate detrimental vibrations during 

two-phase fluid transportation, this dissertation investigates the nonlinear 

dynamic characteristics of fiber-reinforced pipeline systems under two-

phase flow conditions. The principal research components are as follows: 

First, fiber-reinforced composite (FRC) materials were proposed for 

constructing pipelines conveying solid-liquid two-phase flows to improve 

mechanical performance, with particular focus on nonlinear vibration and 

buckling behaviors. The governing nonlinear dynamic equations for the 

proposed pipeline model were formulated using Hamilton's principle. The 

homotopy analysis method (HAM) was employed to solve the nonlinear 

vibration equations. Numerical simulations elucidated the effects of liquid-

phase velocity, slip ratio, and volume fractions of both liquid and solid 

phases on buckling behavior. Notably, nonlinear free vibration exhibited 
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significant dependence on material parameters, particularly the fiber 

orientation angle, demonstrating that FRC materials can effectively 

modulate the mechanical environment of fluid-conveying pipelines. 

Subsequently, a comprehensive investigation was conducted on three-

dimensional FRC pipelines transporting gas-liquid two-phase flows. Based 

on Euler-Bernoulli beam theory, the three-dimensional governing 

equations under external excitation were established through Hamiltonian 

variational principles. The Galerkin truncation method was applied for 

variable discretization, yielding a system of ordinary differential equations 

governing the motion. Frequency response characteristics were obtained 

using the harmonic balance method (HBM) coupled with pseudo-arc-

length continuation. Parametric studies examined the influence of fiber 

orientation angle, damping coefficient, liquid volume fraction, and external 

excitation amplitude on the frequency response characteristics. The 

analytical results showed excellent agreement with numerical solutions 

obtained via the Runge-Kutta method, validating the proposed 

methodology. Furthermore, global bifurcation diagrams complemented by 

phase portraits and Poincaré maps were employed to predict nonlinear 

dynamic evolution, including bifurcation and chaotic phenomena, 

providing critical insights for two-phase flow pipeline design. 

Finally, the nonlinear vortex-induced vibration (VIV) of FRC 

pipelines conveying petroleum and natural gas was investigated. The 

governing equations for VIV dynamics were derived using Hamilton's 

principle and discretized into a system of ordinary differential equations 

via the Galerkin method, with numerical solutions obtained through 

Runge-Kutta integration. The theoretical model was verified against finite 

element analysis results. Numerical simulations revealed the effects of 

internal and external flow velocities on post-buckling behavior. The natural 
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frequency and maximum displacement response were found to be strongly 

correlated with two-phase flow parameters. In the supercritical regime, 

axial tension exerted substantial influence on VIV response characteristics, 

suggesting that pipeline displacement can be effectively controlled through 

tension modulation. 

 

KEY WORDS：Simplified supported fluid-conveying pipe, nonlinear 

dynamics, two-phase flow, post-buckling behavior, nonlinear vortex-

induced vibration 
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第 1 章 绪论 

1.1 研究背景 

作为现代社会不可或缺的能源载体，传统化石能源在推动经济增长和促进社

会文明进程中发挥着关键作用。其中，管道运输凭借其独特的优势，包括高效的

输送能力和稳定的运行特性，已成为油气资源调配的主要方式。这种运输方式不

仅确保了能源供给的持续性，也为能源产业的可持续发展提供了有力保障。由于

工作环境的不同，管道在应用中常常会受到不同种类的激励。在这种情况下，意

外的振荡可能会导致管道结构的失效或破坏。减小这些有害振动和噪声可以有效

提高其安全性、可靠性和使用寿命。输流管道结构不仅被广泛应用于海洋和核工

程等各种工程领域，还应用于化学工业等许多工业领域[1]。 

 

图 1-1 管道在海洋工程中的应用 

流体输送管道系统在工程实践中具有普遍的应用价值，其运行环境日趋严苛，

对系统性能指标提出了更高标准。输流管道的不良振动在工程中会带来巨大的影

响，严重时会导致巨大灾害的发生。以核电站为例，多个互连管道系统其中之一

发生故障可能会导致整个管道系统的损坏，这极易发生辐射泄漏和扩散等重大事

故。深入探究管道结构的动力学特性及其振动产生机理，进而研发先进的振动抑

制方法，已成为当前工程领域亟待解决的重要课题。这一研究方向不仅具有理论

价值，更能为提升管道系统的安全性和可靠性提供技术支撑。 

与输送单相流的管道相比，对输送多相流的管道的研究较少。然而，在工程

应用中，受到成本的限制，管道通常输送各种相流的混合物，包括天然气、石油、

水等。 
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1.2 输流管道振动国内外研究现状 

研究输流管道的振动特性的最终目的是实现对输流管道振动的控制，工程实

践中，管道系统常见的振动类型包括自由振动、自激振动、参激振动和强迫振动。

而管道的材料，结构尺寸，工况等各有不同，管道与管道内部流体之间的流固耦

合行为难以识别，一定程度上让管道的振动难以分析。如 Tang 等[6]发表的综述

论文所示，在现代能源输送系统发展背景下，输流管道流固耦合作用下的声振控

制问题已成为国际机械工程领域的研究焦点。Noah 和 Hopkins[7]利用 Floquet 理

论研究了在稳定和脉动流动的情况下，支撑柔性对流体输送管道动力学的影响。

Rong 等人[8] 将绝对节点坐标理论与传递矩阵法相融合，对悬臂管道在流体作用

下的临界速度等非线性动力学特性进行了数值模拟研究。Chang 等人[9] 采用多

尺度分析方法，深入探讨了碳纳米增强复合材料管道在输送流体过程中的稳定性

问题及其非线性振动行为特征。Bahaadiniet 等人[10]借助扩展的 Galerkin 方法，对

基于在线平移和旋转弹簧的自由端支撑的复合薄壁悬臂管的稳定性分析进行了

研究。Arabjamaloei 等人[11] 重点探讨了压电功能层在湿热耦合场中对旋转复合

材料叶片振动特性的影响，特别是尖端质量效应的影响规律。Khodabakhsh 等人

[12]借助同伦分析方法，研究了方形、水平和垂直矩形三个横截面的流体输送管道

的非线性振动。基于 Love 薄壳理论的第一近似假设，Bahaadini 等人[13] 采用广

义微分求积法对壳体结构的运动控制方程进行求解，成功获得了壳体固有频率的

精确解。Khodabakhsh 等人[14]应用 Von Karman 非线性应变和 Hamilton 原理，研

究了在三种边界条件下输送流体的多孔功能梯度管的非线性稳定性分析。Sabahi

等人[15]借助同伦分析方法，得到了功能梯度多孔微管输送流体的非线性频率、临

界流体速度和阻尼时间响应的闭合形式表达式。Yan 等人[16]利用扩展的哈密顿原

理建立了长度随时间变化的滑动流体输送管道的控制方程，并进行了非线性分析

以研究动态响应。Nguyen 等人[17]利用范德瓦尔斯方程探索了有限长度旋转直管

在热力学流动中至关重要的单相流体下的稳态响应。Tang 和 Yang[18] 深入分析

了功能梯度材料管道的后屈曲特性，并建立了输送流体复合管道的非线性振动理

论模型。Wei 等人[19] 关注于非线性支撑条件下粘弹性流体输送管道的力学响应

特性，揭示了其非线性受力机制。周坤等[20]创新性地将绝对节点坐标法与数值求
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解技术相结合，系统研究了铝-钢与钢-铝周期性复合悬臂输流管道的稳定性特征

及其非线性动力学行为。田晓洁等[21] 运用 ANSYS 有限元分析平台，对气液两

相流海洋立管进行了系统的模态分析与动力学特性研究，其研究结果证实了边界

条件等因素对管道固有频率和振动模态具有显著影响。 

Zanganeh 和 Srinil[22]使用时空有限差分技术研究了长距离高度非线性、柔性

圆柱形模型的涡激振动响应。此外，Ji 等人[23]利用混合半解析方法结合有限元技

术，发表了一项关于裂纹和流体相关参数对输送流体的裂纹管道动态响应影响的

研究。Nayfeh 和 Emam[24]为后屈曲配置中具有各种边界条件的梁的动力学方程

开发了一个精确的解。Jiang 等人[25]利用伽辽金方法和四阶龙格-库塔方法研究了

内部和外部流动的影响分析不同内外流速下立管的动态行为。Facchinetti 等人[26] 

创新性地运用 van der Pol 振动方程建立了涡旋脱落波动特性的理论模型。他们研

究了管道在这些振动下的动态行为，验证了新的线性惯性耦合在定量描述二维涡

激振动主要特征方面的有效性。Wang 等人[27]考虑了结构和流体之间的耦合关系。

他们使用伽辽金技术提供了受漩涡激励影响的柔性管道输送流体的降阶模型。

Dai 等人[28]利用第四模态伽辽金方法离散了输送流体的铰接管道的耦合方程。他

们通过系统的数值模拟，深入探讨了亚临界与超临界两种流动状态下，结构位移

幅值随外部流体速度变化的响应规律。近年来，输流管道系统的非线性动力学特

性已成为学术界关注的热点问题，众多研究者从不同角度对这一复杂系统的动力

学行为进行了深入探索，取得了丰硕的研究成果[29]。迄今为止，多种方法被用于

流固耦合动力学行为的研究中，包括有限元算法[35]、均相分析法[36]和谱元算法

[37]。基于上述方法，研究了一些有意义的动力学现象，如颤振[38]和屈曲[39]。 

1.3 纤维增强材料管道研究现状 

复合材料是通过将两种或多种性质各异的原材料，采用物理或化学手段在宏

观尺度上进行复合而形成的新型功能材料。这类材料通常包含两个基本组成部分：

增强相和基体相。其中，以纤维作为增强相的复合材料体系被定义为纤维增强型

复合材料，这类材料展现出优异的综合性能。从力学性能角度来看，纤维增强复

合材料具有突出的比强度特性；在刚度方面，其比刚度表现优异；此外，这类材

料还具备卓越的耐化学腐蚀性能以及出色的抗疲劳特性。其综合性能指标已全面
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超越单一材质构件。 

 

图 1-2 纤维增强复合材料示意图 

近年来，海洋工程、核工程和石油工业对管道材料的几何和物理性能都有很

高的要求。因此，纤维增强复合材料因其高刚度[40]和耐腐蚀性[41]等优异性能，在

工程和工业中得到了广泛的应用。纤维增强材料已被广泛应用于各种工程结构中，

如壳体[42]、梁[44]和板[46]。近年来，学术界在复合材料结构的力学性能研究领域取

得了显著进展。在静态力学特性研究方面，学者们通过理论分析和实验验证，深

入探讨了复合材料的应力-应变关系、强度特性以及变形机制。同时，在动态力学

行为研究领域，研究人员重点关注了复合材料结构的振动特性、冲击响应以及疲

劳损伤演化规律，这些研究成果为复合材料的结构设计和工程应用提供了重要的

理论支撑。Guo 等人[48]利用 Kelvin-Voigt 模型进行参数研究，以估算在临界状态

下受到简单支撑的具有不同纤维取向角的管道的动态行为。为了弥补多尺度方法

的缺陷，Li 和 Zhu[49]改进了多尺度方法，以探索表面有裂纹的纤维增强材料缠绕

的管道的动态特性，并给出了裂纹与系统稳定性之间的关系。Shen 等人[50]基于

两步摄动法结合高阶剪切变形理论，对压电纤维增强复合材料混合层合梁的热后

屈曲行为进行了研究。考虑到粘弹性地基的影响，Fan 等人[51] 基于改进的 Halpin-

Tsai 理论模型，综合考虑粘弹性地基效应，系统分析了温度场等物理参数对功能

梯度石墨烯增强复合板热动力响应特性的影响规律。借助奇异摄动技术和两步摄

动方法，Shen 和 Xiang[52] 创新性地将奇异摄动理论与两步摄动法相结合，建立

了石墨烯增强复合材料层压圆柱壳的热屈曲理论模型，揭示了其在热环境中的屈

曲及后屈曲演化机制。考虑到 von Karman 非线性，Zhou 等人[53]利用 Kelvin Voigt
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模型建立了弹性边界条件下复合材料管的动态模型，揭示了非线性振动特性。根

据纤维增强材料沿梁厚度方向均匀分布的假设，Shen 和 Yang[54]详细研究了施加

电压和温度变化等物理参数对梁振动特性的影响。Li 和 Shen[55] 基于高阶剪切变

形理论框架，运用奇异摄动方法对复合材料圆柱壳的后屈曲平衡路径进行了理论

推导和数值求解，为相关结构设计提供了理论依据。 

1.4 输送两相流管道研究现状 

多相流动系统是指同时包含两种或多种物质相的流动体系，其中至少存在一

个流体相。如今，流体输送管不仅被应用于海洋、核工程等各个工程领域，而且

还应用于化工等许多工业领域。在目前众多的多相流研究中，以油气为代表的气

液两相流研究较多。在工程实践领域，气-液两相流动体系具有重要的应用价值，

尤其是在深海油气资源开发过程中发挥着关键作用。除气液两相流外，固液两相

流动体系在工程应用中也占据同等重要的地位，典型的应用场景包括深海矿产资

源开发中的固-液两相管道输送系统。然而，与单相流动体系相比，学术界对多相

流动系统的研究相对不足，相关理论体系仍需进一步完善。然而，在工程应用中，

管道通常输送各种相流的混合物，包括天然气、石油、水等。Monette和 Pettigrew[56]

借助一系列实验结果，揭示了在两相内部流动的作用下出现的流体弹性不稳定现

象。Montoya Hernandez 等人[57]利用一种数值算法来评估刚性垂直生产纤维复合

材料立管在内部多相流作用下的振动行为。An 和 Su[58] 创新性地将横向振动理

论与广义积分变换方法相结合，建立了气液两相流输送管道的动力学模型，系统

分析了其动态响应特性。Li 等[59]应用广义积分变换技术建立了输送两相流的管

道模型，并研究了阻尼比对管道动态性能的影响。Jiang 等人[60]借助伽辽金方法

和龙格-库塔算法，讨论了流体弹性失稳出现后，在间隙约束下输送两相流的悬

臂管的动态行为。Guo 等人[61]考虑到两相流和热效应的影响，提出了悬臂式管中

管系统的模型，并提供了物理因素对稳定性和动态行为的影响。Liu 等人[62] 重

点考察了简支边界条件下气液两相流输送管道的振动特性，通过理论推导和数值

计算，获得了系统的固有频率参数，并对其动态行为特征进行了定量评估。

Ebrahimi-Mamaghani 等人[63] 基于多种两相流理论模型，引入滑移率矢量构建了

管道的动力学控制方程，并采用伽辽金离散化方法和特征值求解技术，深入研究
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了系统的线性振动频率特性。Azevedo 等人[65]基于非线性稳定性分析，获得了输

送两相流的管道上升管的朗道方程，推导了受极限环约束的饱和振幅，并确定了

液体后退的冲击条件。Adegoke 等人[66]对受波浪激励作用的单个混合立管进行了

分析，发现横向和纵向响应在某些固有频率下相互耦合。Yang 等人[67]利用范德

波尔方程来评估外部流动与管道本身之间的相互作用。Oyelade 等人[68]借助欧拉

-伯努利理论,推导了受正常载荷作用的微弯曲的张紧管的动力学方程，以探索其

动态稳定性。Ma 和 Srinil[70]对输送段塞气液流的长柔性立管的动态行为进行了

数值研究，并研究了段塞流特性的力学影响。Miwa 等人[71]在广泛而全面的文献

调查的帮助下，总结了流致振动研究的历史背景，并回顾了过去在两相流领域的

研究。 

通过对流体输送管道研究现状的分析可以发现，相较于单相流动体系的研究

深度和广度，多相流动系统的理论研究仍显不足。然而，在实际工程应用中，两

相流动现象普遍存在，特别是在石油化工、能源输送等领域，两相流动问题往往

对系统的安全性和稳定性产生重要影响。例如，用于深海采矿的矿石管道的内部

介质是两相固液混合的，其中矿物和水混合在一起。此外，在化工生产中的流化

床和核工程中的快堆燃料组件中也出现了两相固液流动。基于上述工程背景，应

对结构设计的定量和定性标准进行一些研究，以避免因结构振动导致的管道破裂、

连接件脱落、密封失效等问题。 

1.5 输流管道振动控制研究现状 

研究输流管道振动特性，最终是为了能够对输流管道的振动实施有效控制。

通过这种控制，能够削减管道的振动幅值，优化其工作时的动力学环境，进而提

升机械系统运行的可靠性。当下，振动控制技术大体上可分为主动控制、半主动

控制与被动控制这三大类别。其中，传统的被动控制涵盖了吸振、隔振以及阻尼

减振等方式。然而，线性调谐质量吸振器的作用频带窄，阻尼减振主要针对中高

频能量耗散，基于压电材料的主动控制技术安装和调试过程复杂。输流管道有着

广泛的应用，而且其工作环境日益复杂，这对输流管道的性能也提出了更高的要

求。而输流管道的不良振动在工程中会带来巨大的影响，严重时会导致巨大灾害

的发生。 
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Tang 等人[72] 提出了一种创新性的设计，把非线性能量阱（Nonlinear energy 

sink，NES）与压电元件进行了有机融合，专门针对输送流体的三维功能梯度管

道，形成了振动控制及其能量利用的一体化方案。Zhou 等人[73] 开创性地设计出

一种被动控制方法，用于深入剖析管道减振的具体效果。经研究发现，在管道减

振过程中出现的三个抑制区，其变化情况与管道自身动态特性存在紧密联系。

Mamaghani 和 Khadem[74] 着眼于外部谐波载荷作用下的固定流量管道减振难题，

开发出一种特殊的平滑 NES，以此实现对管道振动的有效抑制。Duan 等人[75]聚

焦于高亚临界流速下流动管道的减振场景，他们设计的惯性增强型非线性能量阱，

能够对管道的振动进行有效地控制。Philip 等人[76]研究了具有几何非线性阻尼的

NES 对减振的影响，通过频域 Hopf 分岔分析分析了非线性阻尼对分岔边界的影

响。Yang 等人[77]将非线性能量吸收器与负刚度元件相结合，创建了一种增强的

NES 结构，实现了低阈值、高鲁棒性和高能量耗散。Chang 等人[78]研究了带有能

量阱的悬臂式流体输送管道的稳定性和非线性振动特性，表明管道系统中的物理

因素显著影响临界流速。Yang 等人[79]开发了一种二维惯性增强 NES 来抑制多向

低频振动，展示了优于传统 NES 的隔离能力，并为设计低频、多向隔振器提供

了见解。 

通过对输流管道振动被动控制的研究综述可知，被动控制技术凭借其结构简

单、无需外部能源供给的特点，在抑制高频振动方面展现出显著优势，因而在工

程实践中得到了广泛应用。然而，该技术在低频振动控制领域的效果较为有限。

为拓展振动控制的频率范围，研究人员逐渐将注意力转向主动控制技术的研究与

应用。在相关研究中，Chen 等人[80]针对硬磁软质材料构成的输流管道进行了深

入研究，系统分析了其稳定性、静态变形特性及非线性振动行为。研究发现，管

道系统存在一个临界流速值，当流体流速超过该临界值时，管道将产生显著的周

期性大幅振荡。研究同时证实，通过施加外部磁场可有效调控管道的静态变形、

失稳特性及振动响应等力学行为。在另一项研究中，陈钊等人[81]开发了一套主动

阻尼控制系统，该系统采用惯性作动器对管道施加外部作用力，实现了对管道振

动的有效控制。研究特别指出，将惯性作动器布置于管道振动幅值最大区域可显

著提升减振效果。此外，Li 等人[82]提出了一种创新的前馈减振方法，该方法专门
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针对悬臂输流管道设计。研究者基于欧拉-伯努利梁理论建立了系统的流固耦合

动力学方程，并采用傅里叶级数构建了管道压力脉动函数作为系统输入。实验数

据表明，该方法不仅能有效抑制悬臂输流管道的结构振动，通过参数优化还可进

一步降低管道末端的振动水平。 

 

1.6 论文研究意义与内容 

综上所述，本研究认为复合材料管道输送单相流体的动力学已经进行了大量

的研究。然而，对输送两相流纤维增强复合材料管道的研究仍然缺乏。因此，本

文对复合管道输送固液流的动力特性进行了研究。针对输送两相流纤维增强复合

材料管道动力学建模问题，采用欧拉伯努利梁理论结合哈密顿变分原理，对管道

进行动力学建模与非线性振动特性分析，为工程中输送两相流纤维增强复合材料

管道的应用与振动控制提供研究意义。 

第 1 章，详细说明了本文展开研究的背景及其所蕴含的重要意义，深入讲述

输流管道在各类工业领域的广泛应用情况，以及输送两相流纤维增强复合材料管

道在提升输送效率、保障输送稳定性等方面的特殊研究价值，对整篇论文的主要

研究内容和核心要点予以概括性介绍 。 

第 2 章，建立了输送两相流纤维增强复合管道的模型，结合欧拉-伯努利梁

理论，利用哈密顿变分原理建立系统的动力学控制方程，利用解析法得到了结构

的后屈曲位形，预测了非线性振动行为，得到了结构在非线性自由振动下的闭响

应。通过数值模拟揭示了液相速度、滑移比、液固两相体积系数对后屈曲行为的

影响。并用数值法对解析法的结果进行了验证。 

第 3 章， 建立了输送两相流纤维增强复合管道的模型，结合欧拉-伯努利梁

理论，利用哈密顿变分原理建立管道受迫振动的系统的动力学控制方程，利用谐

波平衡法结合伪弧长延拓法求解控制方程，通过数值算例讨论了液相速度、激励

振幅、液相体积系数、阻尼系数、纤维取向角等因素对频率响应的影响。通过数

值模拟进一步探讨了分岔和混沌等非线性动力学演化。  

第 4 章，基于 van der Pol 尾流振子模型，结合欧拉-伯努利梁理论，利用哈

密顿变分原理建立了送两相流纤维增强复合管道系统涡激振动的动力学控制方
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程，使用数值模拟研究了管道在屈曲前后的非线性动力学。利用哈密顿原理和欧

拉-伯努利梁理论，建立了系统的三维控制方程，并采用四阶龙格-库塔方法求解。

该研究分析了滑移率、液相体积系数和外部流体速度对液相屈曲前后行为和临界

速度的影响，可以对其进行调整以控制非线性涡激振动。进一步探讨了管道在轴

向张力控制下的后屈曲状态下的非线性涡激振动响应。 

第 5 章，总结与展望。对全文的内容进行总结，指出本文存在的不足，并对

仍需进一步探究的方向进行展望。 

 

1.7 本章小结 

本章阐述了输送两相流纤维增强管道的研究背景以及研究意义，并介绍了相

关学者的研究方法。总结了本文的创新之处与主要研究内容，对全文的框架做了

筹划与构想。 
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第 2 章 输送两相流纤维增强复合管道自由振动模型与后屈

曲行为分析 

本章首先建立了输送两相流纤维增强复合管道的模型，结合欧拉-伯努利梁

理论，利用哈密顿变分原理建立管道自由振动地系统的动力学控制方程，采用同

伦分析法针对上述控制方程进行求解，预测了非线性振动行为。通过数值模拟揭

示了液相速度、滑移比、液固两相体积系数对后屈曲行为的影响。为确保研究结

果的准确性与可靠性，还运用数值法对解析法得出的结果进行了验证 。 

 

2.1 管道模型 

如图 2-1 所示，考虑各向异性管道。该管的材料是一种纤维增强复合材料，

材料的纤维取向角用 来表示。管道的几何参数分别为：内半径 ir ，外半径 or ，长

度 L。管道的长度、宽度和高度对应于直角坐标系 ( ), ,x y z 的 x , y 和 z 轴。为了更方

便地描述截面，在管道侧面建立局部坐标 ( ), ,s n z 。管道截面的径向坐标和周向坐

标分别用 n 和 s 表示，纤维取向角 位于坐标 n 和坐标 s 之间。管道输送的是两相

固液流，流速分别为液相
lU 和固相

sU ，管道内沿轴向存在初始张力
xT 。在工作中

提出了一些假设，即忽略 xoy 面和 xoz 面管道的剪切变形；将整个管道视为一种欧

拉-伯努利梁；假定流体为牛顿流体，不可压缩，流速稳定。我们还认为固相中的

颗粒非常小，流体是理想的，管壁光滑无倾斜。 

x

y

z

lU
sU

xT

L

 
(a) 主视图 
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or

ir y

z

s


n

 

(b) 侧视图 

 图 2-1 输送两相流纤维增强复合管道的模型示意图 

2.2 管道控制方程 

根据欧拉-伯努利理论，复合管沿 x , y 和 z 方向的位移分别可以表示为： 

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

0

0

0

,
, , ,

, , 0

, , ,

w x t
u x y t u x t z

x

v x y t

w x y t w x t


= −



=

=

 (2-1) 

在式 (2-1)中， ( ),u x t 和 ( ),w x t 分别表示沿 x 和 z 方向的位移。 ( )0 , ,u x y t  ,

( )0 , ,v x y t 和 ( )0 , ,w x y t 分别是管道上任意点在 x , y 和 z 方向上的位移。 

截面轴向应变为： 

 I II

xx xx xxn  = +  (2-2) 

垂直应变 I

xx 与管道位移有关，可表示为： 

 
2 22

0

2

1 1

2 2

I

xx

u w w u w
z

x x x x x


       
= + = − + +   
       

 (2-3) 

应变的其他分量分别为： 

 
2

2
,I I II

xx xx xx xx

dz w
n

ds x
   


= = +


 (2-4) 

 0yy zz yz  = = =  (2-5) 

根据式(2-1)-式(2-5)，复合管的应变能可表示为： 

 
( )2 2

0 0
2 2

0

h h
L L

I II

xx xx xx xx xxh hc c

L
o I o II

xx xx xx xx
c

W dndsdx n dndsdx

N L dsdx

      

 

− −

= = +

 = + 

     

 

 (2-6) 
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式中， h 表示厚度，应力 o

xxN 和 o

xxL 分别表示为： 

 
( ) ( )

2
1 2

2

h

o I II

xx xx xx xxh
N dn K K  

−

= = +  (2-7) 

 
( ) ( )

2
3 4

2

h

o I II

xx xx xx xxh
L ndn K K  

−

= = +  (2-8) 

其中， ( )1
K 、 ( )2

K 、 ( )3
K 、 ( )4

K 的详细表达式见附录 1。 

系统的动能由三部分组成，即管道动能 pT 、液相动能
lT 和固相动能

sT ，它们

的表达式如下： 

 
2 2

0

1

2

L

p p

w u
T m dx

t t

     
= +    

      
  (2-9) 

 

22

0

1
1

2

L

l l l l

w w u u
T m U U dx

t x t x

         
 = + + + +             

  (2-10) 

 

22

0

1
1

2

L

s s s s

w w u u
T m U U dx

t x t x

         
 = + + + +             

  (2-11) 

在式(2-9)-式(2-11)中
lU 和

sU 分别表示液相和固相的流速，它们的关系可以用

滑移比  表示如下： 

 
s lU U=  (2-12) 

pm 、 lm 和 sm 分别表示单位长度的管道、流体相和固体相的质量。表达式为： 

 ( )1

1

CL
k

k

N
z k

p p
z

k

m dnds
+

=

=    (2-13) 

 
2

0 0

ir

l l lm Q rdr


=    (2-14) 

 
2

0 0

ir

s s sm Q rdr


=    (2-15) 

式中 ( )k

p 为 k 层的材料系数， l 和 s 分别为式(2-14)-式(2-15)中液相和固相的

密度。液固两相的体积比分别用 lQ 和 sQ 表示，两者的关系如下： 

 1l sQ Q+ =  (2-16) 
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根据哈密顿原理有 

 ( )
2

1

0
t

l s p
t

T T T W dt   + + − =  (2-17) 

式中
1t 为初始时间，

2t 为一般时间。 

代入式(2-6)和式(2-9)-式(2-11)代入式(2-17)，采用分部积分法，可得系统控制

方程为： 

 

( ) ( )

( )

4 2 2 2*
2

4 2 2

2 2 2 2*
2

2 2 2 2

2 2

1
3 2 2 0

2

p l s l l s s l l

s s

w w w w w
EI m m m m U m U m U

x t x t x t x

w w w u w w u
m U EA w

x x x x x x x


     
+ + + + + +

      

        
+ − + + =            

 (2-18) 

 

( )

( )

2 2 2 2
2

2 2

2 2 2*
2

2 2 2

2 2

0

p l s l l s s l l

l l

u u u u
m m m mU m U mU

t x t x t x

u w w u
mU EA u

x x x x


    
+ + + + +

     

    
+ − + = 

    

 (2-19) 

这里， ( )
*

EI 表示管道弯曲刚度， ( )
*

EA 表示轴向刚度。它们可以写成： 

 ( ) ( ) ( )

*
3

1 4m mEI K r K r = +  (2-20) 

 ( ) ( )

*

1
2 mEA K r=  (2-21) 

在本工作中，复合管材的振动可以看作是有限拉伸的问题，因此忽略式(2-19)

中与时间有关的项，得到 

 ( )
2 2 2

2
2 2 0l s p l l s s

u u u
m m m mU m U

t x t x t

  
+ + = + =

    
 (2-22) 

并且，液相刚度项 2

l lm U 和固相刚度项 2

s sm U 也可以忽略，式(2-19)可以化简为： 

 
2 2

2 2
0

w w u

x x x

  
+ =

  
 (2-23) 

根据式(2-23)，复合管的轴向位移u 可以表示为： 

 
2 2

2 2

u w w

x x x

  
= −

  
 (2-24) 

对式(2-24)积分得到： 

 
2

1

2
u

u w
a

x x

  
= − + 

  
 (2-25) 

将式(2-25)对管道长度积分，并与相关边界条件联立，得到待定项 ua ，边界
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条件如下： 

 
( )

( ) ( )
*

0 0

x

u x

u x L T L EA

= =

= =
 (2-26) 

ua 可以表示为： 

 ( )
2

*

0

1

2

L

u x

w
a dx T EA

xL

 
= + 

 
  (2-27) 

将式(2-25)和式(2-27)代入式(2-18)可得复合管水平方向的控制方程 

 
( ) ( )

( ) ( )

4 2 2 2*

4 2

22 2*
2 2

2 2 0

2 2

1
0

2

p l s l l s s

L

l l s s x

w w w w
EI m m m mU m U

x t x t x t

w w w
mU m U T EA dx

x x xL

   
+ + + + +

     

   
+ + − − = 

   


 (2-28) 

 

2.3 后屈曲行为分析 

当简支管道内的流体速度达到并超过临界值时，管道会出现屈曲或发散失稳

等非线性行为。具体而言，消去式(2-28) 里与时间相关的项后，可以得到静态控

制方程，利用该方程来深入研究复合材料管材的后屈曲行为。因此，式(2-28)可

以改写为 

 ( ) ( ) ( )
24 2 2**

2 2

4 2 2 0

1
0

2

L

l l s s x

w w w w
EI mU m U T EA dx

x x x xL

    
+ + − − = 

    
  (2-29) 

X 可表示为 

 ( )
2

*

0

1

2

L w
X EA dx

xL

 
=  

 
   (2-30) 

则式(2-29)可写为 

 ( ) ( )
4 2*

2 2

4 2
0l l s s x

w w
EI mU m U T X

x x

 
+ + − − =

 
 (2-31) 

假设 

 

( )

2 2

2

*

l l s s xmU m U T

EI


+ − − 

=  (2-32) 

式(2-29)可以改写为： 

 
4 2

2

4 2
0

w w

x x


 
+ =

 
 (2-33) 

式(2-33)的形式参考 Nayfeh[24]，得到式(2-33)的通解为 
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 ( ) ( )sinw x C x=  (2-34) 

在式(2-34)中，符号C 表示待定常数。将式(2-34)与边界条件联立，可以得到

特征方程，其形式为： 

 
( )sin 0L

L






=

=
 (2-35) 

其中， ( )1,2,3,... =  

联立式(2-30)、式(2-32)和式(2-24)，可求得待定常数C ： 

 
( ) ( )

2 2
*

*
2

1
2 l l s s xm U m U T

C EI
EA 

 
+ − =  −

 
 

 (2-36) 

将式(2-36)代入式(2-34)，并与式(2-35)联立，可得到后屈曲方程为： 

 ( )
( ) ( ) ( )

2 2
*

*
2

1
2 sinl l s s xm U m U T

w x EI x
EA




 
+ − =  −

 
 

 (2-37) 

将式(2-37)中的 ( )
2 2

*

2

l l s s xmU m U T
EI



+ −
− 项设为零，结合式(2-12)，得到液相的

临界流速为： 

 
( )

2
*

2

x

lc

l s

EI T
L

U
m m





 
+ 

 
=

+
 (2-38) 

纤维增强复合管材的几何物理参数为：管材长度 10L m= ，内半径 0.08ir m= ，

外半径 0.1or m= 。将环氧树脂设定为基材，把石墨用作增强纤维构造纤维增强材

料。石墨的弹性模量以及环氧树脂的弹性模量分别为
1 144E GPa= 和

2 9.65E GPa= 。

纤维取向角的选择对材料的几何和物理性能有显著影响，可进一步拓宽纵向拉伸

应力和横向剪切应力的可调自由度，因此在模拟过程中，分别选择纤维取向角为

6, 5, 4, 3    = 。另外，其他参数选择为：液体密度 31020l kg m = ；固体密度

33500s kg m = ；管道密度 31390p kg m = ；材料泊松比 0.3I IIv v= = 。 
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图 2-2 复合材料管屈曲行为随液相流速变化的分岔图 

( )0.005 , 20 , 0.9, 1x lx L T N Q = = − = =  

 

图 2-3 复合材料管屈曲行为随滑移率变化的分岔图 

( )0.005 , 20 , 0.9, 60x l lx L T N Q U m s= = − = =  

根据式(2-37)，选择液相流速、滑移比、液相体积比和初始张力作为控制参

数。如图 2-2-图 2-5 所示，分岔图描述了复合材料管材在不同纤维取向角度下的

后屈曲行为。结果表明，这些控制参数对液相临界流体速度有显著影响。从图中

可以看出，当流速、滑移比、初始张力较小，液相体积比较高时，复合管材呈现

不变形的静力平衡和稳定状态。但当这些控制参数超过或小于相关临界值时，复

合材料管材会发生发散分岔，出现后屈曲行为，复合材料管材呈现双稳态后屈曲
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状态。此外，从图 2-2-图 2-6 可以看出，随着纤维取向角从 6 增加到 3 ，复合

管材屈曲位移逐渐增大。 

 

图 2-4 复合材料管屈曲行为随液相体积比变化的分岔图 

( )0.005 , 20 , 1.5, 60x lx L T N U m s= = − = =  

 

图 2-5 复合材料管屈曲行为随轴向张力变化的分岔图 

( )0.005 , 1.5, 0.9, 60l lx L Q U m s= = = =  

图 2-3-图 2-6 给出了液相临界流速随纤维取向角变化的趋势，可以看出，临

界流速与纤维取向角之间存在非线性关系。在纤维取向角处于较小数值的情况下

( )3  ，伴随着纤维取向角的逐步增大，液相临界速度会快速下降。然而，当



安徽工程大学硕士学位论文 

18 

 

纤维取向角达到较大数值时 ( )3  ，临界速度随取向角增大而产生的变化极为

微小，几乎可以忽略不计 。此外，如图 2-7 所示，临界流速与滑移比之间存在

非线性关系。当滑移比较小时 ( )0.5  ，液相临界速度降低较慢。然而，当该值

变得更大时 ( )0.5  ，临界速度下降得更快。 

 

图 2-6 液相临界流速随纤维取向角的变化图 

( )320 , 1, 1020x lT N kg m = − = =   

 

图 2-7 液相临界流速随滑移率的变化图 

( )320 , 6 , 1020x lT N kg m  = − = =  
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2.4 纤维增强材料复合管道的非线性振动 

为了得到复合管道输送流体的非线性振动，采用一阶伽辽金方法对变量进行

分离。假设管道的侧向位移可表示为： 

 ( ) ( ) ( ),w t x t x =  (2-39) 

式(2-39)中的 ( )t 表示无量纲振幅， ( )x 表示复合管道的一阶模态。在相同

的边界条件下，假定管道的模态与梁相同，得到 

 ( ) sin( )
x

x
L


 =  (2-40) 

将式(2-39)和式(2-40)代入式(2-28)可得： 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 4 **

2 2 3

22 2 4
0

4
l l s s x p l s

d
EI mU m U T m m m EA

dtL L L

   
 

 
− − + + + + + = 

 
 (2-41) 

1 和 2 表示如下： 

 

( )
( )

( )
( )

4 2 2 2*
2 2

4 2 2 2

1

4*

4

2
4

l l s s x

p l s

p l s

EI mU m U T
L L L L

m m m

EA
L

m m m

   







− − +

=
+ +

=
+ +

 (2-42) 

因此，式(2-41)可化简为： 

 
2

3

1 22
0

d

dt


   + + =  (2-43) 

相应的边界条件可定义为： 

 

( )

( )

0

0 0

t a

d
t

dt





= =

= =
 (2-44) 

其中， a 表示复合管的初始振幅。 

式(2-43)为类 duffing 方程的一种形式，这表明该系统具备同时呈现强非线性

与弱非线性的特性。传统的多尺度法等方法不适用于这种情况，因此 Liao[34]首先

提出了同伦分析的方法来求解式(2-43)。为方便起见，引入以下转换： 

 
( ) ( )

t

t

 

  

=

=
 (2-45) 
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将式(2-45)代入式(2-43)、式(2-44)，可得： 

 
( )

( ) ( )
2

32

1 22
0

d

dt

 
     + + =  (2-46) 

 
( )

( )

0

0 0

a

d

d

 






= =

= =
 (2-47) 

非线性微分方程可表示为： 

 ( ) 0  =    (2-48) 

上式中的 N 表示一个非线性算子。 

构造同伦函数如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, ; , , 1 , ,q q h h q L q qhh q               = − − −       (2-49) 

在式(2-49)中， h 表示辅助参数， h 表示与 相关的辅助函数。此外， L 表示

一个线性算子，q 表示一个范围从 0 到 1 的参数， ( )0  表示原始猜想解，而 ( ),q 

表示未知函数。在 q 等于 0 或 1 的情况下，我们可以定义以下条件： 

 
( ) ( )

( ) ( )

0,0

,1

   

   

=

=
 (2-50) 

展开 q 的泰勒级数，可以得到： 

 ( ) ( ) ( )0

1

, i

i

i

q q     


=

= +  (2-51) 

在上式中， ( )i  表示 i 阶变形导数，其形式为： 

 ( )
( )

0

,1

!

i

i i

q

q

i q

 
 

=


=


 (2-52) 

借助式(2-46)，可将 L 写成： 

 ( )
( )

( )
2

2

2

,
, ,

d q
L q q

dt

 
    

 
  = +  

  

 (2-53) 

而非线性算子可以表示为 

 ( )
( )

( ) ( )
2

32

1 22

,
, , ,

d q
q q q

dt

 
          = + +   (2-54) 

零阶的同伦方程通过取 ( ) ( ), ; , , 0q q h h    =  得到: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 , ,q L q qhh q         − − =      (2-55) 

式(2-55)的边界条件为： 

 

( )

( )

0,

0,
0

q a

d q

dt





=

=
 (2-56) 

当 q 的值等于零时，式(2-22)的解满足如下条件： 

 ( ) ( ) ( )0,0 cosa    = =  (2-57) 

将式(2-55)对参数 q 求导，然后令 0q = ，得到一阶同伦方程： 

 ( ) ( ) ( )1
0

,
q

L hh q    
=

 =       (2-58) 

 

( )

( )
1

1

0 0

0d

dt





=

=0
 (2-59) 

在 ( )1, 1h h = = 的假设下，将式(2-51),式(2-53),式(2-54)代入式(2-58)，可以得

到： 

 
( )

( )
( )

( ) ( )
2 2

31 02 2

1 1 0 2 02 2

d d

dt dt

   
        

 
+ = + + 

 
 (2-60) 

求解方程(2-59)和方程(2-60)，可得： 

 ( ) ( ) ( )2 2 32
1 1 22 2

4 3 4 sin cos cos3
8 32

nl

nl nl

a
a a


        

 
= + − + −  (2-61) 

可以看出，在 ( )1  的解中存在着项 sin  ，根据可解性条件，项 sin  的系数

值不能为除零以外的任何值。因此，复合管材的非线性固有频率可推导为： 

 22
1

3

4
nl a


 = +  (2-62) 

 ( ) ( )32
1 2

cos cos3
32 nl

a


   


= −  (2-63) 

因此，管道系统的一阶响应可以近似为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

2 2
0 1 2 2

cos
32 32nl nl

a a
a

 
      

 

 
 +  + − 

 
 (2-64) 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
33

2 2 2
22 2

32 cos cos 3
32 32

nl nl nl

nl nl

aa
t a t t


    

 
= + −  (2-65) 

 

图 2-8 不同纤维取向角下复合管非线性固有频率与初始幅值的关系图

( )1, 50 , 0.9l lU m s Q = = =  

 

图 2-9 不同纤维取向角下复合管非线性固有频率与液相流速的关系图

( )3 31, 0.9, 1020 , 3500l l sQ kg m kg m  = = = =  

根据式(2-62)，详细估计了初始振幅以及物理和几何参数对复合管材非线性

频率的影响。不同纤维取向角下复合管道非线性频率随初始幅值变化情况如图 2-

8 所示。从图中可以很容易地观察到，初始幅值的提高会使非线性频率移向更高

的值。这表明，初始幅值越低，频率位移就越小。非线性频率始终大于线性频率，

而且随着纤维取向角的增大，线性频率会逐渐减小。另外，当初始幅值为 0 时，
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可以得到线性频率，可以看出线性响应总是小于非线性响应。 

 

图 2-10 不同纤维取向角下复合管非线性固有频率与液相密度的关系图

( )1, 160 , 0.9l lU m s Q = = =  

 

图 2-11 不同纤维取向角下复合管非线性固有频率与固相密度的关系图

( )1, 130 , 0.7l lU m s Q = = =  

图 2-9 描述了不同纤维取向角下管道非线性固有频率随液相流速的变化情

况。在模拟过程中，初始振幅设为 0.2a = 。结果表明，非线性固有频率随液相流

体速度的增大而减小。这是由于在管道系统中接收到的流体速度增加时更加灵活，

因此系统稳定性降低。图中另一个重要的观察结果是，在非线性频率为零的情况

下，当纤维取向角从 6 变化到 3 时，临界流速从 275m s 降低到129m s 。 
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图 2-10 和图 2-11 分别展示了不同纤维取向角度下复合管材的非线性频率随

液相和固相密度的变化情况。可以看出，液相和固相密度的增加导致非线性频率

的减小。产生这种现象的原因是，随着液相和固相密度的增大，系统的惯性力和

科里奥利力也相应增大。因此，这些力的增大将导致系统更容易丧失稳定性。 

 

图 2-12 不同纤维取向角度下复合管的非线性固有频率随滑移率的变化图

( )130 , 0.7, 10 , 0.1 , 0.08l l o iU m s Q L m r m r m= = = = =  

 

图 2-13 不同纤维取向角度下复合管的非线性固有频率随管长的变化图

( )1, 130 , 0.9l lU m s Q = = =  

图 2-12 为不同纤维取向角度下，非线性频率随滑移比变化的情况。能够看

出，当两相流滑移比不断增大时，非线性频率呈现出上升的态势。在不同纤维取
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向角度的情形下，非线性固有频率随管道长度的变化曲线如图 2-13 所展示。从

结果能够发现，伴随着管道长度的增加，非线性固有频率会相应地减小。所以，

能够推断出管道长度越长，其固有频率就越小的结论。产生这种现象的原因是，

管道越长，管道的柔韧性越高，因此具有较低的系统刚度。 

 

图 2-14 不同纤维取向角度下复合管非线性固有频率随管道内径的变化图

( )1, 200 , 0.8l lU m s Q = = =  

 

图 2-15 不同纤维取向角度下复合管非线性固有频率随管道外径的变化图

( )1, 100 , 0.9l lU m s Q = = =  

不同纤维取向角下复合管材非线性频率随内外半径变化的变化如图 2-14 和

图 2-15 所示。从这些图可以得出结论，对于较低的内半径，内半径的提升几乎
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对非线性频率没有影响。然而，当外半径与内半径相当接近时，频率会迅速下降。

此外，复合材料管道的非线性频率下降趋势显著，而外半径较小。 

由图 2-8-图 2-15 不难看出，随着纤维取向角的增大，复合管道内非线性频

率减小。为了进一步揭示材料分布的影响，图 2-16 考察了复合材料管道非线性

频率随纤维取向角的变化情况。结果表明：在纤维取向角较小的情况下，随着纤

维取向角的增大，非线性频率呈快速下降趋势，而在 ( )3  的情况下，非线性

频率几乎没有变化。由此得出结论，相对较小的纤维取向角值对非线性自由振动

有显著影响。 

 

图 2-16 复合管非线性固有频率随纤维取向角的变化图 ( )1, 100 , 0.9l lU m s Q = = =  

 

(a) ( 50 )lU m s=  

 

(b) ( 126.9847 )lU m s=
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(c) ( 150 )lU m s=  

图 2-17 不同的液相流速下管道中点位置的应力随时间的变化图  

设纤维取向角为 30°，滑移比为 1，并根据式(2-38)，可得液相的临界速度 

127lcU m s= 。初始振幅 a 设置为 0.2。借助龙格-库塔法，得到了三种液体流速(小

于、等于、大于临界流速)下复合管道中点位置应力随时间的变化图，如图 2-17

所示。可见，在亚临界情况下，随着液体速度的增大，应力周期增大，这与频率

变化的结果是一致的。另一个观察是运动现象逐渐变得更加复杂。如图 2-18 所

示，为不同液体流速条件下，复合管道稳态幅值随时间的变化情况。与之类似，

伴随液体流速的不断增大，稳态振幅下运动的复杂程度也逐步提升。值得注意的

是，管道的平衡位置位于液相超临界速度的零点处，这与之前研究(后屈曲分析)

的解相吻合。实际上，获得更多的振动能量伴随着液体速度的增加，这可能会进

一步引起更复杂的运动。 

 

(a) ( 50 )lU m s=  

 

(b) ( 126.9847 )lU m s=
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(c) ( 150 )lU m s=  

图 2-18 不同的液体流速下管道稳态振幅随时间的变化图  

 

 

图 2-19 解析法与数值法对复合管无量纲振幅的比较图 

为验证所提方案的有效性，我们把通过同伦分析方法得到的无量纲振幅，与

采用龙格-库塔方法确定的振幅进行了对比，具体对比情况如图 2-19 所示。从图

中可以看出，这两种方法的求解结果高度相符。此外，图 2-20 给出了采用本方

法的纤维增强复合材料管道输送流体的无量纲振幅，并与 Khodabakhsh 等[33]的

工作进行了对比。可以看出，本研究与 Khodabakhsh 等的结果非常吻合，进一步

说明本研究是有效的。 
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图 2-20 本研究得到的复合管无量纲振幅与 Khodabakhsh 等的结果比较图 

2.5 本章小结 

本文建立了一种新型的纤维增强复合材料输送固液两相流管道的非线性动

力学模型，研究了管道的非线性力学行为，通过对材料纤维取向角的调整，可以

提高管道的结构强度和系统的稳定性。基于哈密顿原理，推导了大变形管道的非

线性横向控制方程。利用解析法得到了结构的后屈曲位形，并采用同伦分析方法

得到了结构在非线性自由振动下的闭式响应。通过数值算例说明了纤维取向角和

滑移比等参数对复合材料管材后屈曲、液相临界流速和非线性频率等非线性行为

的影响。主要结论如下： 

(1) 对于复合管而言，其振动初始幅值越低，对应的非线性频率也就越低。

而当流速、液固密度以及管道长度不断增加时，这些因素对管道非线性频率产生

的影响会逐渐减小。 

(2)当流速、初始张力和滑移比较小时，以及体积比较大时，复合管材处于稳

定状态，变形响应均为零。而当这些控制参数超过或低于临界值时，系统会发生

草叉分岔，进入后屈曲状态。 

(3)当纤维取向角较小时，纤维取向角的增大会使液相的非线性固有频率和

临界流速明显减小，但当纤维取向角较大时，这两种行为几乎不会对固有频率产

生影响。 

(4)同伦分析方法能准确地找到输送固液两相流的复合管的解析解，与龙格-
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库塔法的解析解进行比较验证，除此之外，将本文的研究方法所得结果与文献中

的相关结果进行对比，证实了本文所采用研究方法的有效性。该研究可为基于声

学黑洞结构等被动技术研究两相流输送管道的振动抑制提供重要参考。 
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第 3 章 输送两相流纤维增强复合管道的建模与非线性受迫

振动分析 

在本章中，首先针对输送两相流纤维增强复合管道构建了相应的模型。随后，

将欧拉-伯努利梁理论与哈密顿变分原理相结合，以此为基础建立了管道受迫振

动系统的动力学控制方程。在求解该控制方程时，采用了谐波平衡法并配合伪弧

长延拓法。通过设计数值算例，深入探讨了液相速度、激励振幅、液相体积系数、

阻尼系数以及纤维取向角等多种因素对频率响应所产生的影响。此外，借助数值

模拟的方法，进一步对分岔和混沌等非线性动力学的演化过程展开了深入研究。 

 

3.1 管道模型 

如图 3-1 所示，考虑了一种各向异性 FRC 管道，管道两侧均为简单支撑，用

于输送气液两相流。管道承受水平方向上的周期性外力 ( ),yF x t 和垂直方向的周

期性外力 ( ),zF x t 。管道长度为 L ，内半径和外半径分别为 ir 和 or 。本研究采用笛卡

尔坐标系 ( ), ,x y z ，位移场定义为 ( ), ,u v w 。同时采用局部坐标系 ( ), ,s n z 来更准确地

描述 FRC 管的横截面。 是纤维取向角，用于表示方向 n 和方向 s 之间的角度。

FRC 管分别以气相速度 gU 和液相速度
lU 传输气液流。为了简化模型，特提出如

下假设：将 FRC 管视作细长梁，基于此运用欧拉-伯努利梁理论；假定管道处于

不倾斜状态，且管壁表面光滑；同时假设管道所输送的两相流体流型为分层流。 

Fz(x,t)

Fy(x,t)

Ul
Ug

y

x

z

Tx

 

(a) 主视图 
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z

y

s

ri

Ɵ 

 

(b) 侧视图 

图 3-1 输送两相流纤维增强复合管道的模型示意图  

3.2 管道控制方程 

为了得到系统的运动方程，哈密顿原理采用以下形式： 

 ( )
2

1

0
t

l g p tp ef
t

T T T V W dt + + − − =  (3-1) 

其中，
lT 、 gT 和 pT 分别代表液相、气相和管道的动能。 tpV 表示管道的势能，

efW 代表非保守力产生的虚功。 

动能可以表示为： 

 
2 2 2

0

1

2

L

p p

u v w
T m dx

t t t

        
= + +               

  (3-2) 

 

2 2 2

0

1
1

2

L

l l l l l

u u v v w w
T m U U U dx

t x t x t x

             
= + + + + + +       

             
  (3-3) 

 

2 2 2

0

1
1

2

L

g g g g g

u u v v w w
T m U U U dx

t x t x t x

             
= + + + + + +       

             
  (3-4) 

其中， pm 、 lm 和 gm 表示 FRC 管、液相和气相的单位长度质量，其表达式为 

 ( )1

1

k

k

N z k

p p
z

k

m dnds
+

=

=    (3-5) 

 
2

0 0

ir

l l lm Q rdr


=    (3-6) 

 
2

0 0

ir

g g gm Q rdr


=    (3-7) 

在式(3-5)中，N 代表 FRC 材料的层数， ( )k

p 代表第 k 层的密度。式(3-6)的
lQ
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和式(3-7)中的 gQ 分别代表液相和气相的体积系数，它们的密度分别为
l 和 g 。

引入滑移率  来表示液相和气相速度之间的关系，其形式如下： 

 g lU U =  (3-8) 

FRC 管道的势能为 

 ( )
22 2

0 0
1

2 2

L L

tp

EA EI
V dx dx   = + +

    (3-9) 

其中， EA和 EI 分别为 FRC 管的轴向刚度和弯曲刚度。此外， 表示曲率，

 表示应变。它们的表达式如下： 

 ( )1
2 mEA K r=  (3-10) 

 ( ) ( )
3

1 4m mEI K r K r = +  (3-11) 

 
2 2 2

1 1
u v w

x x x


       
= + + + −     

       
 (3-12) 

 

2 2 2
2 2 2

2 2 2

u v w

x x x


       
= + +     

       
 (3-13) 

附录中详细显示了式(3-10)和(3-11)中的参数 ( )1
K 和 ( )4

K 的计算过程。假设：

( )2u  ， ( )2v  ， ( )w  ，可以推导出 

 ( )
2 2

41 1

2 2

u v w

x x x
 

     
= + + +    
     

 (3-14) 

 ( )
2 2

2 2
4

2 2

v w

x x
 

    
= + +   

    
 (3-15) 

将式(3-14)和(3-15)代入式(3-9)并进行变分运算，得出  

2 2 2

1 1 1

4 4 2 2 2

4 4 2 2 20 0

2 22 2 2

2 2 2

3 1

2 2

t L t L t

tp
t t t

v w u v v w w
V dt EI v w dxdt EA udxdt

x x x x x x x

u v u v v v w
EA

x x x x x x x

   
         

= + − + +   
         

         
− + + +   

         

    

2

1

2

1

2 2

2 20

2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 20

3 1

2 2

L t

t

L t

t

v v w w
vdxdt

x x x x

u w u w w w v w w v v
EA wdxdt

x x x x x x x x x x x





     
+  

       

               
− + + + +                      

 

 

 (3-16) 

虚功的表达式为 
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 ( )
2 2

1 1

t t

ef y z
t t

W dt F v F w dt  = +   (3-17) 

其中， yF 和
zF 分别是水平和垂直方向上的周期性外力。 

将式(3-2)、(3-3)、(3-4)、(3-16)和(3-17)代入式(3-1)并进行变分运算，得到输

送气液两相流的 FRC 管的三维动力学控制方程。 

 

( )
2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

0

p l g l l g g l l g g

u u u u u
m m m mU m U mU m U

t t x t x x x

u v v v v
EA EA

x x x x x

    
+ + + + + +

      

     
− − + = 

     

 (3-18) 

 

( ) ( ) ( )
2 2 2 4

2 2

2 2 4

2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

3 1

2 2

p l g l l g g l l g g

y

v v v v
m m m mU m U mU m U EI

t t x x x

u v u v v v w v v w w
EA F

x x x x x x x x x x x

   
+ + + + + + +

    

              
− + + + + =                   

 (3-19) 

 

( ) ( ) ( )
2 2 2 4

2 2

2 2 4

2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

3 1

2 2

p l g l l g g l l g g

z

w w w w
m m m mU m U mU m U EI

t t x x x

u w u w w w w w w v v
EA F

x x x x x x x x x x x

   
+ + + + + + +

    

              
− + + + + =                   

 (3-20) 

考虑到本文中 FRC 管道的运动被视为有限拉伸问题，故式(3-18)中的时间相

关项被忽略。此外，与 EA 相比，液相和气相的刚度项 2

l lm U 、 2

g gm U 小到可以忽略

不计。在执行简化后，式(3-18)变为以下形式 

 
2 2 2

2 2 2

u v v w w

x x x x x

     
= − + 

     
 (3-21) 

对上述方程对 x 进行两次积分运算，可以得到 

 
2 2

1 2
0

1

2

x v v
u dx C x C

x x

    
= − + + +   

    
  (3-22) 

其中
1C 和

2C 是由边界条件确定的系数，可以写成： 

 ( )0 0u x = =  (3-23) 

 ( )
0

1
1

1

L
xT u

u x L dx
xEAL 

 
= = + 

+  
  (3-24) 

将式(3-23)和式(3-24)代入式(3-22)得到 
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2 2

1
0 0

2

1 1
1

1 2

0

L L
xT u v w

C dx dx
x x xLEAL

C



        
= + + +      

+          

=

   (3-25) 

将式(3-22)和(3-25)代入式(3-19)和(3-20)中，可以得到 

 

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
2 2

2 2 2

2 24 2

4 2 0

2 2

1

2

p l g l l g g l l g g x

L

x y

v v v v
m m m mU m U mU m U T

t t x x x

v v v w
EI T EA dx F

x x x xL

   
+ + + + + + −

    

       
+ + − + =            



 (3-26) 

 

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
2 2

2 2 2

2 24 2

4 2 0

2 2

1

2

p l g l l g g l l g g x

L

x z

w w w w
m m m mU m U mU m U T

t t x x x

w w v w
EI T EA dx F

x x x xL

   
+ + + + + + −

    

       
+ + − + =            



 (3-27) 

管道材料的外部阻尼和 Kelvin-Voigt 粘度对动态行为有显著影响，将阻尼引

入式(3-26)和(3-27)，可以得出 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 2 2
2 2

2 2 2

2 24 2

4 2 0

2

2

2 2

1
1

2

1

2

p l g l l g g l l g g x

L

d x

x

v v v v
m m m m U m U m U m U T

t t x x x

v v v v w
EI C T EA dx

t x t x x xL

v
T EA

xL





   
+ + + + + + −

    

           
+ + + + − +                  

 
+ −





2 2

0

L

y

v w
dx F

t x x

     
+ =           



 (3-28) 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 2 2
2 2

2 2 2

2 24 2

4 2 0

2

2

2 2

1
1

2

1

2

p l g l l g g l l g g x

L

d x

x

w w w w
m m m m U m U m U m U T

t t x x x

w w w v w
EI C T EA dx

t x t x x xL

w
T EA

xL





   
+ + + + + + −

    

           
+ + + + − +                  


+ −





2 2

0

L

z

v w
dx F

t x x

      
+ =           



 (3-29) 

其中， 和
dC 分别表示粘度系数和阻尼系数。 

无量纲变量采用以下形式： 
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( )

1

2

2 2

1 1 1

2

1
1

, , , , , ,

, , , , ,
2

, ,

l

l

p l g p l g

g gl x

g l l x

p l g l

d

p l g

mE Ix u v w t
u v w

m m m m m mL L L L L

m Um L T EAL
V LU t

m m m E I E I U E I

C L EI
c

E I Lm m m E I

 

 


 

= = = = =  =
+ + + +

 = = = = =
+ +

= = =
+ +

1

2

p l g

E I

m m m+ +

 (3-30) 

将式(3-30)代入式(3-28)和(3-29)中，得到以下无量纲形式： 

 

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2
4 2 2

1

4 2 20

2 2

1
2

2

g g

l l l l l

ll

x

x

x

v v v
V V V V

tv v v v w v
c t d

t v

 
   

   
     

 


      
 +  + + + 

        

           
+ + + − + − +      

            

  
+ − 

  



2 2
2

1

20
y

w v
d f

  

     
 + =         



 (3-31) 

 

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2
4 2 2

1

4 2 20

2 2

1
2

2

g g

l l l l l

ll

x

x

x

w w w
V V V V

tw w w v w w
c t d

t v

 
   

   
     

 


      
 +  + + + 

        

           
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 (3-32) 

 

3.3 谐波平衡法 

为了推导输送两相流的纤维增强复合材料(FRC)管道的常微分控制方程，利

用 Galerkin 方法对式(3-31)和(3-32)进行离散化。管道在水平和垂直方向上的位移

表示为 
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 (3-33) 

周期性外力为 
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 (3-34) 
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在上述方程中， N 表示截断模态的数量， ( )ˆ
mv  和 ( )ˆ

mw  是广义坐标。 ( )m 

表示 FRC 管道的第m 阶模态函数。 ( )ˆ
yf  和 ( )ˆ

zf  是周期函数，分别设置为 

 
( ) ( )

( ) ( )

ˆ sin

ˆ sin

y y y

z z z

f f

f f

  

  

= +

= +
 (3-35) 

其中 yf 和
zf 是激励的幅值， 代表激励的频率。此外， y 和

z 分别代表水

平和垂直方向上激励的初始相位角。这两个角度之间的相位差由 表示。 

本研究采用微分求积法来准确预测动态行为。根据参考文献[83]，认为二阶截

断足以确保系统精度。因此，选择二阶截断进行分析。将式(3-33)和(3-34)代入式

(3-31)和(3-32)中，再将得到的方程式乘以 ( )m  并在 0 到 1 的区间上对 积分后，

得到 
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其中 
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 (3-38) 

随后，采用谐波平衡法（HBM）对系统里的强非线性振动以及弱非线性振动

展开求解。在该方法框架下，广义坐标借助傅里叶级数展开的方式进行近似处理，
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具体如下。 
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其中 z 代表谐波阶数。并且 ( )0

m 和 ( )0

m 是常数项， ( )1
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谐波相位系数。广义坐标关于 的一阶和二阶导数可以表示为 
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为了验证 HBM 结果的可行性，式(3-39)和式(3-40)被重新写为 
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把式(3-45)与(3-46)代入到式(3-36)以及(3-37)中。通过伪弧长扩展法，求得了

谐波项的系数。之后，由这些系数推导得出的雅可比矩阵被用于对系统响应的稳

定性进行评估；若特征值中的实部为正，则表明系统处于稳定状态，反之，若实

部为负，则意味着系统不稳定。另外，将龙格-库塔法和 HBM 的结果进行对比，

这对验证分析解的正确性是有帮助的。 

3.4 非线性振动分岔分析 

本节对纤维增强复合材料(FRC)管道的动态行为进行了全面的数值研究。该

研究考察了液相速度、激励振幅、液相体积系数、阻尼系数和纤维取向角等各种

因素如何影响系统的共振响应。除非另有规定，模拟中使用的几何和物理参数详

见表 3-1。 

首先，对使用谐波平衡法（HBM）和伪弧长扩展法获得的频率响应曲线与龙

格-库塔法得出的频率响应进行了比较。如图 3-2 所示，两种方法的结果具有高度

的一致性，验证了所提出的分析方法的准确性。 
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表 3-1 FRC 管的尺寸和材料特性 

名称 符号 值 

杨氏模量 1E  144GPa  

 
2E  4.14GPa  

剪切模量 sG  9.65GPa  

泊松比 Iv  0.3  

 IIv  0.3  

管道密度 p  31390kg m  

液相密度 l  3870kg m  

气相密度 g  30.7kg m  

管道内半径 ir  0.08m  

管道外半径 or  0.1m  

管道长度 L  25m  

 

图 3-2 由解析法和龙格-库塔法确定的系统幅频响应的比较图 

图 3-3 显示了无量纲液相速度对管道频率响应的影响。研究结果表明，响应

幅值随着液相速度的增加而减小，因为较高的速度会增大管道系统的柔韧性。 
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图 3-3 液相速度对输送两相流体的 FRC 管道幅频响应的影响

( )0.005, 0.1, 60 , 0.9y lc f Q= = = =  

 

图 3-4 阻尼系数对输送两相流体的 FRC 管道幅频响应的影响

( )0.1, 0.1, 60 , 0.9l y lV f Q= = = =  

图 3-4 呈现了阻尼系数给管道频率响应带来的影响。当阻尼系数由 0.003 逐

步增大至 0.007 时，最大响应幅度出现了明显的下降。相应地，峰值响应振幅出

现的非线性频率也降低了，这表明增加的阻尼有效地减轻了共振响应。 

图 3-5 显示了不同激励振幅下响应振幅随激励频率的变化情况。结果表明，

随着激励振幅从 0.05 增加到 0.15，与峰值振幅相关的非线性频率下降，而最大

响应振幅上升，表明更大的激励振幅会使系统更不稳定。  
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图 3-5 激励幅值对输送两相流体的 FRC 管道幅频响应的影响

( )0.005, 0.1, 60 , 0.9l lc V Q= = = =  

 

图 3-6 纤维取向角对输送两相流体的 FRC 管道幅频响应的影响

( )0.005, 0.1, 0.1, 0.9l y lc V f Q= = = =  

图 3-6 探讨了纤维取向角在频率响应特性中作为控制参数的作用。观察到，

随着纤维取向角的增加，由于复合材料对横向剪切和纵向拉伸应力的抵抗力增强，

响应幅度略有减小。 

图 3-7 显示了液相体积系数对管道频率响应的影响。分析得出结论，随着液

相体积系数从 0.3 增加到 0.9，最大响应幅值和与达到峰值时的非线性频率降低。

这一结论具有重要意义，因为它有助于我们理解液相体积对系统行为的影响。 
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图 3-7 液相体积系数对输送两相流体的 FRC 管道幅频响应的影响

( )0.005, 0.1, 0.1, 60l yc V f = = = =  

图 3-8 显示了 FRC 管道输送两相流时相对于液相流体速度的分岔图。通过

对图像的观察可知，在流体速度处于较低水平时，管道系统呈现出单周期运动的

状态。然而，随着流体速度的不断提升，系统的运动形式转变为双周期运动。此

后，系统在周期性运动形式交替变换的过程中，出现了跳跃现象，进而进入到混

沌区间。在经历了第一个混沌区间后，系统通过倍周期分岔现象，依次出现了单

周期运动区间、三周期运动区间、单周期运动区间、单周期运动区间、混沌区间

以及双周期运动区间。为了进一步验证这些运动，我们给出了不同液相流体速度

值下的时程图、振幅谱、相图和庞加莱图，如图 3-9-图 3-14 所示。图 3-8 中的另

一个重要观察结果是，当流体速度达到 0.27 时，系统首先失去稳定性，两个混沌

区间为 0.63 1.41lV  和 2.3 2.43lV  ，其他区间中的系统表现出周期性运动。 

图 3-15 显示了将两相流输送到液相体积系数的 FRC 管道的分岔图。从图中

可以看出当液相体积系数相对较低时，管道系统显示出单周期运动。伴随系数的

不断增大，系统逐渐转变为双周期运动状态。此后，系统在单周期运动与双周期

运动两种状态之间循环交替，而后进入混沌区间，并且在此过程中伴随着跳跃现

象。图 3-16-图 3-18 分别展示了在不同液相体积系数取值情况下，系统所对应的

时程图、振幅谱、相图以及庞加莱图。当液相体积系数达到 0.25 时，系统首先失
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去稳定性，导致混沌区间 ( )0.67 1lQ  ，在其他区间表现出周期性运动。 

 

图 3-8 系统响应随
lV 变化的分岔图 ( )0.005, 0.1, 60 , 0.9y lc f Q= = = =  

 

图 3-9 0.1lV = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 
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图 3-10 0.5lV = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

 

图 3-11 1lV = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 
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图 3-12 1.5lV = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

 

图 3-13 1.8lV = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 
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图 3-14 2.4lV = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

 

图 3-15 系统响应随
lQ 变化的分岔图 ( )0.005, 0.1, 0.1, 60l yc V f = = = =  
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图 3-16 0.1lQ = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

 

图 3-17 0.5lQ = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 
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图 3-18 0.9lQ = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

图 3-19 显示了 FRC 管道输送两相流时关于激励振幅的分岔图。当流体速度

较低时，系统表现出单周期运动。随着激励幅度的增加，系统在进入混沌区间之

前会转变为三周期运动，在此之前会出现单周期运动和跳跃现象。在经历混沌运

动之后，系统又重新回归到单周期运动状态。图 3-20-图 3-23 分别呈现了在不同

激励幅值条件下，系统所对应的时程图、振幅谱、相图以及庞加莱图。此外，从

图 3-19 中还能够观察到，当激励幅值达到 0.22 时，系统率先失去稳定性，其混

沌区间为 ( )0.47 0.76yf  ，在其他区间观察到周期性运动。 

图 3-24 提供了输送两相流的 FRC 管道的分岔图，该分岔图是水平和垂直激

励之间初始相位差的函数。可以发现，随着相位差的增加，系统逐步转变为混沌

运动。在此之后，系统返回到单周期运动，然后是三周期运动和额外的跳跃现象。

为了验证这些运动，时间历程图、振幅谱、相图和庞加莱图如图 3-25 图 3-27 所

示。此外，图 3-24 表明混沌区间出现在 0    ，而在其他区间观察到周期性运

动。 
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图 3-19 系统响应随 yf 变化的分岔图 ( )0.005, 0.1, 60 , 0.9l lc V Q= = = =  

 

图 3-20 0.1yf = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 
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图 3-21 0.25yf = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

 

 

图 3-22 0.6yf = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 
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图 3-23 0.9yf = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

 

图 3-24 系统响应随 变化的分岔图 ( )0.005, 1.3, 60 , 0.9, 0.5l l yc V Q f= = = = =  
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图 3-25 3 = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

 

图 3-26 7 6 = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 
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图 3-27 3 2 = 下系统的动力学行为：(a)时程图，(b)振幅谱，(c)相图，(d)庞加莱图 

3.5 本章小结 

在本节内容中，着重针对纤维增强复合材料管道在受到沿两个横向的外界激

励，且内部输送气液两相流的情况，展开了对其非线性动力学的深入研究。首先，

以欧拉 - 伯努利梁理论作为理论基础，运用哈密顿变分原理，成功推导得出能

够控制管道沿两个横向进行运动的非线性方程。采用伽辽金截断方法对变量进行

离散处理，经过一系列计算推导，最终得到一组常微分方程。在预测数值模态时，

选用了微分求积法，该方法为后续研究提供了有力的数值工具支持。在此基础上，

运用谐波平衡法，并结合伪弧长方法，对解曲线的运动轨迹进行有效跟踪。同时，

通过设计一系列数值算例，深入探讨了诸如液相速度、激励振幅、液相体积系数、

阻尼系数、纤维取向角等多个关键因素，对系统频率响应所产生的影响。除此之

外，借助数值模拟手段，进一步对该系统中诸如分岔和混沌等非线性动力学演化

过程进行了详细研究。通过对上述内容的研究分析，得出了以下主要结论 ： 

(1) 已经证实，目前的结果有效地分析了非线性动力学，分析方法获得的频

率响应与数值方法获得的响应一致； 
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(2) 对于不同的纤维取向角，非线性固有频率随着液相速度和体积系数的增

加而降低； 

(3) 共振幅值随着激励幅值的增大而增大。然而，对于不同的纤维取向角度，

它随着液相速度、液相体积系数和阻尼系数的增加而减小； 

(4) 数值结果表明，随着控制参数的不同，该系统表现出复杂的运动模式，

并且可以观察到分岔和混沌特性； 

(5) 不同外部激励及其相位角对管道时间历程、相位轨迹和庞加莱截面的影

响存在显著差异。 
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第 4 章 输送两相流纤维增强复合管道模型与非线性涡激振

动分析 

在本节内容里，以 van der Pol 尾流振子模型作为重要基础，同时紧密结合欧

拉-伯努利梁理论，通过运用哈密顿变分原理，成功构建起针对输送两相流纤维

增强复合管道系统涡激振动情况的动力学控制方程。此外，为获取该方程的数值

解，选用了四阶龙格-库塔方法来开展求解工作。分析了滑移率、液相体积系数和

外部流体速度对液相屈曲前后行为和临界速度的影响，可以对其进行调整以控制

非线性涡激振动。进一步探讨了管道在轴向张力控制下的后屈曲状态下的非线性

涡激振动响应。 

 

4.1 管道模型 

图 4-1 显示了各向异性管道。该模型考虑了由纤维增强复合材料制成的管道

在管道两侧进行简单支撑。管道的尺寸包括其长度 L 、内径 ir 和外径 or 。 笛卡尔

坐标轴 x 、y 和 z 分别对应于管道的长度、宽度和高度方向。沿这些坐标轴的位移

由 u 、v 和 w 表示。建立局部坐标系 ( ), ,n s x 以有效地描述管道的横截面，其中局部

坐标 n 和 s 分别表示半径和周长的方向。坐标 n 和 s 之间的角度表示纤维取向角 ，

可以直接影响复合材料的性能。管道内部输送两相流，液相流速
lU 和气相流速 gU 。

在管道外部，管道承受速度为 eU 的稳定外流。管道沿线存在轴向张力 xT 。为了获

得简化模型，这些假设如下：管道的纵横比足够大，可以将其视为欧拉-伯努利

梁；所输送的流体可以被认为是不能被压缩的均匀牛顿流体；内部和外部流动都

保持稳定的速度；管道承受的应变最小，壁光滑均匀；忽略平面 xoy 和平面 xoz 中

的剪切变形。 
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(a)主视图 
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(b) 侧视图 

图 4-1 输送两相流纤维增强复合管道的模型示意图  

4.2 管道控制方程 

根据哈密顿原理，复合管道的动力学方程可以建立为： 

 ( )
2

1

0
t

l g p tp ef
t

T T T V W + + − − =  (4-1) 

在式(4-1)中，
lT 和 gT 分别表示液相和气相的动能。而 pT 表示管道本身的动能。

管道的势能由 tpV 表示， efW 表示非保守力产生的虚功。 

管道、液相和气相的动能表达式可表示为： 

 ( )
2 2 2

0

1

2

L

p p a

u v w
T m m dx

t t t

        
= + + +               

  (4-2) 

 
2 2 2

0

1
1

2

L

l l l l l

u u v v w w
T m U U U dx

t x t x t x

             
= + + + + + +       

             
  (4-3) 

 
2 2 2

0

1
1

2

L

g g g g g

u u v v w w
T m U U U dx

t x t x t x

             
= + + + + + +       

             
  (4-4) 
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在式(4-2)-式(4-4)中， lm 和 gm 分别是单位长度的液相质量和气相质量，而 pm

表示单位长度管道的质量， am 表示单位长度的附加质量。他们的表达式为 

 
2

0 0

ir

l l lm Q rdr


=    (4-5) 

 
2

0 0

ir

g g gm Q rdr


=    (4-6) 

 ( )1

1

CL
k

k

N
z k

p p
z

k

m dnds
+

=

=    (4-7) 

 2

a a o em C r =  (4-8) 

在式(4-5)-(4-8)中， l 、 g 和 e 分别表示液体密度、气体密度和外部流体的

密度。 ( )k

p 代表 k 层的材料的密度，
aC 表示附加质量系数，圆柱体的附加质量系

数等于 1。为了便于表达这些方程，引入了滑移率  、液相体积系数
lQ 和气相体

积系数 gQ 等物理参数。液相和气相速度之间的关系可以表示如下： 

 
g lU U=  (4-9) 

对于两相速度相同的均匀模型，滑移率为 1。然而，由于浮力效应和其他因

素，该模型并不现实。对于不同流型的两相流体，它们的滑移率各不相同。 

管道的势能，包括轴向应变能和弯曲应变能，表示为： 

 ( )
22 2

0 0
1

2 2

L L

tp

EA EI
V dx dx   = + +

    (4-10) 

其中 E 表示弹性模量， A表示横截面积， I 表示面积惯性矩， 表示曲率，

为应变。这些参数可以表示为： 

 
2 2 2

1 1
u v w

x x x


       
= + + + −     

       
 (4-11) 

 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

u v w

x x x


       
= + +     

       
 (4-12) 

通过假设三个方向上的位移遵循以下关系： ( )2u  ， ( )v  ， ( )w  ，可

以得到：  

 ( )
2 2

41 1

2 2

u v w

x x x
 

     
= + + +    
     

 (4-13) 
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 ( )
2 2

2 2
4

2 2

v w

x x
 

    
= + +   

    
 (4-14) 

通过将式(4-13)和式(4-14)代入式(4-10)并进一步进行变分运算，可以得出： 

 

4 4 2 2 2
2 2 2

4 4 2 2 21 0 1 0 1

2 22 2 2 2

2 2 2 2

3 1

2 2

t L t L t

tp
t t t

v w u v v w w
V dt EI v w dxdt EA dxdt

x x x x x x x

u v u v v v w v v
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x x x x x x x x x

 
         

= + − + +   
         
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    
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2

20 1

2 22 2 2 2 2
2

2 2 2 2 20 1

3 1

2 2

L t

t

L t

t

w w
vdxdt

x x

u w u w w w v w w v v
EA wdxdt

x x x x x x x x x x x





  
  

     

               
− + + + +                      

 

 

 (4-15) 

其中， EA 和 EI 分别代表管道的轴向刚度和弯曲刚度。他们的表达式如下， 

 ( )1
2 mEA K r=  (4-16) 

 ( ) ( )
3

1 4m mEI K r K r = +  (4-17) 

其中， ( )1
K 和 ( )4

K 的详细表达式见附录 1，虚功的表达式为： 

 ( )
2 2

1 1

t t

ef s f x y z
t t

u v w
W dt c c u v w F u F v F w dt

t t t
      

    
= + + + + + +  

    
   (4-18) 

沿 x 、 y 和 z 方向的外部流体动力分别由
xF 、 yF 和

zF 表示。 sc 代表结构阻尼

系数，而 fc 表示由粘性剪切力的阻尼系数，表示为[27]：  

 ( )2s p l g rc m m m = + +  (4-19) 

 24f s e oc r =  (4-20) 

此外， 是结构阻尼比， 表示影响平均阻力系数 0DC 和振幅的失速参数。为

了便于计算，失速参数应为 0.8[25]， r 代表振动的第 r 阶固有频率，而代表 s 涡

流脱落的频率，表示为： 

 e
s t

o

U
S

r
 =  (4-21) 

其中 tS 代表斯特罗哈数。 

通过将式(4-2)-(4-4)、式(4-15)和式(4-18)代入式(4-1)中并进行变分运算，获得

输送两相流的管道在外部稳定均匀流中的非线性三维动力学方程。 
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 (4-23) 
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 (4-24) 

值得注意的是，升力和阻力对沿三维方向的外部水动力有显著影响，但 x 轴

方向的水动力影响很小，可以忽略[22]。因此，本研究为了提高计算效率采用了 Ge

等人[29]提出的二维流体动力学模型。借助该假设，可以估算水动力，其表达式为： 

 0

0x

L
y D D

e

D
z L

e

F

f w
F f f

U t

f w
F f

U t

=


= + −




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

 (4-25) 

这里，
Df 表示由于振荡引起的阻力，

0Df 表示平均阻力，
Lf 表示升力。它们

的表达式可以推导如下： 

 

2

0

2

0 0 0

2

0

D Di o e

D D o e

L L o e

f C r U

f C r U

f C r U







=

=

=

 (4-26) 

其中 DiC 和 0DC 是无量纲系数。它们的表达式如下： 

 
( )

( )

0

0

0.5 ,

0.5 ,

Di Di

L L

C C p x t

C C q x t

=

=
 (4-27) 

在这项研究中，经验系数 0DC 和
0LC 分别设置为 2.0、0.1、0.3[27]。描述沿 y 轴

和 z 轴的涡流尾流的变量 ( ),p x t 和 ( ),q x t 与时间和沿 x 轴方向上的位移有关。利用

范德波尔方程可以推导出这些变量，从而得管道的涡激振动响应[25]。 

 ( )
2 2

2 2

2 2
2 1 4

2

y

s y s

o

Ap p v
p p

t t r t
  

  
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  
 (4-28) 
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2 2

2 2
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z
s z s
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q q A w
q q
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  
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= − + =
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 (4-29) 
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值得注意的是，尽管范德波尔尾流振子模型忽略了外部缺陷等一些因素，但

其预测的涡激振动响应与数值模拟的结果非常吻合。其中， y 、 yA 、 z 和 zA 是经

验参数。将式(4-26)和式(4-27)代入式(6-25)中，可以得到： 

 2 2

0 0 0 0 0 0

2

0 0 0 0

0

0.5 0.5

0.5 0.5

x

y Di o e D o e L o e

z L o e Di o e
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F C p r U C r U C q r U

t

w
F C q r U C p r U

t

  

 

=


= + −




= +



 (4-30) 

由于定义了这四个经验参数和式(4-21)中提到的斯特罗哈数
tS ，结合式(4-

22)-(4-24)、式(4-28)和式(4-29)，可以推导出涡激振动响应。斯特罗哈数
tS 和经验

参数 y 、 yA 、 z 和 zA 确定为 0.16tS = 、 0.08y = 、 96yA = 、 0.1z = 、 12zA = 以使模型

符合本研究中的实验结果[27]。 

当液相和气相的流体速度足够高时，管道可能会从稳态转变为屈曲状态，输

送的流体进入超临界状态。在此过程中，由于屈曲导致的沿 x 方向的位移明显小

于沿 y 和 z 方向上的位移。鉴于本研究的重点是超临界状态下输送气液两相流的

管道的动力学行为，因此可以忽略式(4-22)中的时间相关项。同样，为了简化，

刚度项 2

l lmU 和 2

g gm U 由于与 EA 相比太小而被忽略。结合式(4-30)后，式(4-22)简化

为： 

 
2 2 2

2 2 2

u v v w w

x x x x x

     
= − + 

     
 (4-31) 

对式(4-31)进行积分运算，得到： 

 
2 2

1

1

2

u v w
c

x x x

      
= − + +    

       

 (4-32) 

 
2 2

1 2
0

1

2

x v w
u dx c x c

x x

     
= − + + +    

      
  (4-33) 

考虑到轴向张力的影响，沿 x 方向的位移等于每个点的总应变。因此，边界

条件可推导出： 

 
0

0

0

1
1

1

x

L
x

x L

u

T u
u dx

xEA 

=

=

=

 
= + 

+  


 (4-34) 

通过将边界条件代入式(4-33)，可以得到待定系数 1c 和 2c ： 
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2 2

1
0 0

2

1 1
1

1 2

0

L L
xT u v w

c dx dx
x L x xEAL

c



        
= + + +      

+          

=

   (4-35) 

通过将式(4-33)和式(4-35)代入式(4-23)和式(4-24)，推导出了管道沿 y 轴和 z

轴方向涡激振动的动力学控制方程： 
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( )
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 (4-36) 
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 (4-37) 

采用下面形式的无量纲变量： 
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 (4-38) 

通过将这些无量纲变量代入式(4-28)、式(4-29)、式(4-36)和式(4-37)中，无量

纲形式的控制方程为： 
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 (4-39) 
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 (4-40) 

 ( )
2 2

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ2 1 4y s s y

p p v
p p A

  
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 ( )
2 2

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ1z s s z

q q w
q q A

  
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 (4-42) 
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4.3 伽辽金法 

在输送流体的管道系统中，如果流体速度不超过特定的临界阈值，管道将在

接近其平衡位置振动，这种情况称为前屈曲行为[27]。相反，如果流体速度超过这

个临界值，即超临界流速，管道就会变得不稳定，并转变为后屈曲状态[24][28]。以

下文本将讨论这两种状态下的固有频率以及液相的临界流速，这是决定管道系统

行为的关键因素。 

为了进行分析，先采用伽辽金截断来分离变量，将偏微分方程转化为常微分

方程，如下[22]： 
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( ) ( ) ( )
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=

=

=
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=

=

=
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=
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









 (4-43) 

式中， ( )iu  、 ( )iv  、 ( )iw  、 ( )ip  和 ( )iq  都表示广义坐标，n表示截断模的数

量。此外， ( )i  表示第 i 阶模态的模态函数，其表达式为 ( ) ( )2sini i  = 。 

通过将式(4-39)-式(4-42)的两侧同乘以 ( )i  ，将式(4-43)代入其中，并在 0 到

1 的范围内进行积分，可以得到无量纲形式的非线性常微分方程。纤维增强复合

材料管道的几何参数如下：管道长度 50L m= 、外径 0.1or m= 、内径 0.08ir m= 。本研

究选择环氧树脂作为复合管的基材料，石墨作为增强纤维。石墨和环氧树脂的主

要物理性质为：弹性模量 1 144E GPa= ， 2 9.65E GPa= 和泊松比 0.3I IIv v= = 表示。所选

的纤维取向角会影响管道的抗拉应力和抗剪应力的能力，选定为 30 = 。流体的

密度分别由液相密度 3870l kg m = 、气相密度 30.7g kg m = 和外部流体密度

31025o kg m = 定义。此外，液相和气相的体积系数分别为 0.9lQ = 和 0.1gQ = 。为了

便于全面讨论两相流速度的影响，使滑移率 1 = 。利用这些参数和模态函数，借
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助四阶龙格-库塔方法计算方程的数值解。沿不同方向的位移和尾流变量的初始

值假设如下： 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

ˆ
ˆ 0 0, 0 0,

ˆ
ˆ 0 0, 0 0,

ˆ
ˆ 0 0, 0 0,

ˆ
ˆ 0 2, 0 0,

ˆ
ˆ 0 2, 0 0

u
u

v
v

w
w

p
p

q
q












= =




= =




= =




= =




= =



 (4-44) 

去除式(4-22)-(4-26)中的非线性项和外力项，并通过式(6-38)进行无量纲变换，

可以得到： 
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 (4-45) 
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 (4-46) 
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 (4-47) 

通过将式(4-43)代入式(4-45)-式(4-47)并结合式(4-44)，可以得到随液相流速

变化的三个方向上的前四阶固有频率 ( )1,2,3,4i i = ，如图 4-2 所示，可以发现随着

液相流速的提升，管道在 y 和 z 方向上的前四阶固有频率明显降低，而 x 方向上的

固有频率几乎保持不变。此外， x 方向上的固有频率远大于另外两个方向的固有

频率，这会让管道在 x 方向上产生更大的振动响应。此外，可以观察到，在 ˆ0 6lV 

的范围内，管道在 x 和 y 方向上的固有频率随着液相流速的增加而降低，当一阶

固有频率降至零时，管道发生屈曲失稳，此时的液相流速值即为临界流速。 

通过令固有频率等于零并改变轴向张力值，可以得出随轴向力变化的临界速

度曲线。如图 4-3 所示，这表明临界流速和轴向张力之间存在明显的线性关系。

此外还发现，更大的轴向张力会导致液相的临界速度更高。 
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(a) x 轴方向 

 

(b) y 轴和 z 轴方向 

图 4-2 复合管的固有频率随液相流速变化图 

 

图 4-3 液体临界流速与轴向张力之间的关系图 

 

(a) 管道长度的四分之一位置 

 

(b) 管道的中点位置 

图 4-4 FRC 管和纯金属管受到的应力响应比较图  

由纤维增强复合材料(FRC)制成的管道显示出显著的优势，如结构强度的提
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高。为了说明这个问题，图 4-4 比较了纤维增强管和纯金属管在管道长度四分之

一和中间位置的应力响应。结果表明，纤维增强复合管在不同位置的应力幅值远

小于纯金属管，这证实了纤维增强管的优越性。图 4-5 比较了纤维增强复合材料

和纯金属管获得的位移响应的分岔图。从图中可以看出，纯金属管的响应位移远

高于 FRC 管，证明了在工程应用中纤维增强管强度方面的优势。 

 

图 4-5 FRC 和纯金属管(蓝点：FRC 管；红点：纯金属管)的位移响应分岔图的比较图 

 

图 4-6 当前工作和已发表的结果确定的后屈曲频率的变化比较图 
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图 4-7 输送气液两相流纤维增强管的有限元模型 

 

图 4-8 用解析方法和有限元方法获得的复合材料管道固有频率的比较图 ( )1, 0.9lQ = =  

在分析超临界状态下的振动响应之前，有必要确认研究的正确性。图 4-6 展

示了后屈曲的前四阶固有频率与液相速度之间的联系，表明结果与参考文献[45]中

的曲线非常吻合，从而验证了本研究的准确性。为了进一步验证本方法的准确性，

我们比较了本方法和有限元方法(FEM)获得的复合管的频率和响应。首先，选择

碳纤维和环氧树脂材料来模拟材料的增强纤维和基体材料，并通过进行反对称变

换来创建五层复合材料。然后，选择石油和天然气的混合物来模拟气液两相流。

建立了输送两相流的纤维增强复合材料管道的有限元模型，如图 4-7 所示。通过

进行有限元模拟，获得了自由振动中的固有频率和响应位移。图 4-8 和图 4-9 显
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示了通过本方法和有限元法确定的纤维增强复合材料管的固有频率和位移响应

的比较。由于网格划分和边界条件的近似，本方法和有限元方法在超临界情况下

管道的固有频率差异很小。此外，这两个位移解有着良好的一致性，进一步表明

目前的解是准确的。 

 

图 4-9 通过本方法和有限元方法获得的复合材料管的位移比较图 ( )5 , 0.9l lU m s Q= =  

一旦液相流速超过临界阈值，就会沿 y 和 z 方向发生屈曲。由于涡流产生的

脉动压力，总位移可分为屈曲平衡位移和振动位移两部分[25]：  

 ( ) ( ) ( )1 2
ˆ ˆ ˆ, ,v v v    = +  (4-48) 

 ( ) ( ) ( )1 2
ˆ ˆ ˆ, ,w w w    = +  (4-49) 

振动位移的变量 ( )2
ˆ ,v   和 ( )2

ˆ ,w   通过式(4-43)分离出来。在将屈曲平衡位移

变量 ( )1̂v  和 ( )1ŵ  代入式(4-39)和式(4-40)并删除与时间相关的项后，屈曲平衡方

程可得出[28]： 
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振动方程的相应边界条件为： 
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假设
1 1 1v̂ = 和

1 2 1ŵ  =  [28]，将边界条件代入式(4-50)和式(4-51)中，表达式可

改写为： 

 
( )

( )

2 2 2

1
1 122 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ 2

l l g lV V m m
v




   

+
=

−+
 (4-53) 
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 (4-54) 

通过将式(4-48)和式(4-49)代入式(4-39)和式(4-40)中，描述屈曲行为的动力学

控制方程为： 
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 (4-56) 

利用伽辽金方法分离式(4-55)和式(4-56)中的变量，可以得出复合材料管在后

屈曲状态下的一组常微分控制方程。求解这些方程可以计算沿 y 和 z 方向的位移，

以分析管道的涡激振动响应特性。由于响应取决于固有频率，因此消除了非线性

项、阻尼项和涡激力项，从而推导出频率方程以供进一步研究。 
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在分析涡激振动特性之前，确定截断模态的数量是非常必要的。因此，本研

究将截断模态数设置为 6n = 。此外，液相的无量纲速度设定为 ˆ 6lV = ，而外部速度

设定为 2eU m s= 。图 4-10 为六阶截断条件下复合管的涡激振动响应分岔图，该复

合管在沿 y 和 z 方向的输送超临界状态的液气两相流。横轴表示不同的轴向力大

小，而纵轴表示响应的最大值和最小值。图 4-11 展示了复合管的位移响应随截

断模态数的变化。可以观察到，当考虑超过六阶伽辽金截断时，结果的准确性不

会受明显改变。因此，本研究选择六阶伽辽金截断来研究复合管的动力学。 

 

(a) y 轴方向 

 

(b) z 轴方向 

图 4-10 六阶截断下处于超临界状态管道的分岔图 ( )ˆ 2, 6l eV U m s= =  

 

图 4-11 复合管响应位移随截断模态数的变化图 ( )ˆ 2, 6 , =8l eV U m s = =  
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4.4 非线性涡激振动分析 

下面将讨论屈曲振幅和固有频率之间的关系。在讨论之前，提出了一些条件

和假设：由于频率方程在 y 和 z 方向上的形式相似，因此只考虑了这两个方向中

的一个；超临界状态下管道的屈曲方向是随机的，
1 和

2 之间的关系可以很容易

地从式(4-53)和式(4-54)中推导出来，即 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

1 2 0
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 2l l g lV V m m       

 
+ = + − = 。

因此引入角度 来表示外部流动平面和屈曲平面之间的关系，如图 4-12 所示。

利用该角度，沿 y 和 z 方向的响应幅度可以分别表示为 ( )1 0 sin 180  =  和

( )2 0 cos 180  =  。 

x

yz

外流方向

平衡状态

屈曲状态

轴向张力

屈曲平面

外流平面

Θ 

 

图 4-12 屈曲平面和外流平面之间的空间关系图 

根据式(4-53)和式(4-54)，选择滑移率和液相体积系数作为控制参数来研究两

相流系统的屈曲行为。如图 4-13 所示，在不同的屈曲角 下，较高的滑移率会

导致 y 和 z 方向上较大的屈曲平衡位移。另外，图 4-14 中值得注意的是，在保持

其他参数不变的情况下，屈曲平衡位移随着液相体积系数的增加而增长。这意味

着，在输送非均匀两相流体的管道系统中，由于气泡流、段塞流等不同的流体状

态，系统的屈曲行为会发生变化。 
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(a) y 方向 

 

(b) z 方向 

图 4-13 复合管屈曲平衡位移随滑移率的变化图 

 

(a) y 方向 

 

(b) z 方向 

图 4-14 复合管屈曲平衡位移随液相体积系数的变化图 

图 4-15 和图 4-16 分别呈现了在液相滑移率和体积系数各异的条件下，一阶

固有频率与二阶固有频率随液相流速的改变情况。其中，二阶固有频率是本研究

着重关注的关键内容。从图中能够看出，较高的液相滑移率会使得前两阶固有频

率处于相对较小的数值范围。鉴于气相和液相在动能方面存在显著差异，这种复

杂的变化情形进一步凸显了开展相关研究的重要意义。在液相体积系数不断增加

的过程中，管道的一阶固有频率会随之上升，而此时其他相关参数均保持恒定。

与之相反，二阶固有频率却呈现出与一阶固有频率截然不同的变化趋势。 
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(a) 一阶 

 

(b) 二阶 

图 4-15 不同滑移率  下复合管的固有频率变化图  

 

(a) 一阶 

 

(b) 二阶 

图 4-16 不同液相体积系数 lQ 下复合管的固有频率变化图  

图 4-17 呈现出一阶与二阶固有频率在不同角度条件下 ( )0 -90= ，随液相流

速变化所呈现出的趋势。在诸多影响因素中，角度的改变对临界液体速度产生的

影响最为微弱。究其原因，在于式(4-46)以及式(4-47)当中，并未包含有关屈曲幅

值的项。此外，不同角度下的前屈曲频率几乎无法区分。比较分析表明，在所对

比的角度上，二阶固有频率随液相速度的变化小于一阶频率。 

图 4-18 描绘了不同值的液相流体速度下的前两阶固有频率。在达到临界速

度之前，一阶固有频率和二阶固有频率与轴向力 ̂ 的增大有明显的关系，表明存

在预屈曲状态。然而，速度超过临界值之后，更高的轴向力会导致频率降低和屈

曲行为的开始。 
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(a) 一阶 

 

(b) 二阶 

图 4-17 不同角度 下复合管固有频率的变化图 

 

(a) 一阶 

 

(b) 二阶 

图 4-18 不同轴向力 ̂ 下复合管道的固有频率变化图 

 

(a) y 方向 

 

(b) z 方向 

图 4-19 管道不同位置的最大响应幅值相对于外部流速的变化图 

图 4-19 显示了不同管道位置(包括四分之一、八分之三和管道中点处)的最大

响应振幅随外部流速的变化情况。在图 4-19 (a)中，沿 x 方向的最大响应振幅随着
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外部流速的增加而增加。具体而言，在 0.3eU m s= 时观察到局部峰值，振幅在达

到峰值后继续上升。相反，沿 z 方向的响应不同于沿 y 方向的响应。当 0.3eU m s=

时，振幅的局部谷值出现，振幅在达到谷值之前随着外流速度的增加而减小。此

外，振幅在外流速达到 0.6eU m s= 之前持续增长，然后在外流速达到 1.4eU m s= 之

前振幅减小，直到响应曲线中存在第二对局部谷值。当外流速 1.7eU m s= 时，管道

长度的八分之三和管道中点处的响应幅值急剧下降，管道中点处的响应位移接近

零。出现这种现象是因为沿 z 方向的位移仅包括振动分量；然而，沿 y 方向的位

移包含除振动分量之外的平均分量。随着外部流速的增加，振动位移减小，而平

均位移增加。 

 

(a) y 方向 

 

(b) z 方向 

图 4-20 不同滑移率下最大响应幅值相对于外部流速的变化图 

 

(a) y 方向 

 

(b) z 方向 

图 4-21 不同液相体积系数下最大响应幅值相对于外部流速的变化图 
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图 4-20 显示了不同流体滑移率下最大响应幅值随外部流速的变化。在图 4-

20 (a)中，当外部速度超过 0.35m s 时，可以观察到较大的滑移率会导致较大的响

应幅值。然而，当外部流体的速度不超过 0.35m s 时，情况正好相反。在图 4-20 

(b)中，当外部速度小于1m s 时，较大的滑移率导致 z 方向上的响应幅值较小。随

着外部速度的增加到大于1m s 时，振幅随滑移率变化的程度变得难以观察。图 4-

21 显示了不同液相体积系数下最大响应幅值随外部流速变化的规律。从图 4-21

中可以看出，当 0.8eU m s 时，体积系数越大， y 方向的响应幅值越大，z 方向的

响应幅值越小。然而当 0.8eU m s 时，结论正好相反。 

 

(a) y 方向 

 

(b) z 方向 

图 4-22 不同滑移率下，管道任意一点在两个方向上的位移包络图  

 

(a) y 方向 

 

(b) z 方向 

图 4-23 不同液相体积比下，管道任意一点在两个方向上的位移包络图  

通过保持其他参数不变，只改变两相流体的滑移率，可以得到图 4-22 来描
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述滑移率对管道任何位置位移的影响。由此可以观察到，滑移率的增长会导致 y

方向的位移增加，但 z 方向的位移减少。此外，管道的位移从管道边缘到中间逐

渐增加，在两个方向上管道中点附近达到最大值。同样，图 4-23 说明液相体积

比的提升会导致 y 方向位移的下降，但 z 方向位移会随之增加。 

图4-24显示了考虑不同轴向力和外部流速的管道沿线任何点的动力学响应，

表明 y 方向的位移随着外部流速的增加而增加，响应模式从一阶转变为三阶。沿

y 方向的振动位移峰值出现在管道的中点处。对于 z 方向的位移，当流出速度的

增加导致响应模式的变化时，最大位移从管道中间过渡到管道长度的四分之一和

四分之三处。当轴向张力从 ˆ 0 = 转变到 ˆ 10 = 时，则很难观察到 z 方向上的位移变

化。 

 

(a) ˆ 0 =  

 

(b) ˆ 0 =  

 

(c) ˆ 10 =  

 

(d) ˆ 10 =  

图 4-24 在不同的轴向张力和外部流速下，管道任意点处在两个方向上的位移包络图  
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在此基础上，确定了 0.375 = 位置管道的动态，以供进一步讨论。图 4-25 展

示了在不同外部流速和轴向张力下，最大响应幅值如何随液相速度变化。如图 4-

18 所示，轴向张力越大，液相的临界速度越高。此外，涡激振动响应的原点随着

不同的轴向张力而变化。从图 7-25 (a)和图 7-25 (b)中可以看出， y 方向上的最大

响应幅值随着液体流速的增加而增加，而 z 方向上的响应幅值首先上升然后下降。 

 

(a) 0.5eU m s=  

 

(b) 0.5eU m s=  

 

(c) 1.5eU m s=  

 

(d) 1.5eU m s=  

图 4-25 不同轴向力和外部流速下两个方向上最大响应幅值的变化图  

根据式(4-53)和式(4-54)，静位移随着液相速度的增加而增加，导致 y 方向上

的响应位移增加。在 ˆ 0 = 的情况下，最大峰值出现在液相流速为 ˆ 5lV = 的节点。此

外，对应于最大峰值的液体速度随着轴向张力的增加而增加。与图 4-25 (a)类似，

图 4-25 (c)显示了相同的趋势，尽管它们的外部流速不同。如图 4-25 (d)所示，当

液相流速增加时，最大响应幅值减小。原因是管道在 z 方向上的峰值响应是在液
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相流速达到 ˆ 3.2lV = 之前达到的。达到该峰值后，随着液相流速的增加，最大响应

位移开始下降。图 4-26 (a)和图 4-26 (b)说明，在较低的外部流速下 ( )0.5eU m s= ，

管道从 y 和 z 方向的准周期运动切换到周期运动。此外，图 4-26 (c)和 4-26 (d)说

明，在较高的外部流速下 ( )1.5eU m s= ，管道在两个方向上都会经历周期性振动。 

 

(a) 0.5eU m s=  

 

(b) 0.5eU m s=  

 

(c) 1.5eU m s=  

 

(d) 1.5eU m s=  

图 4-26 不同外流速下超临界状态下管道位置 0.375 = 处的响应位移分岔图  

为了进一步探索外部流体速度对管道涡激振动的影响，引入了一个外流速的

无量纲参数 ˆ
rU ，定义为 ( )1

ˆ
r e y oU U r = ，其中， 1y 是管道在 y 方向上的一阶固有频

率。如图 4-27 所示，在超临界状态下，y 方向上的最大响应位移随着轴向张力的

增加而减小。当内部速度 ˆ 5lV = 时，z 方向上的最大响应位移随着轴向张力的增加

而减小，除非外部速度在 ˆ2 6rU  和 ˆ 15rU  范围内。因此，当内部速度 ˆ 6lV = 时，
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除了 ˆ1 4rU  和 ˆ11 16rU  的情况外， z 方向上的最大响应位移随着轴向张力的增

加而减小。图 4-26(a)和图 4-26 (b)显示，当 ˆ 6rU  和 ˆ 15rU  时，轴向张力较大的管

道的响应幅值可能超过轴向张力较小的管道的幅值。根据前面的讨论，在超临界

状态下，管道的轴向张力增长和固有频率降低导致 y 和 z 方向的振动位移增加。

随着轴向张力的增加，静态位移下降，最终导致 y 方向上的总位移下降。同样地，

图 4-27 (c)和图 4-27 (d)说明在较小的轴向张力下，一阶固有频率 1y 较高会导致

频率大于涡流脱落的频率，表示为 1s r t yU S = 。 

 

(a) ˆ 5lV =  

 

(b) ˆ 5lV =  

 

(c) ˆ 6lV =  

 

(d) ˆ 6lV =  

图 4-27 不同轴向力和液相速度下管道在 0.375 = 位置处两个方向上最大响应幅值的变化图  

当轴向张力随时间变化时，管道将经历涡激振动和参数振动的联合激励，其

表达式为 ( )1 2
ˆˆ ˆ ˆ cos t   = +  。无量纲参数 ( ) ( ) 2ˆ

t p a l g tm m m m EI L = + + + ，其中 t 表
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示角频率， 1̂ 表示静张力， 2̂ 代表张力幅值。为了避开在 z 方向上发生锁定的范

围，参数设置为 ( )ˆ ˆ9, 5r lU V= = 。图 4-28 显示了不同张力幅值和速度下， 0.375 = 位

置处的最大响应幅值随张力振幅与一阶固有频率的比值变化的情况。从图 4-28 

(a)中可以明显看出，较大的轴向张力幅值会导致沿 y 方向的振动幅值较大。然而，

当张力幅值从 2 转变为 3 时，在 11.2 1.4t y   范围内，最大响应幅值实际上会减

小。同样，除了在 11.3 1.5t y   的情况， z 方向上的响应幅值随着张力幅值的增

加而增加。与 y 方向上的最大响应幅值不同， z 方向上的响应幅值波动更剧烈。

总之，通过改变时变张力的值可以抑制涡激振动。 

 

(a) 

 

(b) 

图 4-28 管道 0.375 = 位置处的最大响应幅值与张力幅值之间的关系图

( )1
ˆ ˆ ˆ9, 5, 5, 0.5r l eU V U m s= = = =  

4.5 本章小结 

在本节内容中，借助数值模拟的方法，对管道在屈曲前与屈曲后的非线性动

力学行为展开深入探究。依据哈密顿原理并融合欧拉-伯努利梁理论，构建起该

系统的三维控制方程，随后采用四阶龙格-库塔方法进行求解。针对滑移率、液相

体积系数以及外部流体速度这几个因素，详细分析了它们在液相屈曲前后对管道

行为以及临界速度造成的影响。通过对这些因素进行合理调整与定制，能够实现

对非线性涡激振动的有效控制。进一步深入研究了在轴向张力控制条件下，管道

于后屈曲状态下的非线性涡激振动响应情况。此项研究成果，对于复合纤维增强
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管道在设计以及实际操作过程中，具有极为重要的现实意义。具体而言，主要结

论如下： 

(1) 屈曲面和外流面之间的夹角对液体临界速度的影响相对较小。随着该角

度不断增大，水平方向上的固有频率会逐渐降低。 

(2) 当流体滑移比逐渐增大时，屈曲平衡位移会随之增大，而前两个固有频

率则会相应减小。并且，屈曲平衡位移会随着液相体积系数的增大而呈现增大的

趋势。同时，固有频率也会依据液相体积系数的变化而发生相应的改变。 

(3) 随着轴向张力的不断增大，液相临界速度也会随之升高。在达到临界流

速之前，轴向张力越高，固有频率也会越高；一旦超过临界流速，这种关系则相

反。 

(4)液相流速超过临界值，进入超临界状态时影响显著。在这种状态下，轴向

张力的增加会导致固有频率的降低和竖直方向上位移的增加，这就迫切需要对管

道运行进行管理，以防止这种后果超过临界值。 

(5)随着张力幅值的增大，管道在超临界工况下的最大响应幅值也随之增大。

因此，可以通过限制轴向张力的幅值来抑制管道的涡激振动。此外，张力幅值的

增大可以带来更好的振动抑制效果。 

(6)与传统管道相比，在输送液气两相流的管道中引入纤维增强复合材料可

以提高管道的结构强度，降低管道在超临界工况下的响应幅值。 
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第 5 章 总结和展望 

5.1 总结 

为了改善工程中输流管道的工作环境，有效地抑制工作中产生的振动和噪

声，本文提出采用纤维增强复合材料来构造管道结构。基于欧拉-伯努利梁理论，

利用哈密顿变分原理建立了输送两相流纤维增强复合管道的动力学控制方程。对

于不同工作环境下产生的振动分别进行了分析。通过分析系统的振动响应得到了

管道的振动特性，并揭示了纤维增强材料相较于传统纯金属管道的优越性。此外，

通过对管道输送的流体参数和管道响应进行参数分析，发现了输送的两相流体对

管道的振动会产生不可忽视的影响。 

（1）建立了一种新型的纤维增强复合材料输送固液两相流管道的非线性动

力学模型，研究了管道的非线性力学行为，通过对人造材料的调整，可以提高管

道的结构强度和系统的稳定性。基于哈密顿原理，推导了大变形管道的非线性横

向控制方程。利用解析法得到了结构的后屈曲位形。 

（2）采用同伦分析规则得到了结构在非线性自由振动下的闭响应。通过数

值算例说明了纤维取向角和滑移比等参数对复合材料管材后屈曲、液相临界流速

和非线性频率等非线性行为的影响。为工程中输送固液两相流体的复合材料管道

振动的被动控制提供了参考。 

（3）研究了纤维增强复合材料管道在沿两个横向的外部激励下输送气液两

相流的非线性动力学。基于欧拉-伯努利梁理论，利用哈密顿变分原理推导了控

制管道沿两个横向运动的非线性方程。通过执行伽辽金截断来离散变量，得到一

组常微分方程。微分求积法用于预测数值模式。 

（4）利用谐波平衡法结合伪弧长方法来跟踪解曲线的运动轨迹；通过数值

算例讨论了液相速度、激励振幅、液相体积系数、阻尼系数、纤维取向角等因素

对频率响应的影响。通过数值模拟进一步探讨了分岔和混沌等非线性动力学演化。

解决了实际工程应用中输送气液两相流的复合材料管道的设计问题。 

（5）使用数值模拟研究了管道在屈曲前后的非线性动力学。利用哈密顿原

理和欧拉-伯努利梁理论，建立了系统的三维控制方程，并采用四阶龙格-库塔方
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法求解。 

（6）分析了滑移率、液相体积系数和外部流体速度对液相屈曲前后行为和

临界速度的影响，可以对其进行调整/定制以控制非线性涡诱导行为。它进一步探

讨了管道在轴向张力控制下的后屈曲状态下的非线性涡激振动响应。这项研究的

结果对复合纤维增强管道的设计和操作具有重大的实际意义。解决了输送气液两

相流的复合材料管道在超临界状态下的涡激振动控制问题，并且为海洋钻井立管

系统等工程应用中输送液气两相流的管道设计提供重要参考。 

 

5.2 展望 

由于目前输送两相流纤维增强复合管道的研究较少，再加上本人的能力有

限，因此本文仍存在部分难点需要更深入的研究探讨： 

（1）考虑到管道输送的是两相流体，采用滑移率来表示两相之间的速度关

系，当输送固液两相流体的时候，流体中的固相在通过管道时可能在流体中沉淀，

以及对管道产生一定程度的磨损； 

（2）本研究考虑的两相流是分层流，实际中两相流流型可能是其他流型，

比如气泡流、段塞流和环形流以及多种流型共存的情况； 

（3）本研究是基于欧拉伯努利梁理论来对管道进行建模的，当管道的长径

比不满足条件的时候则不适用，即本研究不适用于 Timoshenko 型输流管道。  
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其中
1E  和 

2E  纤维增强复合管的两种材料的杨氏模量，
sG 代表剪切模量， I  

和 II  代表泊松比。 
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