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粘合中平衡对和相对倾斜对象的若干研究

摘要

在代数学与同调代数的研究中，阿贝尔范畴及其衍生结构（如粘

合（Recollements）、平衡对（Balanced Pairs）等）是刻画代数结构

与模理论的核心工具. 倾斜理论作为同调代数的重要分支，不仅在表

示论、代数几何和数学物理中有着广泛应用，其与阿贝尔范畴结构的

结合更是近年来的研究热点. 粘合作为一种通过“两边”范畴刻画“中

间”范畴的强有力工具，能够揭示不同范畴之间的深层联系，而平衡

对与倾斜对象的保持性问题则是理解这种联系的关键切入点. 本文

主要讨论了相对倾斜对象（Relative Tilting Objects）的概念和性质，

以及阿贝尔范畴的粘合中平衡对和相对倾斜对象之间的保持关系.

主要从以下两个部分进行展开：

首先介绍了伴随对（Adjoint Pairs）、平衡对和粘合的基本概念

和性质，给出了反变有限子范畴，可容许子范畴在函子作用下的保持

关系. 主要证明了阿贝尔范畴的粘合中 ( , , )A A AR   平衡对的保持关系.

也就是说，在阿贝尔范畴的粘合中，两边范畴中的平衡对可以诱导出

中间范畴的平衡对，反之，中间范畴的平衡对也可以诱导出两边阿贝

尔范畴中的平衡对.

其次，利用相对同调的方法，借助可容许平衡对 ( , )X Y ，引入了

相对倾斜模（简称 Xn  倾斜模）的概念，类似于Bazzni关于n 倾斜

模的等价刻画，给出了 Xn  倾斜模的一个等价刻画. 最后对比粘合

中平衡对的保持关系，证明了 Xn  倾斜模在粘合中的保持关系.

关键词：伴随对，反变有限子范畴，平衡对，粘合， Xn  倾斜模
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Research on Balanced Pairs and Relative Tilting Objects in

Recollements

ABSTRACT

In the study of algebra and homological algebra, Abelian categories

and their derived structures (such as recollements, balanced Pairs, etc.)

are the core tools for characterizing algebraic structures and modular

theory. Tilting theory, as an important branch of homological algebra, is

not only widely applied in representation theory, algebraic geometry and

mathematical physics, but also its combination with Abelian category

structures has been a research hotspot in recent years. Recollements, as a

powerful tool for depicting the "middle" category through the "two sides"

category, can reveal the deep connections among different categories, and

the issue of the retention of the balance pair and the inclined object is the

key entry point for understanding this connection. This thesis mainly

discusses the concept and properties of relative tilting objects, as well as

the maintenance relationship between balanced pairs and relative tilting

objects in the bonding of abelian categories. It is mainly carried out from

the following two parts:

Firstly, the basic concepts and properties of adjoint pairs, balanced

pairs and recollements are introduced, and the preservation relationship of

the contravariant finite subcategory and the permissive subcategory under

the action of functors is given. It mainly proves the maintenance
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relationship of balanced pairs in the recollements of abelian categories.

That is to say, in the recollements of abelian categories, the balanced pairs

in the two categories can induce the balanced pairs in the middle category,

and conversely, the balanced pairs in the middle category can also induce

the balanced pairs in the two abelian categories.

Secondly, by using the method of relative homology and with the aid

of admissible balanced pairs, the concept of the relative n  tilting

modules (referred to as the Xn   tilting modules ) was introduced,

similar to Bazzni's equivalent characterization of the tilting modules, and

an equivalent characterization of the Xn   tilting modules was given.

Finally, by comparing the maintenance relationship of balance pairs in

recollements, the maintenance relationship of the Xn   tilting modules

in recollements was proved.

Menghui Liu ( Mathematics)

Supervised by Peiyu Zhang

KEY WORDS: Adjoint pairs, Contravariantly finite subcategories,

Balanced pairs, Recollements, Xn   tilting modules
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第 1 章 绪论

1.1 研究背景

首先介绍一下同调代数的历史，同调代数最初是在拓扑学中出现的[1]，也就

是同调群的构造. 这种构造将拓扑空间的性质与他的同调群的性质联系起来，从

而可以通过同调群的差别来说明拓扑空间的差别. 后来，这种同调的结构在一些

更加抽象的数学对象上也被发现了，比如模范畴，就具有了同调结构. 而模范畴

又是阿贝尔范畴的特例，于是，同调结构就推广到了阿贝尔范畴，然后就是更加

抽象的层，一种特殊的函子范畴，同样具有同调结构.

粘合这一概念最早是由 Bernard Toën 和 Mikhail Kapranov 提出的，他们在

20 世纪 90 年代的研究中引入了这一术语. 具体来说，他们在研究三角范畴以及

它们在同调代数和代数几何中的应用时，形成了这一思想. 阿贝尔范畴的粘合是

由三个阿贝尔范畴和六个函子组成的特殊代数结构. 粘合的框架允许数学家们

在研究不同范畴之间的关系时获得新的视角，尤其是在处理同调理论、表示论和

代数几何等领域中. 这个概念强调了局部和全局结构之间的连接，成为现代范畴

论和同调代数中的一个重要工具. 阿贝尔范畴的粘合首先在[2]中进行了研究，最

终在[3]中完善. 近几年，Psaroudakis 和 Vitoria 在[4]中研究了阿贝尔范畴的粘合

与某些具有特殊结构的TTF三元组之间的等价对应关系. 2014年，Psaroudakis[5]

研究了阿贝尔范畴的粘合的全局维数、有限维数猜想和表示维数. 陈[6]从三角范

畴的粘合引入了阿贝尔范畴中加法子范畴的平衡对的概念. 他还研究了子范畴

中平衡对的各种性质. 我们知道平衡对是由余挠三元组自然产生的. 关于反变有

限子范畴的相对同调维数理论起源于 Dugas[7]的著作，目的是推广一些投射模的

标准理论. 他们证明了投射模具有经典同调维数的优良性质. Psaroudakis 明确

地研究了各种同调不变量和范畴的维数是如何在粘合中相互关联的. 特别是，他

证明了的A 同调维数可以被A和A的同调维数所影响. 需要指出的是，阿贝尔

范畴的粘合和三角范畴的粘合的概念是相似的.

平衡对是在范畴论和代数几何中的一个重要概念，通常用于描述一对结构元

素之间的平衡关系. 具体而言，一个平衡对由两个部分组成，它们在某种意义下

是相互关联且能够互相抵消的. 举例来说，在同调代数中，平衡对可以用来描述

同调群之间的关系，通常涉及链复形和同调复形之间的对应. 陈[8]在研究两个同
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伦范畴之间的三角等价时引入了平衡对的概念 . 进一步证明了当 R 为左

Gorenstein 时，Gorenstein 投射模的同伦范畴与Gorenstein 内射模的同伦范畴之

间存在三角等价. 郑[9]通过一个完全平衡对构造了一个三角范畴的粘合.

倾斜理论在其他代数领域也有广泛应用并产生重要影响，如在代数群、李代

数的表示、三角范畴和导出范畴等研究中. 在导出范畴中，对倾斜理论的研究有

助于更好地理解导出范畴的结构和性质，为解决相关问题提供新的思路和工具.

此外，在一般环上研究倾斜理论，进一步拓展了其应用范围和领域，使其在更广

泛的代数结构研究中发挥作用. 对于一个比较复杂的代数 A，可以通过构造一个

倾斜模 AT 使得 End( )AB T ，利用连接函子Hom ( , )A T  与  BT 来比较代数 A和

B上的模范畴，由相对简单且具体的代数 B的性质导出代数 A的部分性质. 因

此，与倾斜模相关的子模范畴是表示论和同调代数以及相对同调代数研究的重要

内容. 例如，之前的学者 Angeleri-Hügel 和 Coelho[10]， Bazzoni [11]和魏[12]考虑了

投射维数 n 的倾斜模，即 n 倾斜模. 倾斜对象在研究导出等价方面具有重要的

作用，而导出等价又与代数几何，拓扑李理论，丛理论和代数表示论密切相关.

Morita 通过引入投射生成子的概念提出了 Morita 定理，即两个环上的模范畴等

价当且仅当其中一个环同构于另一个环上投射生成子的自同态环. Brenner 和

Butler，Happel 和 Ringel 通过将投射生成子的概念推广到倾斜模，提出著名的

Brenner-Buter 倾斜定理，通过倾斜函子将一个代数上的模范畴与其上的倾斜模的

自同态代数的模范畴联系起来，建立了它们之间某些子范畴的等价关系，尽管它

们作为模范畴一般不等价，但它们却总是导出等价的. 基于之前学者的研究，作

为可容许平衡对的一个应用，我们思考是否能将这两部分联系到一起. 给出相对

倾斜模的一个类似于 n 倾斜模的 Bazzoni 刻画，并且研究粘合和相对倾斜模的

保持关系.

1.2 预备知识

定义 1.2.1[1] 我们把A 称为一个范畴，如果它由以下的三个要素构成：

(1) A 中包含一些对象，我们常用大写的英文字母来表示这些对象. 对象的

全体我们称为类，可记为ObA . 用 ObAA 或 AA ，表示 A是A 的对象，范畴



安徽工程大学硕士学位论文

3

中至少要包含一个对象；

(2) 对于任意对象的有序对 ( , )A B ，存在集合Hom ( , )A BA ，我们把其中的 g称

作是 A到 B的态射，可记为 : g A B，g满足以下条件：如果 A A' 或 B B' ，

那么Hom( , ) Hom( , )A B A B   ，

(3) 对于任意对象的有序三元组 ( , , )A B C ，我们可定义如下的集合之间的映

射：

Hom( , ) Hom( , ) Hom( , )A B B C A C 

( , )g h hg

我们把其中的态射 hg称作态射 g与态射 h的合成，合成运算符合下述两个条件：

(1) 态射的合成 hg具有结合律；

(2) 每个对象都有恒等态射.
定义 1.2.2[1] 范畴A 称为加法范畴，如果A 具有下述性质：

(1) A 具有零对象；

(2) 对于任意的对象 A和B， Hom ( , )A BA 有Abel群的结构(其运算记为+ )，

使得对于任意的态射：

Hom ( , )g A B A ， , Hom ( , )f h B C A 和 Hom ( , )Ag C D

都存在：

   f h fgg hg 和   hg f h g f g   

对于任意的对象 A和 B，A 中存在余积 A B .

此时，Abel群Hom ( , )A BA 的单位元 ,0A B ，就是零态射 ,0A B .

定义 1.2.3[1] 加法范畴之间的函子 : A BF 称为加法函子，如果对于A 中任

意对象 A和 B，有：

   : Hom , Hom ,F A B FA FBA B

f Ff

是群同态，即对于任意的 , Hom ( )f g A,B A ，有： ( )  F f g Ff Fg .

定义 1.2.4[1] 加法范畴A 称为阿贝尔范畴，如果满足下述条件：

(1) A 有核和余核；

(2) 对A 中的每个态射 : f A B，典范态射： can:Coim( ) Im( )f f 是
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同构.

定义 1.2.5[8] 阿贝尔范畴A 中，设 C A 且 C 是在直和下封闭的满子范畴，令

AA ，存在一个态射 :f C A 且 f 被称为 A的一个右C 逼近，如果 CC ，

且从C 中的任意对象到 A的任何态射都通过 f 分解. 对偶地，我们可以定义左

C 逼近.

定义 1.2.6[8] 阿贝尔范畴中M 的C 分解是复形：

2 1 0 0     C C C M ，

其中 0i ， CiC ，使得对于每一个 CC 作用Hom ( , )C C 函子后正合. 我们定

义M 的C 分解为  C M ，其中：

2 1 0 0     C C C C ，

C 是M 的删项C 分解. 对偶地，我们可以定义C 余分解.

定义 1.2.7[8] M 的C 维数，记为M 的 dimC  ，定义为：

inf { n |存在正合序列 1 00 0     nC C C M ,

使得作用Hom ( , )C C 函子后保持正合，且任意的 CiC }.

如果不存在这样的正整数，那么 dimC  =  . 定义 A 的整体 C  维数

（ dimC A ），是对于A 中的所有对象C 分解维数的上确界.

定义 1.2.8[8] D的一个子范畴C 被称为是反变有限的，如果对于任意的 DD ，

均存在一个右C 逼近[3]，也就是说，存在一个对象 CC 和态射 : f C D使

得对任意的 CC 都有Hom ( , )A C f 是一个满射. 即存在如下的交换图：

图 1-1

对偶地，我们可以定义共变有限子范畴.

定义 1.2.9[8] 设 ,X Y 是阿贝尔范畴A 的两个加法子范畴，范畴对 ( , )X Y 被称为一

个平衡对，如果它满足下述条件：

(1) X 是反变有限子范畴，Y 是共变有限子范畴；
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(2) 对于任意对象M ，存在一个X 分解 • X M 使得对于所有的 YY ，

应用函子Hom ( , )YA 作用后，该分解是正合的，即该X 分解是Y 余正合的；

(3) 对于任意对象N ，存在一个Y 余分解 •N Y 使得对于所有的 XX ，

应用函子Hom ( , )X A 作用后，该分解是正合的，即该Y 分解是X 余正合的.

1.3 研究内容与结构安排

在现代代数学领域，阿贝尔范畴作为一类具有良好性质的范畴，是同调代数、

代数表示论等方向的核心研究对象. 阿贝尔范畴的粘合理论通过构造范畴间的

层叠关系，为研究不同范畴的结构关联提供了有力工具，在模论、三角范畴局部

化等研究中发挥着关键作用. 平衡对与倾斜对象作为描述阿贝尔范畴内特殊结

构的重要概念，前者刻画了范畴内对象类的相互作用关系，后者则在同调维数控

制、导出范畴结构分析中具有重要意义. 近年来，学者们围绕这些概念的性质及

相互关系展开深入探索，但在粘合框架下，平衡对与倾斜对象的内在联系及传递

性质仍存在研究空白.

本文聚焦于相对倾斜对象的概念与性质，以及阿贝尔范畴粘合中平衡对与相

对倾斜对象的保持关系. 研究从两方面展开：首先，系统梳理伴随对、平衡对及

重粘合的基础理论，揭示反变有限子范畴、可容许子范畴在函子作用下的保持规

律，创新性地证明了阿贝尔范畴粘合中平衡对的双向保持关系，即两边范畴的平

衡对可诱导中间范畴的平衡对，反之亦然，为研究范畴间结构的协同性提供了新

视角. 其次，基于相对同调理论与可容许平衡对，引入相对倾斜模的概念，并借

鉴 Bazzni 关于倾斜模的等价刻画思路，给出相对倾斜模的新等价刻画. 在此基础

上，对比平衡对的保持规律，进一步证明了相对倾斜模在粘合体系中的保持性质，

完善了阿贝尔范畴粘合理论下特殊对象类的关联研究体系.
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第 2 章 平衡对和粘合

在本章主要研究了平衡对和粘合的保持关系，即对于阿贝尔范畴的粘合，如

何从左右两边范畴的平衡对诱导出中间阿贝尔范畴中的平衡对，反之，如何从中

间范畴的平衡对诱导出两边阿贝尔范畴中的平衡对.

设A 和B 是两个阿贝尔范畴， : A BF 和 : B AG 分别是A 和B 中

的加法函子. 如果对于任意的 AX 和 BY ，均存在同构：

Hom ( , ) Hom ( , )FX Y X GYB A ，

我们称函子对 ( , )F G 是伴随对. 众所周知，伴随对 ( , )F G 诱导出两个自然变

换，分别为：

: IdA GF  和 : IdBFG  .

对于任意的 AX 和 BY ，我们设伴随对的单位和余单位分别为 X 和 Y ，

可以定义：

, ( ) ( ): (Id ) : ( )X X F X F X X GF X   和 1
( ), ( ): (Id ) : ( )Y G Y Y G Y FG Y Y    .

对于任意的两个态射 Hom ( ( ), )f F X Y A ， Hom ( , ( ))Bg X F Y ，我们都有：

, ( ) ( )X Y Xf G f  和 1
, ( ) ( ) X Y Yg F g  .

如果 ( , )F G 和 ( , )G H 都是伴随对，那么我们称 ( , , )F G H 是伴随三元组.

2.1 平衡对与粘合的同调性质

下面是众所周知的结论.

引理 2.1.1 设函子对 ( , )F G 是伴随对，我们有：

(1) 对于任意的 AX 和 BY ，有：
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( ) ( )Id ( )F X F X XF  和 ( ) ( )Id ( )G Y Y G YG  

(2) F (或G )是满忠实的当且仅当 (或 )是同构.

定义 2.1.2[3][4] 阿贝尔范畴A 通过阿贝尔范畴A和A的粘合是指如下的加法函

子交换图，用 ( , , )A A AR   表示：

图 2-1

(1)  * !
*, ,i i i 和  *

! *, ,j j j 是伴随三元组；

(2) 函子 *i , !j和 *j 是满忠实的；

(3) *
*Im Keri j .

例 2.1.3[4][5] (幂等元诱导的粘合)设 A是一个环， e A满足 2 e e . 则由幂等元 e

可以诱导出一个模范畴的粘合 ( / , , )  R Mod A AeA Mod A Mod eAe ，具体如下：

图 2-2

事实上，关于粘合的例子有很多，有兴趣的读者可以参见[5，例 2.8-2.13].

命题 2.1.4 设 ( , , )A A AR   是阿贝尔范畴的一个粘合，我们有以下命题：

(1) *
! 0i j 和 !

* 0i j ；

(2) *i 和 !j是右正合函子， !i 和 *j 是左正合函子， *i 和
*j 是正合函子；

(3) 自然变换： * ! * *
* * * !Id , Id , Id , IdA A A Ai i i i j j j j       是自然

同构；

(4) 如果函子 *i 是正合的，那么 !
! 0i j 和 !j是正合的；如果函子 !i 是正合的，

那么 *
* 0i j 和 *j 是正合的.
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注 2.1.5[5，Remark2.2] (1) 伴随对
*

*( , )i i 的余单位
*

* IdAi i  是可逆的，伴随

对  !*,i i 的单位
!

*IdA i i 是可逆的；

(2) 伴随对
*

*( , )j j 的余单位
*

* IdAj j  是可逆的，伴随对  *!j j, 的单位

*
!IdA j j 是可逆的；

(3) 函子 *i 推导出A 与A的Serre子范畴
*

*Ker Imj i 之间的等价；

(4) 由于正合函子 *j 是一个完全忠实的左伴随子和一个完全忠实的右伴随

子，因此可以得出A 是A的一个局部化和余局部化子范畴，并且存在等价

/A A A  . 特别地，任何的粘合 ( , , )A A AR   都能推导出一个阿贝尔范畴的短

正合序列：

A A A    0 0 .

注 2.1.6[5，Remark2.5] 设 ( , , )A A AR   是阿贝尔范畴的粘合，并假设A 有足够的

投射对象和内射对象. 则函子 * : A Ai  保留投射对象，因为我们有伴随对

*
*( , )i i ，并且函子 * : A Ai   是正合的. 类似地，函子 ! : A Ai  保留内射对象.

设 A是A的一个对象，则 *( ) Ai A  ，且 projP A ，A 中存在一个 *( )P i A

的满射，应用函子 *i ，可以得到了 *( )i P A 与 *( ) projAi P  的满射. 因此，

范畴A有足够的投射对象.

2.2 阿贝尔范畴中平衡对和粘合的保持关系

令X 是阿贝尔范畴A 中的一个子范畴， Z 是A 中的复形. 倘若应用Hom

函子作用在复形 Z 后，Hom( , )X Z  对于任意的 X X 是无环的，我们称 Z 是右

X 无环复形. 对偶地，我们可以得到左Y 无环复形的定义.

如果C 中任意对象的右C 逼近是满射，那我们称A 中的反变有限子范畴C

是可容许的[8]. 等价于任意的右C 复形是无环的. 事实上，如果C 是可容许的，

我们考虑任意一个右C 无环序列：

0 0   f gM N L ，

其中 f 是单射，g 是满射的.
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设 MC M  和 LC L  分别是M 和 L的C 分解，我们很容易可以得到

下面的交换图：

图 2-3

其中    N M LC C C .

由于C 是可容许的， M 和 L 是拟同构的，所以， N 是拟同构的. 因此，由

于第二行是无环的，所以第一行是无环的. 相反，对于任意  AM ，存在一个

的右C 逼近正合序列：

0  K C M .

由于复形：

     0 Hom , Hom , Hom , 0A A AC K C C C M      ，

对于任意的 CC 是正合的，其中 是满射. 对偶地，我们可以得到A 的共

变有限子范畴C 是余可容许的.

如果X 是可容许的，那么平衡对 ( , )X Y 在阿贝尔范畴A 中是可容许的[8]. 由

[8，推论 2.3]知，一个平衡对 ( , )X Y 在阿贝尔范畴A 中是可容许的，当且仅当Y

是余可容许的. 如果 dimX A 是有限的，那么我们称平衡对 ( , )X Y 也是有限维

的.

根据[8，命题 2.2]知，如果X (或Y )是反变有限的(或共变有限)子范畴，则

( , )X Y 是平衡的当且仅当是右X 无环复形的类与左Y 无环复形的类重合.

我们定义：

 1| Ext ( , ) 0AX A XM M   

和

 1| Ext ( , ) 0AX A XN N    .

如果X Y 和Y X  ，则A 的子范畴中的 ( , )X Y 被称为余挠对[13]. 在阿贝
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尔范畴A 中，余挠对 ( , )X Y 被称为是完全的，若任意的 AM ， , XX X  和

, YY Y  ，均存在着两个短正合序列：

0 0   Y X M

和

0 0M Y X     .

如果X 是可解的，即它包含了所有的投射对象，扩张下封闭和满核下封闭，

则余挠对 ( , )X Y 被称为遗传的. 根据[8，命题 2.6]，如果余挠对 ( , )X Y 和 ( , )Y Z 是

完全遗传的，那么 ( , )X Z 是可容许的平衡对.

例 2.2.1 (1) 设 R是一个环， Proj ,  InjR R 是Mod R 中的平衡对，其中Mod R 是

右 R模范畴，ProjR (或 InjR )是Mod R 中的所有投射模(或内射模)构成的子范畴.

(2) 根据[14，15]可知，在有限Krull维数的交换 noetherian 环上，( , )GP GP 

和 ( , )GI GI 是完全遗传的余挠对，其中GP (或GI )是所有的Gorenstein 投射模

(或Gorenstein 内射模)的子范畴[16]. 如果它满足有限Krull维数和GP GI  ，那

么交换 noetherian 环 R被称为 virtually Gorenstein [17]. 因此，若在满足上述的情况

下， , , )GP GP GI GI （ 是完全遗传的余挠三元组. 由[8，命题 2.6]很容易得到

( , )GP GI 是平衡对.

(3) (参见[13，例子 8.3.2]) 设 R是一个环， ( )PP R 和 ( )PI R 分别是由纯投射

模和纯内射模组成的Mod R 子范畴. 则 ( ( ), ( ))PP PIR R 是Mod R 中的平衡对.

下面的引理是对阿贝尔范畴[18，引理 3.1]的推广，参见[19].

引理 2.2.2 设A 和B 是两个阿贝尔范畴， : A BF ， : B AG 是其中的

两个函子，函子对  ,F G 是一个伴随对. 如果C A 是A 中的反变有限子范畴，

那么 ( )CF 是B 中的反变有限子范畴. 若G是忠实的且C 是可容许的，则 ( )CF 也

是可容许的.



安徽工程大学硕士学位论文

11

证明：由于C 是A 中的反变有限子范畴，对于任意 BB ，存在一个 ( )G B 的右C 

逼近 : ( )f C G B .

我们需证明： ( ) : ( ) ( ) B F f F C FG B B 是右 ( )C F 逼近，即 ( )CF

是B 的反变有限子范畴. 实际上，对于任意的 g和 CX ，我们只需要找到一个

态射，使得下图可交换：

图 2-4

由于 f 是 ( )G B 的右C 逼近，我们有以下交换图：

图 2-5

即 ( ) Xfh G g  .

我们考虑下面的交换图：

图 2-6

即 ( ) ( )F X Bg FG g  .由引理 2.1.1，得到：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( )    F X X B X B X B Bg g F FG g F F G g F fh F f F h        .

因此存在态射： ( ) : ( ) ( )F h F X F C ,使得 ( ) ( ) Bg F f F h ，即 ( )CF 是B 的

反变有限子范畴.

因为C 是可容许的，f 是满射. 注意到G是忠实的当且仅当对于任意 BB ，
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有余单位： ( ) B FG B B ，是满射. 通过上面的讨论，因为 F保持满射，所

以 ( )BF f 是满射. 也就是说， ( )CF 也是可容许的. 

我们不知道引理 2.1.2 的逆是否为真，但我们有以下结论.

引理 2.2.3 设A 和B 是两个阿贝尔范畴， : A BF 是一个加法函子，C 是A

的一个子范畴，使得 ( )CF 是B 的共变(或反变)有限子范畴. 如果 F 是满忠实的，

那么C 是A 的共变(或反变)有限子范畴.

证明：对于任意 AA ，由于 ( )CF 是B 的共变有限子范畴，因此存在一个左

( )C F 逼近： : ( ) ( )f F A F C ，因为 F 是满忠实的，所以存在同构：

Hom ( ( ), ( )) Hom ( , )F A F C A CB A ，

我 们 称 : f A C 是 一 个 左 C  逼 近 ， 即 它 是 f 的 原 像 . 因 为

Hom ( , ( ))B f F C  对于任意的 CC 是满射，所以Hom ( , )A f C 也是满射，即C 是A

的共变有限子范畴.
对偶地，可以得到 ( )CF 是B 的反变有限子范畴. 如果 F 是满忠实的，那么C

是A 的反变有限子范畴. 

为了证明本节的主要结果，我们还需要进行以下讨论.

命题 2.2.4 设A 和B 是两个阿贝尔范畴，设：

: , : , :B A A B B A  F G H

是加法函子，使得 ( , , )F G H 是伴随三元组. 如果阿贝尔范畴B中的 ( , )U V 是平衡

对，则 ( ( ), ( ))U VF H 是阿贝尔范畴A 中的平衡对. 另外，如果函子G是忠实的且

阿贝尔范畴B 中的平衡对 ( , )U V 是可容许的，则阿贝尔范畴A 中的 ( ( ), ( ))U VF H

也是可容许的.

证明：根据引理 2.2.2 知， ( )UF 是阿贝尔范畴A 中的反变有限子范畴. 设 M 为

A 中的复形.

Hom ( ( ), )F M 
A U 是无环的 Hom ( , ( ))G M 

A U 是无环的(因为  ,F G 是伴随对)
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 Hom ( ( ), )G M 
A V 是无环的(因为 ( , )U V 是平衡对)

 Hom ( , ( ))M H
A V 是无环的(因为  ,G H 是伴随对)

因此，由[8，命题 2.2]知， ( ( ), ( ))U VF H 是阿贝尔范畴A 中平衡对.

另外，如果G是忠实的且平衡对 ( , )U V 是可容许的，由引理 2.2.2 知，我们

得到 ( )UF 是可容许的. 即 ( ( ), ( ))U VF H 在阿贝尔范畴A 中是可容许的. 

定理 2.2.5 设 ( , , )A A AR   是阿贝尔范畴中的一个粘合. 设范畴对 ( , )X Y  和范畴

对  ,X Y  分别是A和A中的平衡对，令：

* *{ | , }X A X XX i X j X     ， ! *{ | , }Y A Y YY iY j Y    

则下列陈述命题成立：

(1) * ! *, ,X X Y Y X Xi i j     和 *Y Yj  ；

(2) * *
! *( , )X Yj j j j 是一个平衡对. 如果范畴对 ( , )X Y  是可容许的，且 *j 是忠

实的，那么 * *
! *( , )X Yj j j j 也是可容许的；

(3) 如果 ( , )X Y  是有限维的且 *j 是忠实的，那么 * *
! *( , )X Yj j j j 是有限维的.

证明：(1) 要证 *X Xi  ，即证 *X Xi  和 *X Xi  成立即可.

显然， *X Xi  . 根据命题 2.1.4，我们有： *
*X Xi i  和 *X Xi   ，即 *X Xi  .

所以 *
*X Xi i  .同理，我们可以证明其他三个等式也成立.

(2) 我们注意到： * *
! * ! *( , ) ( , )X Y X Yj j j j j j  ，根据命题 2.2.4，我们可以很容易

地证明出结果.

(3) 设 dimX A n   . 对于任意的 AA ，由于 *
! Xj j 是反变有限子范畴，因此

存在一个 *
!Hom( , )j j  X 环复形：

* * *
! ! 1 ! 0 0      nd

nj j X j j X j j X A ，

其中每个 XiX . 即得到以下正合序列：

* * * * *
! ! ! ! 0 !Hom( , ) Hom( , ) Hom( , ) 0nj j j j X j j j j X j j A     X X X ，
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因为函子对 *
!( , )j j 是一对伴随对，我们可以得到以下正合序列：

* * * * * *
0Hom( , ) Hom( , ) Hom( , ) 0nj j X j j X j j A     X X X ，

由命题 2.1.4 知 *
!IdA j j  . 因此，可以给出 *j A的一个 *X Xj  分解，如

下所示：

** * * *
1 0 0      nj d

nj X j X j X j A ，

通过[8，引理 2.4]知，当 dimX A n   时，

* * * * *
1 1 !Ker( ) Ker( ) ''n nj d j d j j j j    X X X ，

注意到函子 *j 是正合且忠实的. 因此， *
1 !Ker( )nd j j  X .

从第一个正合序列中，我们可以知道 *
! dimj j X A 是有限的，从而我们可以

得到平衡对 * *
! *( , )X Yj j j j 是有限维的. 

证明定理 2.2.5 中定义的范畴对 ( , )X Y 是平衡对是非常有意思的. 遗憾的

是，我们不知道这个结论是否正确.

引理 2.2.6 设A 和B 是两个阿贝尔范畴，令

01
1 0 1: 

     ddL L L L

是阿贝尔范畴A 中的一个复形. 如果函子 : A BF 是正合且忠实的，那么 L

是无环的当且仅当 ( )F L 是无环的.

证明：由于函子F 是正合的，其必要性是显而易见的.

下面证明其充分性，由于： 01
1 0 1( ) : 

     FdFdF L FL FL FL ，

是无环的，且函子 F 是正合的，则上述正合序列的第 i处同调为：

1 10 ( ( )) Ker / Im (Ker / Im )i i i i iH F L Fd Fd F d d
    ，

注意到函子F 是正合且忠实的，所以： 1Ker / Im 0i id d   ，即复形 L 是无环

的. 

定理 2.2.7 设范畴对 ( , )X Y 是阿贝尔范畴A 中的一个平衡对，且函子 *j 是忠实的.

(1) * !( , )X Yi i 和 * *( , )X Yj j 分别是阿贝尔范畴A和A中的平衡对；
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(2) 如果平衡对 ( , )X Y 是可容许的，那么分别诱导出的阿贝尔范畴A和A

中平衡对 * !( , )X Yi i 和 * *( , )X Yj j 也是可容许的；

(3) 设范畴对 ( , )X Y 是有限维的. 如果 *
! X Xj j ，那么平衡对 * *( , )X Yj j 是

有限维的. 另外，若 *
*X X i i ，则 * !( , )X Yi i 也是有限维的.

证明：(1) 由命题 2.2.4 知， * !( , )X Yi i 是阿贝尔范畴A中的平衡对. 根据引理 2.2.2

知， *Xj 是阿贝尔范畴A的一个反变有限子范畴. 设 N 是A中的复形.

*Hom ( , )A Xj N 
 是无环的 *Hom ( , )A X j N 

 是无环的(因为 *
*( , )j j 是伴随对)

 *Hom ( , )A Yj N 
 是无环的(因为 ( , )X Y 是平衡对)

 * *
*Hom ( , )A Yj j N j

 是无环的(因为 *j 是忠实且正

合的和引理 2.2.6)

 *Hom ( , )A YN j
 是无环的(因为 *

* IdAj j  )

因此 * *( , )X Yj j 是平衡对.

(2) 通过命题 2.2.4 知， * !( , )X Yi i 是可容许的. 设 Q 是阿贝尔范畴A中的复形.

然后我们有：

*Hom ( , )A Xj Q
 是无环的 *Hom ( , )A X j Q

 是无环的(因为 *
*( , )j j 是伴随对)

*j Q
 是无环的(因为 ( , )X Y 是可容许的)

*
*j j Q 是无环的(因为 *j 是正合的)

Q 是无环的(因为 *
* IdAj j  )

所以 * *( , )X Yj j 是可容许的.

(3) 对于任意的 AA  ，当 ( , )X Y 是有限维时，存在 !Aj 的一个X 分解：

1 0 !0 0nX X X j A       ，

对于任意 i，有 XiX . 即，可以得到下面的正合序列：

0 !0 Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , ) 0A A AX X XnX X j A      ，


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注意到 *
! IdAj j  和 *

!( , )j j 是伴随对. 我们有下面的交换图：

图 2-7

由于 *
! X Xj j ，上面交换图的第二行是正合的，因此第一行也是正合的. 于

是有：

* * * *
1 0 !0 0nj X j X j X j j A A        ，

是 A的一个 *Xj 分解. 所以平衡对 * *( , )X Yj j 是有限维的.

对于任意 AA  ，由于 *Xi 是反变有限子范畴，因此存在一个 A的 *Xi 分

解：

* * *
1 0 0n

ni X i X i X A        ，

对于任意的 i，有 XiX  ，因此，有下面的正合序列：

* * * * *
0Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , ) 0A A AX X Xni i X i i X i A        

由于函子对 *
*( , )i i 是伴随对，则有下面的正合序列：

* *
* * 0 *Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , ) 0A A AX X Xni i X i i X i A      

这意味着：

** *
* * 0 * 0ni

ni i X i i X i A       ，

是 *i A的一个X 分解.

由[8，引理 2.4]我们可以得到下面的同构成立，因为 ( , )X Y 是有限维的，所

以 *
* 1 * 1 *Ker( ) Ker( ) X Xn ni i i i      ，注意到函子 *i 是忠实且正合的，因此我们

有 *
1Ker( ) Xn i  ，所以 * dimXi A n  ，即 * !( , )i X iY 也是有限维的. 

事实上，上述定理的证明可以得到下面两个不等式，分别是：

* dim dimX A X Aj    和 * dim dimX A X Ai    .
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第 3 章 Xn  倾斜模和粘合

在本章中，我们假设范畴对 ( , )X Y 是阿贝尔范畴A 中的可容许平衡对. 每

当子范畴X (或Y )出现时，我们假设它是可容许平衡对 ( , )X Y 的一部分. 这里我

们将给出关于 ( , )X Y 中的 Xn  倾斜模的概念，并得到 Xn  倾斜模的类似于

n 倾斜模的 Bazzoni 刻画[11].

3.1 Xn  倾斜模定义和基本性质

注意到函子 Ext ( , )i  A 是由第一个位置取投射分解后，使用反变函子

Hom（*，-）A 作用其删项复形，所得复形每个位置的同调群即为所得，也等价于

取第二个位置的内射分解，使用共变函子进行作用. 事实上，函子Ext ( , )i  A 是

由可容许的平衡对 ,P I（ ）诱导产生的，根据这个观点，我们用一般的可容许的平

衡对 ( , )X Y 替换平衡对 ,P I（ ），可得到一个相对的函子Ext ( , )i  A ，根据[8，引理

2.1]知，该函子的定义是良好的. 首先，我们给出下面的常见记号，在接下来的

内容中右X 零调复形，我们也称X 正合序列.

 ( )Gen : | 0X X XT K X T K   对于指标集 ,存在 正合序列： ，

 ( )Add : | IT K I J K J T  对于指标集 ,存在对象 ,使得 ，


1

| 1
Add :

0 0 AddX

X

n i

L n i n
T

T T L T T
      

       
对于某些 ,当 时,存在 正合序列：

,其中
，


1

| 1 Add
(Add ) :

0 0X

Xi
n

n

L i n T T
T

T T L

       
      
当 时,其中 ,存在 正合列：

，

1

| 1 Add
Pres :

0X

Xin

n

L i n T T
T

T T L

       
     
当 时,其中 ,存在 正合序列：

，

 1: | Ext ( ) 0X
X
iT M T M  , ，

01
1 0

| Add Im
:

0

X X
X

n

i i

T
f ff

n

M i T T f T

T T T M

      
        

对于所有的 ,其中 和 ,存在 正合序列：
.
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对偶地，我们可以定义它们的对偶概念分别为：Add TX ，(Add )nTX ，X T和

XT .

定义 3.1.1 设A 是一个阿贝尔范畴，且 AT . 那么称T为 Xn  倾斜模(相对于

( , )X Y )，如果满足以下条件：

(1) dimT n X ；

(2) T是X 自正交，即 ( )Ext ( , ) 0X
i IT T  ，所有的 0i  和所有指标集；

(3) 对于任意的 X X ，存在一个 X 正合序列：

00 0nX T T    

其中对于任意 i，有 AddiT T .

如果T满足上述条件(1)和(2)，则称T是部分 Xn  倾斜模.

例 3.1.2 (1) 很容易验证  Proj , InjR R 是Mod R 中的可容许的平衡对. 那么 n 

倾斜模[12]是相对于平衡对  Proj , InjR R 的 Projn  倾斜模.

(2) 由[8，命题 2.6]知，我们可以得到例 2.2.1 中的 ( , )GP GI 是可容许的平衡

对. 那么 Gorensteinn  倾斜模[20]是相对于平衡对 ( , )GP GI 的 GPn  倾斜模.

引理 3.1.3 设A 是一个阿贝尔范畴，其中 AT .

(1) 如果 GenU T X ，那么存在一个X 正合序列：

0 0   UV T U ，

其中 AddUT T ，应用函子Hom( , )T  后保持正合；

(2) 如果T是X 自正交，且 1Gen ( Pres )T T T  X
X X ，那么 X X  TT ；

(3) 如果T是 Xn  倾斜模，那么 GenT T X
X ，特别地， TT  X X .

证明：(1) 由于 GenU T X ，因此存在X 正合序列：

0 0UV T U    ，

其中 AddUT T ，所以赋值态射： : Uf T U 是满射，我们可以得到以下交换
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图：

图 3-1

很容易看出上面这个图是一个推出. 通过[21，第一部分]知，每个X 正合序列

的推出或拉回都是X 正合的. 因此，上图中的第二行是我们所需要的结果.

(2) 显然，我们可以得到 XX T T . 对于任意的 GenU T T X
X ，都存在一个

X 正合序列：

0 0   UV T U ，

其中 AddUT T ，并且由(1)知，应用函子Hom( , )T  后保持正合. 要证明 X V T

并不困难. 只需要利用维数转移，将此过程重复到V ，我们就可以证明 XTU ，

即 XX T T .

(4) 对于任意 X U T ，因为X 是反变有限且可容许的，我们取一个X 正

合序列：

10 0   UU X U ，

其中 XUX . 由于T是 Xn  倾斜模，因此存在一个X 正合序列：

'
00 0   U UX T X ，

其中 0 AddT T 和 AddXUX T  .

因此，我们得到了下面的交换图：
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图 3-2

很容易验证第三序列是可裂的. 即 UV U X   ，注意到，上面所有的序列都

是X 正合的. 从第二行中，得到 GenV T X ，即 GenU T X ，因此 GenT T X
X ，

特别地，由(2)知 X X  TT . 

引理 3.1.4 设T为X 自正交的. 可以得到：

(1) XT 在X 扩张和直和下是封闭的；

(2) Add TT T   X
X X . 特别地，Add TX 在直和下是封闭的.

证明：(1) 第一个命题的证明类似于马蹄引理. 我们假设 X   TU M N ，因此

存在一个X 正合序列：

0 0UU T U    ，

其中 XTU  ， AddUT T .

我们考虑下面的交换图：

图 3-3
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我们得到： X  TX N ，事实上，序列：

0 0U X N M N U       ，

是X 正合的. 由第一个命题知： X  TX N ，

因此我们可以通过递归推导出， XT 在直和下是闭合的.

(2) 这个命题的证明是容易解决的. 

引理 3.1.5 设T为X 正交的. 序列：

10 0     nV M M U ，

是X 正合的，其中 Xi TM ，则：

(1) 存在X 正合序列：

0 0   n nA B V

和

10 0     n nB T T U ，

其中 Xn TA 和对任意 i有 AddiT T ；

(2) 如果 X TU ，则存在一个X 正合序列：

0 0   A B V ，

其中 X TA 和 (Add )X nB T .

证明：(1) 我们对 n使用数学归纳法.

由于 1 X TM ，存在X 正合序列：

1 1 10 0   A T M ，

其中 1 X TA 和 1 AddT T .

我们考虑下面的交换图：
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图 3-4

那么第一列和第二行是需要证明的.

假设命题对 1n 成立. 设：Coker( )nV M V   ，通过假设，我们有X 正

合序列：

1 10 0n nA B V       ，

其中 1 Xn TA   .

我们考虑下面的交换图：

图 3-5

很容易看出上面所有的序列都是X 正合的.

根据引理 3.1.4， X TX . 因此存在X 正合序列：

0 0   n nA T X ，

其中 Xn TA 和 AddnT T .
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我们考虑图 3-6 的交换图：

图 3-6

那么第一列和第二行就是我们想要的结果.

(2) 由于 X TU ，则存在X 正合序列：

10 0   UU T U ，

其中 1 X TU 和 AddUT T .

设： 1 1Ker( )M U V  ，我们考虑图 3-7 交换图：

图 3-7

很容易看出上面的所有序列都是X 正合的. 根据引理 3.1.4， 1 X TN . 由

此我们可以得到X 正合序列：

2 10 0      n UV M M N T ，

通过(1)，我们完成了这个证明. 
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根据上述引理，我们可以给出如下结果.

命题 3.1.6 设T为X 自正交. 那么Pres ( ) Pres ( )n
T

n TX XX .

证明：我们只需要证明：Pres ( ) Pres ( )n
T

n TX XX .

对于任意的 Pres ( )T
nM  X X ，存在X 正合序列：

10 0     nK N N M ，

其中 Xi TN .

根据引理 3.1.5，存在X 正合序列：

10 0     nV T T M ，

其中 AddiT T . 即： Pres ( )nM T X . 

接下来，我们给出 Xn  倾斜模的一个性质，这对证明本节的主要结果很

有用(见定理 3.1.9).

命题 3.1.7 如果T是 Xn  倾斜模，则下列命题是等价的：

(1) X U T ；

(2) X TU ；

(3) Pres ( )nU T X .

证明：(1) (2)由引理 3.1.3(3)证明.

(2) (3)是显然的.

(3) (1)由于 Pres ( )nU T X ，存在X 正合序列：

10 0     nV T T U ，

其中对于任意的 i，有 AddiT T .

通过维数转移，我们可以得到：Ext ( , ) Ext ( , )i n iT V T U X X ，

由[8，命题 2.4]知，因为 dimT n X ，对于任意的 1i  ，我们有：

0 Ext ( , ) Ext ( , )i n iT V T U X X ，

即 X U T . 
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如果对于任意X 正合序列：

2 10 0     nC C C X ，

其中对于所有 i，有 CiC ，则 CX ，则称类 C 在 Xn  像下是封闭的. 与

Presn XC C 是等价的. 显然，类 1Pres TX 在1 X 像下是封闭的. 一般来说，我们

不知道 Presn TX 在 Xn  像下是否封闭. 但是如果 Presn TT  X
X ，那么根据引理

3.1.8，PresX
n T 在 Xn  像下是封闭的. 特别地，如果T是 Xn  倾斜模，则根

据命题 3.1.7， PresX
n T在 Xn  像下封闭.

引理 3.1.8 设A 是一个阿贝尔范畴，且T A .

(1) 如果Presn TT  X
X ，那么 XX T T 在 Xn  像下是封闭的；

(2) dimX T n  当且仅当 X T 在 Xn  像下是封闭的.

证明：(1) 由引理 3.1.3 (2)， XX T T ，由于：

)Pres ( ) Pres ( ) Pres (n n n
TT T  X

X X XX (由命题 3.1.6 知) X  T ，

X T 在 Xn  像下是封闭的.

(2) 假设存在X 正合序列：

1 0   nM M N ，

其中 X iM T ，其中1 i n，设 1ker( )i i iN M M   ，其中 0 M N .

通过维数转移，我们可以得到对于任意的 i，有：Ext ( , ) Ext ( , )i n i
nT N T N X X ，

由于 dimX T n  ， X N T ，即 X T 在 Xn  像下是封闭的.

反之，对于任意的 AL . 注意到范畴对 ( , )X Y 是可容许的平衡对，我们有 L

的Y 余分解：

0 10 0      n nL Y Y L ，

其中， YiY ，并且它是X 正合的. 由于 XY  T 在 Xn  像下是封闭的，我

们可以得到 X nL T . 通过维数转移，我们得到对于任意 i，有
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0 Ext ( , ) Ext ( , )i n i
nT L T L X X ，

所以由[8，引理 2.4]知： dimX T n  . 

最后，我们给出本章的重要定理.

定理 3.1.9 (Bazzoni 型表示)下列命题是等价的：

(1) T是 Xn  倾斜模；

(2) Presn TT  X
X .

证明：(1) (2) 由命题 3.1.7 知.

(2) (1) (i) 由引理 3.1.8 知， dimX T n  .

(ii) 显然，T是X 自正交的.

(iii) 对于任意 XX ，存在X 正合序列：

0 10 0      nX Y Y Z ，

其中 YiY ，因为 ( , )X Y 是可容许的平衡对. 所以可以得到： XY X  TT ，

根据命题 3.1.8，我们有 X TZ .

因此，根据引理 3.1.5，存在X 正合序列：

0 0   A B X ，

其中 X TA 和 
n(Add )B T X . 很明显，因为它是个X 正合序列，并且 XX ，

所以它是可裂的. 也就是：  B A X . 那么根据引理 3.1.4 的对偶，我们得到了

AddX T X . 因此，根据 n X 倾斜模的定义，得到了T是 Xn  倾斜模. 

在本篇论文聚焦的领域中，相对倾斜对象以及阿贝尔范畴的粘合是极为关键

的研究要点. 其相关理论深邃复杂，为深入探索，诸多前沿成果可资借鉴，感兴

趣的读者具体可详细参阅参考文献[22-34]，这些文献从不同视角对二者展开剖

析.

3.2 阿贝尔范畴中相对倾斜模和粘合的保持关系

设 ( , , )A A AR   是阿贝尔范畴的一个粘合，即满足交换图：
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图 3-8

在本节中，我们主要研究粘合中三个阿贝尔范畴之间的 Xn  倾斜模的保

持关系. 在粘合 ( , , )A A AR   中，我们可以从A和A中 n X 倾斜模中得到A

中 Xn  倾斜模. 相反，从A 中 Xn  倾斜模，我们也可以分别得到A和A中

Xn   倾斜模 . 下文中出现的阿贝尔范畴 A (或 A， A )，我们假设它是

( , , )A A AR   的一部分.

定理 3.2.1 (粘合中的倾斜对象诱导)设 ( , )X Y 是可容许的平衡对，且T 是A 中

Xn  倾斜模.

(1) 若 *i 是正合函子，且
*

* ( )X X i i T T ，则 *i T为A中 *Xn i 倾斜模.

(2) 若 *j 是忠实的，且
*

* ( )X X j j T T ，则 *j T 为A中 *Xn i 倾斜模.

证明：(1) 根据定理 2.2.7，我们知道 * !( , ) ( ', ')X Y X Yi i 是可容许的平衡对. 注意

到T是 Xn  倾斜模，根据 Xn  倾斜模的定义，我们得到对于任意的 XiX ，

存在一个X 正合序列：

1 00 0     nX X X T ，

由于 *i 是正合函子，因此存在下面的正合序列：

* * * *
1 00 0     ni X i X i X i T ，

所以上述正合序列是 *i T的一个X  分解. 也就是说： *dimX i T n   .

因为 *i 是正合函子， *X Xi  ，所以对于任意的指标集 I ，我们都有：

1 * * ( ) 1 * ( )
*Ext ( , ) Ext ( , )X X

i I i Ii T i T T i i T 
  ，

设复形 A 是 T 的一个 X  分解，则 *i A 是 *i T 的一个 X   分解 . 根据

1Ext ( , )i  X 的定义，上述同构成立.

因为 *
* ( )X X i i T T 和 1 * * ( ) 1 * ( )

*Ext ( , ) Ext ( , ) 0X X
i I i Ii T i T T i i T 
   . 所以 *i T 是
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X  自正交的.

对于任意的 XX ，因为T是 Xn  倾斜模，所以存在一个X 正合序列：

00 0     nX T T ，

其中 AddiT T . 由于 *i 是正合函子，则序列：

* * *
00 0     ni X i T i T ，

是X  正合的. 其中 * *
0 Addi T i T .

综上所述， *i T是A中 *Xn i 倾斜模.

(2) 证明与(1)相似. 

在上文中，我们不知道定理 2.2.7 中定义的范畴对 ( , )X Y 是否是平衡对. 但

如果这是平衡对，那么我们有以下结论：

命题 3.2.2 设范畴对 ( , )X Y  和 ( , )X Y  分别是阿贝尔范畴A和A中的两个可容

许的平衡对，满足定理 2.2.7 中范畴对 ( , )X Y 是可容许的平衡对的定义. 如果

T  (或T  )是A (或A )中的部分 Xn  倾斜模(或部分 Xn  倾斜模)，并且 *i

是正合函子，那么 * !i T jT  是A 中部分 Xn  倾斜模.

证明：(1) 由于 'T 是部分 Xn  倾斜模，对于任意的 XiX   ，我们有以下X  

正合序列：

00 0nX X T       ， (3.1)

将函子 *i 应用于(3.1)，我们得到：

* * 0 *0 0ni X i X i T       ， (3.2)

对于任意的 XX  ，将函子Hom ( , )A X  应用于(3.2)，我们得到：

* * 0 *0 Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , ) 0A A AnX i X X i X X i T       ， (3.3)

因为 *
*( , )i i 是伴随对，所以我们有下面的交换图：
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， (3.4)

图 3-9

注意到由定理 2.2.7 知 *X Xi  . 在图 3-9 中，因为(3.1)是X  正合序列，所

以第一行是正合的. 很容易通过X 的定义来验证： *X Xi   ，因此，(3.2)是 *i T 的

X  分解，即 *dimX i T n  .因为 T 是部分 Xn   倾斜模，对于任意的

XiX   ，存在下面X  正合序列：

00 0nX X T       ， (3.5)

对于(3.5)应用函子 !j，我们得到：

! ! 0 !0 0nj X j X jT       ， (3.6)

进一步，对于任意的 YY ，我们可以得到：

! ! 0 !0 Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , ) 0A A A njT Y j X Y j X Y      ， (3.7)

由于 *
!( , )j j 是伴随对，我们可以得到以下交换图：

， (3.8)

图 3-10

通过X 的定义和命题 2.1.4(4)知： !X Xj   . 通过定理 2.2.5 知： *Y Yj  .

因此图 3-10 中的第二行是正合的，因为 ( , )X Y  是一个可容许的平衡对. 因

此(3.6)是 !jT 的一个X 分解，即 !dimX jT n  .因此， ! *dimX jT i T n    .

(2) 首先，下述同构成立：

1 ( ) 1 * ( ) 1 ( )
* * *Ext ( , ( ) ) Ext ( , ) Ext ( , ) 0X X X

i I i I i Ii T i T i i T T T T  
         ，

第一个同构成立，因为 *
*( , )i i 是伴随对，它们是正合函子并且 *X Xi  . 根据命题

2.1.4 和 *
* 1Ai i  知第二个同构成立.
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其次，下述同构成立：

1 ( ) 1 * ( ) 1 ( )
! ! !Ext ( , ( ) ) Ext ( , ) Ext ( , ) 0X X X

i I i I i IjT jT T j jT T T  
         .

根据命题 2.1.4(4)知函子 !j也是正合的. 因此，第一个同构成立. 由命题

2.1.4(4)知，下述同构成立： 1 ( ) 1 ! ( )
* ! !Ext ( , ( ) ) Ext ( , ) 0X X

i I i Ii T jT T i jT 
     .

最后，下述同构成立： 1 ( ) 1 * ( )
! * *Ext ( , ( ) ) Ext ( , ) 0X X

i I i IjT i T T j i T 
     . 因此

* !i T jT  是X 自正交的.

综上所述， * !i T jT  是A 中部分 Xn  倾斜模. 

事实上，从上面的证明中，我们可以得到 *i T 和 !jT 是A 中部分 Xn  倾斜

模.

定理 3.2.3 在定理 2.2.5 的条件下，如果T 是A中 Xn  倾斜模和 !j是正合的，

那么 !jT 是A 中 Un  倾斜模，其中   * *
! *, ( , )U V X Y j j j j .

证明：由定理 2.2.5 可知， * *
! *( , )X Yj j j j 是可容许的平衡对.

(1) 由于T 是A中 Xn  倾斜模，因此存在如下X  正合序列：

00 0nX X T       ， (3.9)

其中任意 XiX   . 对于(3.9)应用函子 !j，我们可以得到：

! ! 0 !0 0nj X j X jT      
， (3.10)

对于任意 XX ，由于 !j是满忠实的，我们可以得到以下的交换图：

， (3.11)

图 3-11

其中 *X Xj  . 从(3.9)中，我们知道图 3-11 中的第二行是正合的，因此，第一

行也是正合的. 因此，从(3.10) 知： !dimU jT n  .

(2) 类似于命题 3.2.2 的证明， ! ''jT 是U 自正交的.
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(3) 因为T 是 Xn  倾斜模，对于任意 XX  ， *X Xj  . 则存在一个X  正

合序列：

*
00 0nj X T T      ，

其中 AddiT T  . 对于上面的正合序列应用函子 !j，我们可以得到：

*
! ! 0 !0 0nj j X jT jT      ， (3.12)

类似于(1)的讨论，(3.12)是我们想要的.
综上所述，我们称 !jT 是 Un  倾斜模. 
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第 4 章 结论与展望

4.1 结论

在第二章主要给出共（反）变有限自子范畴、平衡对在阿贝尔范畴粘合中的

保持关系，具体如下：

1. 设 ( , , )A A AR   是阿贝尔范畴的一个粘合，我们有以下命题：

(1) *
! 0i j 和

!
* 0i j ；

(2) *i 和 !j是右正合函子， !i 和 *j 是左正合函子， *i 和 *j 是正合函子；

(3) 自然变换：

* ! * *
* * * !Id , Id , Id , IdA A A Ai i i i j j j j      

是自然同构；

(4) 如果函子 *i 是正合的，那么
!

! 0i j 和 !j是正合的；如果函子 !i 是正合的，

那么
*

* 0i j 和 *j 是正合的.

2. 设A 和B 是两个阿贝尔范畴，设：

: , : , :B A A B B A  F G H

是加法函子，使得 ( , , )F G H 是伴随三元组.

3. 如果阿贝尔范畴B 中的 ( , )U V 是平衡对，则范畴对 ( ( ), ( ))U VF H 是阿贝尔范畴

A 中的平衡对. 另外，如果函子G是忠实的且阿贝尔范畴B中的 ( , )U V 是可容许

的，那么阿贝尔范畴A 中的范畴对 ( ( ), ( ))U VF H 也是可容许的.

4. 设 ( , , )A A AR   是阿贝尔范畴中的一个粘合 . 设范畴对 ( , )X Y  和范畴对

 ,X Y  分别是A和A中的平衡对，令：

* *{ | , }X A X XX i X j X     ，

! *{ | , }Y A Y YY iY j Y    

则下列陈述命题成立：

(1) * ! *, ,X X Y Y X Xi i j     和 *Y Yj  ；

(2) * *
! *( , )X Yj j j j 是一个平衡对. 如果范畴对 ( , )X Y  是可容许的，且 *j 是忠

实的，那么 * *
! *( , )X Yj j j j 也是可容许的；
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(3) 如果 ( , )X Y  是有限维的且 *j 是忠实的，那么 * *
! *( , )X Yj j j j 是有限维的.

5. 设范畴对 ( , )X Y 是阿贝尔范畴A 中的一个平衡对，且函子 *j 是忠实的.

(1) * !( , )X Yi i 和 * *( , )X Yj j 分别是阿贝尔范畴A和阿贝尔范畴A中的平衡

对；

(2) 如果范畴对 ( , )X Y 是可容许的，那么分别诱导出的阿贝尔范畴A和A

中平衡对 * !( , )X Yi i 和 * *( , )X Yj j 也是可容许的；

(3) 设范畴对 ( , )X Y 是有限维的. 如果
*

! X Xj j ，那么平衡对 * *( , )X Yj j 是

有限维的. 另外，若
*

*X X i i ，则 * !( , )X Yi i 也是有限维的.

在第三章中，利用相对同调的方法首先介绍 Xn  倾斜模和部分 Xn  倾

斜模的定义，类似于 Bazzni 关于 n 倾斜模的等价刻画，给出了 Xn  倾斜模

的等价刻画，具体结论如下：

1. 给出了 Xn  倾斜模和部分 Xn  倾斜模的定义.

2. 设T为X 自正交的.可以得到：

(1) XT 在X 扩张和直和下是封闭的；

(2) Add TT T   X
X X . 特别地，Add TX 在直和下是封闭的.

3. 设T为X 自正交，那么Pres ( ) Pres ( )n
T

n TX XX .

4. 如果T是 Xn  倾斜模，则下列命题是等价的：

(1) X U T ；

(2) X TU ；

(3) Pres ( )nU T X .

5. 下列命题是等价的：

(1) T是 Xn  倾斜模；

(2) Presn TT  X
X .

6. 设范畴对 ( , )X Y 是可容许的平衡对，且T是A 中 Xn  倾斜模.

(1) *i 是正合函子，且
*

* ( )X X i i T T ，则 *i T为A中 *Xn i 倾斜模.

(2) 若 *j 是忠实的，且
*

* ( )X X j j T T ，则 *j T 为A中 *Xn j 倾斜模.
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7. 设范畴对 ( , )X Y  和 ( , )X Y  分别是阿贝尔范畴A和A中的两个可容许的平

衡对，满足第二章中定理 2.2.5 的范畴对 ( , )X Y 是可容许的平衡对的定义. 如果

T  (或T  )是A (或A )中的部分 Xn  倾斜模(或部分 Xn  倾斜模)，并且 *i

是正合函子，那么 * !i T jT  是A 中部分 Xn  倾斜模.

4.2 展望

本文首次系统研究阿贝尔范畴粘合中平衡对的保持关系，突破传统单一范畴

内的研究局限，建立了不同范畴间平衡对结构的双向诱导机制，为分析范畴间的

结构传递与协同演化提供了新的理论框架. 结合相对同调理论与可容许平衡对，

提出相对倾斜模的新概念，并给出相对倾斜模的等价刻画，相较于经典倾斜模理

论，该定义更适配于粘合场景，丰富了倾斜对象的研究维度. 在已有平衡对保持

关系研究的基础上，进一步揭示相对倾斜模在阿贝尔范畴粘合中的保持规律.

本文围绕阿贝尔范畴粘合中的平衡对与相对倾斜对象展开研究，取得了一系列成

果. 然而，该领域仍存在诸多有待深入探索的方向，蕴含着丰富的研究潜力.

在平衡对方面，尽管已对其在粘合中的关系进行了研究，但仍有未解决的关

键问题. 目前仅考虑了给定平衡对构造新平衡对的部分情形，未来可尝试探索更

多的构造方法，从不同角度出发，挖掘粘合中平衡对之间更丰富、更深入的联系，

比如研究在特定条件下，如何通过对已有平衡对进行更复杂的操作得到新的平衡

对，以及这些新平衡对所具有的独特性质.

相对倾斜对象是本文基于 Bazzni 关于 n 倾斜模引入的重要概念，其研究也

有广阔的拓展空间. 虽然已给出相对倾斜对象的刻画及在粘合中的一些关系，但

对于不同类型的范畴，相对倾斜对象的具体结构和性质可能存在差异. 后续可针

对外三角范畴，逗号范畴等进行详细的探究.
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