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基于 CEV 模型考虑随机消费和随机利率的最优投资策略

摘 要

随着全球金融市场和社会经济的快速发展，人们财富意识的不断

增强，投资者对于投资的需求也日益多样化.不同投资者有着不同的

风险偏好、投资目标和投资期限.因此需要针对不同类型的投资者，

提供相应的最优投资策略，使得最优投资策略方向的研究愈发重要.

本文聚焦随机利率与随机消费双重不确定性下的动态资产配置问题，

强化对现实复杂金融环境的刻画.二者协同作用加剧投资组合的风险

交织，传统模型难以捕捉其非线性关联效应.

首先，为了研究在随机消费和随机利率情形下，不同因素对最优

投资策略的影响，选择基于 CEV ( Constant Elasticity of Variance ) 模

型，并在 CARA ( Constant Absolute Risk Aversion ) 效用函数下，利用

对偶方法、Legendre 变换和动态规划原理，得到终端财富期望效用最

大化问题的最优投资策略.同时，通过数值模拟说明随机利率、随机

消费等参数对最优投资策略的影响.

其次，为了进一步研究在随机消费和随机利率情形下，通胀因素

对最优策略的影响，引入通胀因素以反映实际经济环境中的不确定性，

构建了一个综合考虑三种关键因素的新数学模型.通过运用动态规划

和随机控制理论，我们求解了投资者在面临随机消费、利率波动以及
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通胀压力下的最优投资策略.同时，通过数值模拟说明通胀因素等参

数对最优投资策略的影响.

最后，我们对全文进行总结，以及对以后问题研究的展望.

关键词：随机利率，随机消费，HJB 方程，CEV 过程，CARA 效用，

通胀风险



安徽工程大学硕士学位论文

III

Optimal Investment Strategy with Random Consumption and

Random Interest Rate under the CEV Model

ABSTRACT

With the rapid development of global financial markets and

socio-economic conditions, there is a continuous increase in people's

awareness of wealth, leading to a growing diversification of investment

needs among investors. Different investors have varying risk preferences,

investment objectives, and investment horizons. Therefore, it is essential

to provide corresponding optimal investment strategies for different types

of investors, which makes the research on the direction of optimal

investment strategies increasingly important. This paper focuses on the

dynamic asset allocation problem under the dual uncertainties of

stochastic interest rates and stochastic consumption, enhancing the

depiction of the complex real-world financial environment. The

synergistic effect of these two factors intensifies the risk interplay within

investment portfolios, while traditional models struggle to capture due to

their nonlinear correlation effects.

Firstly, to study the impact of different factors on the optimal

investment strategy under the circumstances of stochastic consumption
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and stochastic interest rates, we choose the CEV ( Constant Elasticity of

Variance ) model and utilize the CARA ( Constant Absolute Risk

Aversion ) utility function. By employing the duality method, Legendre

transformation, and principles of dynamic programming, we derive the

optimal investment strategy that maximizes the expected utility of

terminal wealth. Additionally, numerical simulations are used to illustrate

the influence of parameters such as stochastic interest rates and stochastic

consumption on the optimal investment strategy.

Secondly, to further investigate the impact of inflation on the

optimal strategy under the conditions of stochastic consumption and

stochastic interest rates, we introduce the inflation factor to reflect the

uncertainties in the actual economic environment. This leads to the

construction of a new mathematical model that comprehensively

considers these three key factors. By applying dynamic programming and

stochastic control theory, we solve for the optimal investment strategy of

investors facing stochastic consumption, interest rate fluctuations, and

inflationary pressures. Numerical simulations are also provided to

demonstrate the influence of inflation and other parameters on the

optimal investment strategy.

Lastly, we summarize the entire paper and offer prospects for future

research directions.
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KEY WORDS: Random Interest Rates, Random Consumption, HJB

Equation, CEV Process, CARA Utility, Inflation Risk
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第 1 章 绪 论

1.1 选题背景及其意义

随着全球金融市场和社会经济的快速发展，人们财富意识的不断增强，投资

者对于投资的需求也日益多样化.不同投资者有着不同的风险偏好、投资目标和

投资期限.因此需要针对不同类型的投资者，提供相应的最优投资策略，使得最

优投资策略方向的研究愈发重要.随着金融理论的不断完善和发展，为研究最优

投资策略提供了理论基础和方法支持.同时，随着信息技术的发展和金融工程的

兴起，投资技术和工具不断更新和革新.高频交易、量化投资、人工智能等新技

术的应用，为投资者提供了更多的投资选择和工具，也为研究最优投资策略提供

了新的研究方向和挑战.在这个背景下，研究最优投资策略方向成为了一个重要

议题.投资者希望通过科学的方法和有效的策略来获取更高的投资收益，降低投

资风险，实现财富增值.

在金融领域中，随机利率是一个重要的研究方向.由于市场风险和经济变化

等因素的存在，利率的波动具有随机性.研究随机利率对投资策略的影响，可以

帮助投资者更好地制定风险管理策略，提高投资效益.同时，随机消费是另一个

与金融相关的重要因素.消费决策对个人和家庭的财富积累以及宏观经济的稳定

性都具有重要影响.因此，将随机消费因素考虑进投资策略中，可以更准确地评

估风险和收益，从而制定出更为合理和优化的投资决策.综合考虑随机消费和随

机利率的影响因素，可以建立基于 CEV 模型的最优投资策略.CEV 模型是金融

领域中常用的对资产价格和收益进行建模的方法之一，可以较好地描述价格波动

的特征.通过结合随机消费和随机利率，可以更准确地建立投资组合，提高投资

者的财富增长速度，降低风险敞口.因此，本论文的研究背景和意义在于探讨基

于 CEV 模型考虑随机消费和随机利率的最优投资策略，从而提供一种更准确和

有效的投资决策方法，并为金融领域相关研究提供新的思路和方法.
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1.2 国内外研究现状

最优投资策略问题是投资组合管理中的一个重要问题，在过去的几十年里，

研究者们已经对随机消费和随机利率下的最优投资策略进行了广泛的探索.以经

典的 Merton 模型为基础，许多学者引入了随机消费和随机利率，以研究个人投

资行为与经济环境之间的联系.Merton[1]利用随机控制方法研究了这一问题，并

给出了一些解析解.紧接着在 Merton[2]的模型中，假设投资者在风险资产和无风

险资产之间分配财富，并进一步寻找一个最优消费率，以最大化对消费的贴现效

用的总期望.受前人文章启发，许多学者对最优投资问题的推广和应用作了大量

的研究.Kwak[3]研究了家庭在投资组合与消费选择中的最优决策问题，通过采用

鞅方法，成功推导出了值函数的具体形式以及最优投资策略的解析解.Arregui 和

Vázquez[4]关注具有比例交易费用的最优投资问题，并给出了最优投资问题的数

值解.盛积良[5]研究了最低财富约束条件下，构建了一个包含隐性激励机制的动

态投资组合模型，旨在分析最低财富约束与隐性激励对机构投资策略的联合影响.

通过模型推导与数值分析，揭示了这两类约束条件对投资决策行为的交互作用及

其经济意义.林祥[6]在连续时间框架下，以相对收益为考量，研究了两家风险厌

恶型机构投资者之间的最优投资选择博弈问题.通过构建博弈模型并求解均衡策

略，分析了双方在竞争环境下的投资决策行为及其交互影响.

上述的这些模型中大多数只涉及常数利率.然而，在真实的市场中，利率不

是一个常数，而是一个有波动的过程.利率波动也是市场风险的重要来源.此外，

利率是影响各种金融资产价格的关键宏观因素.因此，如果在最优投资问题中仅

仅将利率简化为常数，可能会低估投资组合管理中的某些风险，导致资产配置的

巨大误差.因此，我们有必要在投资问题模型中引入随机利率.

关于随机利率方面的研究，1977 年 Vasicek[7]提出了一个随机利率模型 O-U

( Ornstein-Uhlenbeck ) 过程来描述利率动态变化过程.紧接着，在 1999 年

Srensen[8]在 Vasicek 期限结构模型适用的完整市场环境中投资股票和债券，提供

了一个跨期投资问题的解决方案.李晋枝[9]在经典破产模型的基础上，引入随机

利率因素，构建了一种更为一般化的破产概率模型.该模型能够更准确地反映现

实金融环境中的不确定性，从而使得破产概率的计算结果更具实际参考价值.南

江霞和董立刚[10]对随机利率环境下的消费选择问题，构建了相应的消费模型，并
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采用随机模拟与遗传算法相结合的数值方法进行求解.通过仿真分析，得到了消

费者在随机利率条件下的最优消费路径及其对应的最优消费效应，为理解消费者

行为提供了新的量化视角.刘富兵和刘海龙[11]则在随机利率环境和随机收益保证

的双重约束下，研究了基金经理的最优投资组合决策问题.通过引入鞅方法，成

功推导出最优投资策略的显式解析解.夏迪和顾孟迪[12]在引入交易成本的基础上，

分别研究了固定利率与随机利率两种市场环境下的最优投资比例问题.通过构建

相应的优化模型并求解，得到了不同利率假设下的最优资产配置策略.郭文旌和

李潇俊[13]采用 Vasicek 模型刻画随机利率的动态变化，并在此基础上研究了最优

投资消费与寿险购买的综合决策问题.通过运用 Legendre 变换方法，成功推导出

最优投资消费策略与寿险购买策略的显式解析解.He和 Chen[14]基于 CEV 过程与

随机利率模型，研究了最优投资策略的构建问题.通过理论分析与数值模拟，深

入探讨了随机利率对投资决策行为的影响机制，揭示了利率随机性在资产配置中

的重要作用.李倩[15]在随机利率环境下，通过引入远期测度变换、傅里叶逆变换

以及 Feynman-Kac 定理，推导出了欧式期权定价的级数展开公式.韩笑[16]研究了

随机利率下的期权定价.寇梦柯[17]研究了在利率风险和通胀风险环境下带有最低

担保的均值-方差养老金计划问题.

在早期的投资组合研究文献中，学者们通常假设风险资产的价格服从几何布

朗运动，并将价格波动率设定为常数.然而，在实际的金融市场中，风险资产的

价格波动率并非固定不变，而是表现出随机波动的特性.基于这一现实情况，近

年来，一些研究者开始探索在随机波动模型框架下的最优投资策略，如 Gao[18]

探讨了在 CEV 模型框架下，具有随机波动率特征的 DC ( Defined Contribution )

养老金最优投资策略问题.通过构建相应的随机优化模型，并运用动态规划方法，

研究了养老金在随机波动市场环境下的资产配置决策.其风险资产为 CEV 模型，

并推导出了 CRRA ( Constant Relative Risk Aversion ) 和 CARA 效用函数的显式

解.张初兵[19]研究了基于 Heston 随机波动模型，针对确定缴费型养老金计划，以

最大化期望幂效用为目标函数，研究了其最优投资决策问题，并通过理论推导获

得了最优投资策略的显式解析解.杨鹏[20]研究了经典 Cramer-Lundberg 风险模型

的均值-方差策略选择问题，风险资产的价格通过 CEV 模型来描述.阿春香[21]考

虑了 CEV 模型下保险公司延迟的最优投资再保险问题.刘小涛[22]在均值方差准
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则下研究了保险组合的时间一致投资策略.假定风险资产价格服从 CEV 模型，保

险盈余过程为扩散近似模型.周香英[23]研究了基于 CEV 模型的一类资产负债管

理问题.张雨萌[24]探讨了在稀疏相依风险条件下，模糊厌恶型保险公司的最优再

保险与投资决策问题.在该研究中，假设股票价格动态遵循 CEV 模型，并在此基

础上分析了保险公司的最优策略.李国庆[25]研究了 CEV 模型下保险公司的最优

不动产投资及再保险问题.李国柱[26]研究了在 CEV 模型下带跳的非零和再保险

投资博弈问题.此外也有学者同时研究了随机利率和随机波动率，Grzelak 和

Oosterlee[27]-[28]指出，Heston 模型无法根据市场要求提供足够的隐含波动率偏差，

而影响隐含波动率偏差的主要因素是相关性.然而，在纯 Heston[29]模型中，以及

在大多数扩展的 Heston 模型中，仅使用常数相关系数.因此，通过引入随机利率

Hull-White 模型扩展了 Heston 模型，其中假设所有基础过程之间的相关性为非

零，提出了 Heston-Hull-White 混合模型的确定性近似值及相应的封闭式的解.随

后，Kim[30]研究了一个结合 Hull-White 利率模型与随机波动率模型的混合模型，

用于分析期权价格对利率变动的敏感性.研究结果表明，相较于恒定利率假设下

的随机波动率模型，引入随机利率的随机波动率模型在期权定价方面具有更高的

准确性和优越性.

关于随机消费方面的研究，戴俭华[31]针对保险基金投资问题，引入随机消费

变量，以期望终端资产效用最大化为目标，研究了其最优投资决策问题,Yuan 和

Lai[32]基于 CEV 模型，研究了随机家庭支出条件下的家庭最优投资策略问题.以

家庭终端财富的期望效用最大化为目标，针对指数效用函数，通过应用勒让德变

换和对偶理论，将随机控制问题转化为线性偏微分方程，并进一步求解得到了最

优投资策略的近似解析解.姜奎[33]在随机波动模型框架下，研究了投资者在劳动

收入影响下的最优消费与投资决策问题.首先，通过建立数学模型并运用随机最

优控制理论，推导出相应的 HJB ( Hamilton-Jacobi-Bellman ) 方程；其次，针对

幂效用函数，采用分离变量法求解 HJB 方程，获得了最优消费策略与最优投资

策略的显式解析解.田德建[34]研究了Knight不确定性条件下持续业绩模型中的最

优消费与投资策略问题.通过构建考虑模型不确定性的优化框架，分析了投资者

在面对模糊性与不确定性时的决策行为，并推导出最优消费与投资策略的解析解.

吕会影[35]探讨了在持续约束条件下，基于模糊性假设的最优消费与投资组合决策
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问题.通过构建考虑模糊性的优化模型，分析了投资者在不确定性环境下的消费

与资产配置行为，并推导出最优消费策略与投资组合的解析解.Kato[36]研究了从

结构性信用风险模型中的Merton模型的资产过程扩展到CEV模型的资产过程后，

从股票的市场价值中推断出 CEV 模型的参数.Anel[37]研究了一种新型的恒定波

动率弹性模型，该模型允许在预期效用理论的背景下为对终端财富和消费具有双

曲线绝对风险厌恶效用的投资者提供封闭式解决方案.

综上所述，国内外已经有一批学者对基于 CEV 模型考虑随机消费和随机利

率的最优投资策略进行了研究.然而，仍然有很多方面有待深入探讨，比如考虑

不完全市场条件下的最优投资策略、随机利率和随机消费之间的相互影响等.未

来的研究可以进一步丰富和完善这一领域的理论体系，为实际投资决策提供更有

价值的参考.

1.3 论文创新点

1.综合考虑多种随机因素：传统的金融模型通常只考虑单一的随机因素，如

股价的波动率.然而，该课题将 CEV 模型、随机消费和随机利率等多种随机因素

综合考虑在内.CEV 模型是一种考虑波动率随时间变化的模型，随机消费和随机

利率则分别代表了消费行为和市场利率的不确定性.将这些因素综合考虑在内，

可以更全面地理解金融市场的复杂性和不确定性.

2.为实际投资决策提供理论指导：通过研究最优投资策略，可以为实际的投

资决策提供理论指导.考虑到随机消费和随机利率的影响，可以更好地理解实际

投资环境中的不确定性，为投资者制定更为稳健和有效的投资策略提供参考.这

种综合考虑多种随机因素的方法，有助于提高投资决策的风险管理能力和长期收

益的稳健性.

3.涉及复杂的数学建模和分析：该课题涉及到对多种随机因素的建模和分析，

需要运用动态规划、随机控制理论等复杂的数学工具进行研究.动态规划是一种

处理随机优化问题的重要数学方法，而随机控制理论则是研究随机系统的控制问

题的数学理论.通过这些数学工具的运用，可以对最优投资策略进行深入的分析

和求解，为金融领域的投资决策提供更为科学的支持.
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综合来看，该课题的特色与创新之处在于多因素的研究内容，对金融领域的

投资决策具有理论和实践意义.通过综合考虑多种随机因素，并运用复杂的数学

工具进行分析，可以更好地理解金融市场的复杂性和不确定性，为投资决策提供

更为科学的理论支持.

1.4 论文内容和安排

本文分为五章.

第 1 章为绪论，简单介绍本文的研究背景和意义，国内外研究现状.

第 2 章为基础知识介绍.

第 3 章基于 CEV 模型，研究了在随机消费与随机利率双重不确定性下的最

优投资策略问题.通过结合对偶方法、Legendre 变换以及动态规划原理，求解了

以终端财富期望效用最大化为目标的优化问题，并得到了最优投资策略的解析解.

最后，通过数值模拟分析了随机利率、随机消费等关键参数对最优投资策略的影

响.

第 4 章在第 3 章的基础上，进一步引入通胀因素，研究了通胀风险对最优投

资策略的影响.通过结合对偶方法、Legendre 变换以及动态规划原理，求解了以

终端财富期望效用最大化为目标的优化问题，并得到了考虑通胀风险的最优投资

策略解析解.最后，利用数值模拟方法，分析了通胀风险及其他相关参数对最优

投资策略的影响.

第 5 章为总结展望.
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第 2 章 基础知识介绍

2.1 随机利率模型

随机利率是指利率在时间上的变化具有不确定性.与固定利率不同，随机利

率会随着市场条件、经济环境以及其他随机因素的变化而波动.这种波动性使得

我们无法完全预测未来的利率水平，只能通过概率分布来描述其可能的取值范围.

随机利率的这种特性使得它在金融建模中变得尤为重要.我们通常用随机微分方

程来描述利率的动态变化，比如 Vasicek 模型、CIR ( Cox-Ingersoll-Ross )模型、

Hull-White 模型等.这些模型的核心思想是通过引入随机项来捕捉利率的不确定

性.

(1) Vasicek 模型

d ( ) ( ) d d ( ).( )   r t a b r t t W t

Vasicek 模型是最早的随机利率模型之一，模型假设利率 ( )r t 具有均值回归

特性，这与实际市场中利率的行为相符.利率不会无限上升或下降，而是围绕一

个长期均值波动，适用于短期利率建模、债券定价和利率衍生品定价.它的主要

优点包括解析解的存在、均值回归特性和简单易用性.然而，Vasicek 模型也存在

一些缺点，如允许利率为负、波动率恒定和对极端市场条件的适应性差.其中，a

表示利率向长期均衡水平b回归的速度. a越大，利率回归的速度越快.b表示长

期均衡利率水平.利率会围绕这个水平波动.也常被称为长期均值. ( )r t 表示在时

间 t的瞬时利率. 表示利率波动的波动率.d ( )W t 表示标准布朗运动.

(2) CIR 模型

.( )d ( ) ( ) d ( )d ( )  r t a b r t t r t W t

CIR 模型是对 Vasicek 模型的改进，确保利率始终为非负值这与实际市场中

利率的行为相符，特别是在低利率环境中.其中， ( )r t 表示时间 t时的短期利率. a

表示利率回归到长期均值的速度.b表示长期均值水平. 为波动率参数，表示利
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率的随机波动程度. ( )r t 表示利率的平方根项，确保利率非负.d ( )W t 表示标准

布朗运动.

(3) Hull-White 模型

( ) ( ) ( ).d ( ( ) )d d   r t t ar t t W t

Hull-White 模型是 Vasicek 模型的扩展，模型允许时间依赖的参数 ( )t ，这

使得模型能够更好地拟合市场数据，特别是在利率曲线形状复杂的情况下.但同

样的，Hull-White 模型允许利率为负，这与实际市场中利率的行为不符，特别是

在低利率环境中.其中， ( )r t 表示时间 t时的短期利率. ( )t 表示时间依赖的长期

均值水平，用于拟合市场利率曲线. a为均值回归速度，表示利率回归到长期均

值的速度. 为波动率参数，表示利率的随机波动程度.d ( )W t 表示标准布朗运动.

在本研究中，选用 CIR 模型表示随机利率.

2.2 通胀风险

由于投资过程中会受到通货膨胀的影响，为了描述通货膨胀风险，定义随机

价格水平满足以下微分方程

1 1
d ( ) d d ( ).

( )
  

I t t W t
I t

其中， 1 0  是一个常数，表示平均通胀率， 1 0  表示通货膨胀率的波动

率.

2.3 风险资产模型

风险资产模型是金融学中的核心工具，用于描述和预测风险资产（如股票、

债券、衍生品等）的价格行为、收益分布以及风险特征.这些模型帮助投资者和

金融机构理解资产的风险-收益关系，并为资产定价、投资组合优化和风险管理

提供理论支持.金融市场投资遵循高风险，高收益原则，对于最主要的风险资产

模型，其价格模型一般有以下几种模型进行刻画.

(1) GBM ( Geometric Brownian Motion ) 模型

1d d d ( ).( ) ( ) ( ) S t r t t Wt tS S
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其中， 1r 为预期收益率，为瞬时波动率.

(2) CEV 模型

.d ( ) ( )( ( d ( ))d )  S t S t t S t W t

其中，是预期瞬时收益率； 是瞬时波动率； 是弹性参数.

(3) Heston 模型

1

2

d ( ) ( )[( ( )) ( )d ( )],

d ( ) ( ( )) ( )d ( ).  

   


  

S t S t r vL t dt L t W t

L t L t dt L t W t

其中， iv 、、 、是正常数，为了保证 ( )L t 是非负的，那么要求
22  ，

为 ( )L t 的波动率， 表示相对于金融市场的波动率，常数 v 为波动溢价，为

( )L t 的均值回归率， 为 ( )L t 的长期均值.

在本研究中，选用 CEV 模型.

2.4 效用函数

在解决最优投资问题当中，一般选取以下三个效用函数.

(1) CARA 效用函数

( ) .


 
qxeU x
q

其中， q为常数.

(2) CRRA 效用函数

1( ) 0.U x x x


  ，

(3) S 型效用函数

1

2

( ) ,
( )

( ) .
A x

U x
B x








 
 

 

其中， 0A B  ， (0,1)i  ， 1,2i  ，参考点 0  .

在本研究中，选用 CARA 效用函数.
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第 3 章 基于 CEV 模型考虑随机消费和随机利率的最优投资

策略

本章研究基于 CEV 模型，研究了在随机消费与随机利率双重不确定性下的

最优投资策略问题.通过结合对偶方法、Legendre 变换以及动态规划原理，求解

了以终端财富期望效用最大化为目标的优化问题，并得到了最优投资策略的解析

解.最后，通过数值模拟分析了随机利率、随机消费等关键参数对最优投资策略

的影响.

3.1 建立模型

令  ， ， ，F F
t

P 为完备概率空间，P是概率测度， 
  

F
0,t t T

表示t 时刻的信息

流.本研究考虑一个简单的投资组合，它是由两种金融资产组成.一种是无风险资

产，另一种是风险资产.假设风险资产允许卖空和存在以无风险资产借贷的事件.

设 0 ( )S t 表示无风险资产在时刻 t的价格，其表示为:

0 0 0d ( ) ( ) ( )d , (0) 0,  S t r t S t t S S

式中 ( )r t 是利率，遵循 CIR 过程,即

1 2 1 0d ( ) ( ( ))d  + δ ( )d ( ) (0) 0,   ,r t k k r t t t r rWr t (3.1)

式中：1k 是利率向均衡水平回归的速度参数； 2k 是利率均衡水平附近波动的参数；

 是随机波动的强度参数. 1k , 2k 和 是正常数，并且假设满足费勒条件，即

2
12k  成立.

假设风险资产的价格 ( )S t 遵循 CEV 过程，即

2 ,d d d( ) ( )( ( ) ( ))  S t S t t S t W t (3.2)

式中：是预期瞬时收益率； 是瞬时波动率； 是弹性参数.

假设家庭支出包括家庭消费支出.因此，家庭支出具有随机性.将时刻 t的家

庭支出表示为 tw ，且
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3 0 ,d (d ) 0d   ,tw t W t w (3.3)

式中： 是漂移项，即随机消费过程的平均增长率；是波动率项，用于描述随

机消费过程的波动性； 和为常数. 1( )W t 、 2 ( )W t 和 3( )W t 是标准布朗运动，且

满足 1 2 1(d ( ) ) d dW t W t t ， 2 3 2(d ( ) ) d dW t W t t ， 1 3 0d ) (d( ) W t W t  ， 1 2 0   .

设 ( )V t 表示 t时刻的个人财富， ( )t 表示投资于风险资产的财富比例.那么

投资于无风险资产的财富比例为1 ( )t .财富过程 ( )V t 满足以下随机过程，即

  2 ,d ( ) ( )( ( )( ( )) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) (d d )V t V t t r t r t w t t t S t V t W t       

式中：初始财富 0  > 0V .

设所有容许策略的集合记为  ( ),0A t t T   .个人目标是在有限的时间

范围内最大化终端财富的预期效用，即

 ( )
max [ ( ( ))]

t A
EU V T ，

式中： ( )U  是效用函数.本章考虑 CARA 效用函数，其表达式为:

( ) .
qxeU x
q



  (3.4)

3.2 HJB 方程和最优投资策略

首先，定义一个价值函数 ( , , , , )H t s r w v 为:

 
( )

( , , , , ) sup ( ( )) | ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,0 ,
 

      
t A

H t s r w v E U V T S t s V t v r t r w t w t T

边界条件 ( , , , , ) ( )H T s r w v U v ，价值函数 ( , , , , )H t s r w v 的 HJB 方程为:



2 2 2
1 2

1 1 2 2
1 2

2 2 2 2 2 2 1

2 1

1( ) ( )
2

1 1
2 2

1 ( )
2sup 0,



 

 

  

  

     

    

  



 



       

   

      
   

t s v r w ss

sr sw rr ww

vv v vs

vw vr

H sH rv w H k k r H H s H

rs H s H r H H

s v H r vH s vH

s vH s v rH

(3.5)

式中： tH 、 sH 、 vH 、 rH 、 wH 、 ssH 、 vvH 、 rrH 、 wwH 、 vsH 、 vrH 、 vwH 和 swH

表示关于参数 t、 s、 v、 r和w的不同偏导数.

由方程 (3.5) 的一阶极大值条件，可得:
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2 2 1
* 2 1

2 2

( ) .
  



    


   
  v vs vw vr

vv

r H s H s H s rH
v s H

(3.6)

将方程 (3.6) 代入方程 (3.5)，可得:

1 2

2 2 2 1 2 2
1

22 2 1
2 1 2 2

( ) ( )
1 1 1
2 2 2

1( ) 0.
2

 

  


 

    

    


 



      

   

      

t s v r w

ss sw rr ww

v vs vw vr
vv

H sH rv w H k k r H H

s H rs H r H H

r H s H s H s rH
s H

(3.7)

对于方程 (3.7)，很难直接得到其解析解.在 Jonsson[38]研究的基础上，利用

Legendre 变换和对偶方法，首先，可以找到方程 (3.7) 的一个对偶问题.定义H

的 Legendre 变换定义为:

  
0

( , , , , ) sup ( , , , , ) | 0 ,
v

H t s r w v H t s r w v zv t T


   

式中： 0z 表示 v的对偶变量.

v的最优值由 , , , , )(t s r w zg 表示为:

 0
, , , , ) inf | ( , , , , ) ( , , , , ), ,( 0

v
t s r w zg v H t s r w z zv H t s r w z t T


   

于是有

 ( , , , , ) ( , , , , ) , ( , , , , ) ,H t s r w z H t s r w g zg g t s r w g v  

因此，值函数H和对偶函数 H的导数的关系为:

   


 


 


 








  


  


2 2 2

2 2

1, , , , , ,

, , ,

, , ,

.

       

     

     

 

t s w zv t s w vv
zz

sz sz zw
ss rr wwss rr ww

zz zz zz

sz zw sz rz
srvs vw sr

zz zz zz

sw zw
swsw

zz

H z H H H H H H g H H
H

H H HH H H H H H
H H H

H H H HH H H H
H H H

H HH H
H

(3.8)

本章用函数 g作为H的对偶函数，它将提供一个简单的方法来计算最优策略.

边界条件 ( , , , , ) ( )H T s x y v U v ，定义

 
  

0

0

, , , , ) inf | ( , , , , ) ( , , , , ) ,

, , , , ) sup ( ) | 0 ,

(

(
v

v

t s r w z vg H t s r w z zv H t s r w z

H t s r w z U v zv v




  

  
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由上可得:

1( , , , , ) ( ) ( ).g T s r w z U z (3.9)

将方程 (3.8) 代入方程 (3.7)，我们可以得到函数 H的以下等式

    

 




 




   

2
1 2

2

2 2 2 2 2 1
1 1

2 2 2
2 2

2 2 2

1 21 2
2

1( ) ( )
2

1 1 (1 )
2 2

1 ( )( ) (1 )
2 2

( ) 1 ( ) 0,
2

t s w t rr

rz
ss sr

zz

wz
sz zz

zz

rz sw ww wz

H sH rg w z H k k r H rH

Hs H r rs H
H

H r zr szH H
sH

r rz r zH s H H H
s s

 




 

  

    

  


       
 

 



       

   


    

 
   

(3.10)

对于等式 ( , , , , )g t s r w z H  ，两侧关于变量 t， s ， r，w和 z微分，得到一阶

和二阶偏导数，然后代入方程 (3.10) 两边关于 z进行微分后的方程，可以得到:

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1
1 1 2

2
2 2 2 1

1 22

2

1 ( ) ( )( )
2

( )1( ) ( ) ( )
2

21 1(1 )( )
2 2

( ) (

t s ss z zz

sz sr r rr r rz

r rz r zz
ww sw w

z z

w

r rg rsg s g rg w r zg z g
s s

r rr szg rs g k k r g rg g zg
s

g g g gr g s g g
g g

r g
s


 








 
 

     


    

 








 
       


       

     




2
2 2

2 2

21) (1 ) ( ) 0
2

w wz w zz
wz

z z

g g g gzg
g g

     .

(3.11)

考虑由方程 (3.4) 描述的 CARA 效用函数.联立方程 (3.9) 和 (3.4)，有

1( , , , , ) ln .g T s r w z z
q

 

假设方程 (3.11) 的解可表示为:

 
2

1( , , , , ) ( )(ln ( , , ) ( , , )) ( ),

,

g t s r w z h t z m t y r k t y w n t
q

y s 

     

 

(3.12)

边界条件为 ( ) 1, ( ) 0, ( , , ) 0h T n T m T y r   和 ( , , ) 0k T y w  .

将方程 (3.12) 代入方程 (3.11) 可得:
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     
0 1 2 0 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2

( ) ln ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) 0,1 1(1 ) (1 )

2 2
   

      

     
  
    
 

t t t

r w

h rh t z h rh t m k rn t n q

l l l m f f f k
h t

r m k

其中

2
0 1 2

1( )
2

,r rrl m k k r m rm   (3.13)

2
2 2 2

1 2

( )[(2 1) 2 ] 2 ,
4 2t y yy
r rl m m ry m ym y    




       (3.14)

1
2 1

( ,)2 yr r
r rl m s r ym ym   



   (3.15)

2
0

1 ,
2w wwk kf k    (3.16)

2
1

2
2 2 ( )

2

(2 1) 2

( )2 ,
4 2

t y

r T t
yy

f k k ry k

r ryk qe w y

  

 




    



  


 
(3.17)

22
2( )2 .yw wf rk yk yk 




  (3.18)

此外，通过分离变量联立边界条件我们可以解得:

( )( ) ,r t Th t e  ( ) 0.n t

2 2 2 2 2 2
0 1 2 0 1 2 1 2

1 1( ) ( ) (1 ) (1 ) 0.
2 2r wl l l m f f f k r m k             (3.19)

但方程 (3.13) 是一个非线性偏微分方程，很难得到解析解.我们可以参考

Takahashi[39]和 Widdicks[40]研究中，推导不同随机波动率模型下期权定价的渐近

公式.类似地，可以通过令 0 ( )r t 来代替方程 (3.1) 中的 ( )r t ， 1 ( )w t 来代替方程

(3.3) 中的 ( )w t ，来找到方程 (3.13) 的渐近解

0

1

0 1 2 0 1

1 1 3

d ( ) ( ( ))d ( )d ( ),

d ( ) d d ( )





 

   

  

  ，

r t k k r t t r t W t

w t t W t
(3.20)

式中 00 1  ， 10 1  是两个小的正参数.

将方程 (3.14) 代入方程 (3.13) 可得:



安徽工程大学硕士学位论文

15

0 0

1 1

2 2 2
0 0 1 0 2 1

2 2 2
1 0 1 1 2 2

1( ) (1 )( ) 0,
2
1( ) (1 )( ) 0.
2

r

w

l l l m r m

f f f k k

 

 

   

   

    

    
(3.21)

假设方程 (3.15) 的解遵循以下形式，即

0

0

(0) (1) (2)
0 0

(0) (1) (2)
1 1

( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , )

m m t y r m t y r m t y r

k k t y w k t y w k t y w





 

 

  

   .
(3.22)

将方程 (3.16) 代入方程 (3.15) 得:

(0) (1) (0) (0) (2)
1 0 1 2 0 0 1

(1) 2 2 (0) 2
2 1

(0) (1) (0) (0) (2)
1 1 1 2 0 0 1

(1) 2 2 (0) 2
2 2

( ) (
1 (1 )( ) ) 0,
2

( ) (
1 (1 )( ) ) 0.
2

r

w

l m l m l m l m l m

l m r m

f k f k f k f k f k

f k k

 

 

 

 

    

  

    

  

(3.23)

根据 (3.23) 里 0 、 1 不同阶数，可以得到如下六个方程

(0)
1 0l m  ， (0)( , , ) 0.m T y r  (3.24)

(1) (0)
1 2 0l m l m  ， (1) ( , , ) 0.m T y r  (3.25)

(0) (2) (1) 2 2 (0) 2
0 1 2 1

1 (1 )( ) 0
2 rl m l m l m r m      ， (2)( , , ) 0.m T y r  (3.26)

(0)
1 0f k  ， (0) ( , , ) 0.k T y w  (3.27)

(1) (0)
1 2 0f k f k  ， (1) ( , , ) 0.k T y w  (3.28)

(0) (2) (1) 2 2 (0) 2
0 1 2 2 01 )

2
(1 ( )wf k f k f k k      ， (2) ( , , ) 0.k T y w  (3.29)

下面我们对 (0)m 、 (1)m 、 (2)m 和 (0)k 、 (1)k 、 (2)k 进行分别求解.

对 (0)m 进行求解，将式 (3.24) 代入 (3.14) 可得:

2
(0) 2 (0) 2 2 (0)

2

( )(2 1) 2 2 0.
4 2t y yy
r rm ry m ym y    


         (3.30)

设

   (0) ( , , ) ( , ) ( , ) , , , 0,   m t y r A t r B t r y A T r B T r (3.31)

将 (3.31) 式代入 (3.30)

2
2

2

( )(2 1) ( , ) 2 ( , ) 0,
2 4t t
r rA B t r y B r B t r    


 

       
 

(3.32)

将 (3.32) 式按 y不同阶数分类可得:
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2

2

2

(2 1) ( , ) 0,
2

( )2 ( , ) 0,
4

t

t

rA B t r

rB r B t r

  




  





 




(3.33)

求解 (3.33) 可得:

2 2
2 ( )

2

2
2 ( )

2

(2 1)( ) (2 1)( )( , ) [ ]( ) [1 ],
8 2 16

( )( , ) 1 ,
8

r t T

r t T

A er r rt r T t
r r

rB t r e
r





   















   
    

   
 

(3.34)

即  (0) , ,t y rm 得证.

对 (1)m 进行求解，将式 (3.25) 代入 (3.15) 可得:

2
(1) 2 (1) 2 2 (1)

2

(0) (0)1
1

( )[(2 1) 2 ] 2
4

( )2 0.
2

t yy

yr r

y
rm ry m ym y

rr rr ym ym

    


   



     


  

(3.35)

设

1 3
(1) 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

(
,

, , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
, ,( ) B ), ,( ) ( ( ) 0

m t y r A t r B t r y C t r y D t r y
A T r T r C T r D T r

   
   

(3.36)

将 (3.36)、(3.31) 式代入 (3.35)

1 3 1 1
22 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

3 1 2
2 2 2 2

1 1 2

1
1

1 3(2 1) 2
2 2

1 3 ( )2
4 4 4 2

( )2 ( ) 0,
6

t t t t

r r ry

A B y C y D y ry B y C D y

r ry y B D y y

r rr yB y A B

  

 


   



 

 
           

 
  
     
 


  

(3.37)

将 (3.37) 式按 y不同阶数分类可得:

2

1 1 2

2
1 1

1
1 1

2 1
1 1 1 1

( )2 0,
4

(2 1) 0,
2

( )3 0,

3 ( )(3 1) 2 0,
2

t

t

t r

r
t r

rC rC

rA C

r rD rD B

r r AB r B D r B




  

  


       















  

   






  

     

(3.38)

求解 (3.38) 可得:
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2
1

2 ( ) ( )
1 1

2
2 ( )

1

( ) ( )1

2

( )
1

( , ) (2 1) ( , )d ( )
2

3( , ) (3 1) ( , ) d
2

( )             d

               

( )( , ) 1 ,

2

8

,
T

t

Tr t T r T s

t

Tr t T r T s
rt

r t T
rt

r t T

rA t r B

C

s r s T t

B t r e C t r e s

r r e A e s

r e

r

B

rt r e

 









  

  

  






 





 



 





    

   

 









( )

3 ( ) 3 ( )1
1

d

(

,

)( , ) d ,

T r T s

Tr t T r T s
rt

e s

r rD t r e B e s



   




 















 

 





(3.39)

即  (1) , ,t y rm 得证.

对 (2)m 进行求解，将式 (3.29) 代入 (3.19) 可得:

2
(2) 2 (2) 2 2 (2)

2

(0) 2 (0) (1) (1)1
1 2 1

2 2 (0) 2
1

( )[(2 1) 2 ] 2
4 2

1 ( )( ) 2
2 8

1 (1 )( ) 0.
2

t y yy

r rr yr r

r

r rm m

r

ry m y y

rk k r m rm r ym ym

r m

    


    

 


      


    

 

(3.40)

设

1 3
(2) 22 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,
,

) ,
, , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

m t y r A t r B t r y C t r y D t r y F t r y
A T r B T r C T r D T r F T r

    
    

(3.41)

将 (3.41)、 (3.36)、 (3.31) 式代入 (3.40)
1 3

22 2
2 2 2 2 2

1 1
2 2 2

2 2 2 2

3 1
2 2 2 2

2 2 2 1 2

1 1
2 2 2

1 1 1 1

1
1 2

1 1 1 1

1 3[(2 1) 2 ]( 2 )
2 2

1 32 ( 2 ) ( )( )
4 4

1 1 3( ) 2 ( )
2 2 2

( ) (

t t t t t

r r

rr rr r r r

r r r r

A B y C y D y F y

ry B y C D y F y

y B y D y F k k r A B y

r A B y r y B y C D y

r r y A B y C y D y

  

 

  

  




 



    

     

      

    


  

3
2

2
2 2 2

1 2

)

1 ( )(1 )( ) 0,
2 4 2r rr r rA B y y 






    

(3.42)

将 (3.42) 式按 y不同阶数分类可得:
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2 2 1
2 2 1

1
2 2 1

2 2 2
2 2 2 1 2 1

2
21

1 1 1 2

2 1
2 2

2

2 1

1
1 ( )4 0,
2

( )3 0,

2 2 (4 1) ( ) (1 )

( ) 1 ( )3 0,
2 4

3 ( )( )

( )

3
2

1t r r

t r

t r r r

r r rr

t r

r rF r F r B D

r rD r D D

C r C F k k r B r A B

r r rB rD r B

r rB r B r D A

   


  


     

     
 

   











   


  

       

 
   


   



 1 1

2 2 2 2
2 2 1 2 1

2
1 1

2 0,

1(2 1) ( ) (1 )
2 2

1 0,
2

r

t r r

r rr

r C

rA C k k r A r A

r B r A

 

    

  























       


 

(3.43)

求解 (3.43) 可得:

2 2 2
2 2 1 2 1

2
1 1

2 ( ) ( )
2 1

( )1
1

( , ) (2 1) ( , )d ( ) (1 ) d
2

                d ( ),
2 2

3( , ) (3 1) ( , ) d
2

( )             

T T T

r rt t t

T T

r rrt t

Tr t T r T s

t

Tr t T
rt

rA t r C s r s k k r A ds A s

r rr B s A ds T t

B t r e C s r e s

r r e A

 



   

  

  

  


 



      

  

  



  

 


( )

( ) ( )
1 1

2 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
2 2 1 2

2 2 2 ( ) 2 ( ) 1
1

d

              2 d ,

( , ) 2 (4 1) ( , ) d ( ) d

(               (1 ) d

r T s

Tr T s r T s
rt
T Tr t T r T s r t T r T s

rt t

Tr t T r T s
r rt

e s

re A B s

C t r e D s r e s k k r e B e s

rr e A B e s



 

   

 

 

  

   



 

   

 



    

 




 

 2 ( ) 2 ( )
1

2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 2 ( )
1 1

2
2 ( )

2

2 2 4 ( ) 2 4 ( )
2 1

) d

               3 d d
2

( )               1 ,
8

( , ) (1 ) d
2

Tr t T r T s
rt

T Tr T s r T s r t T r T s
r rrt t

r t T

Tr t T r T s
rt

r e B e s

rre C e s e B e s

r e
r
rF t r e B e s

 

   



 



  




 

 

   



 




 

   

   



 

 4 ( ) 4

2
2 ( )

2 2

( )1
1

( )( , ) 1 ,
8

( ) d ,
Tr t T r T s

rt

r t T

r r e C e s

rD t r e
r





 









 


























 


 


   



(3.44)
即  (2) , ,t y rm 得证.

对 (0)k 进行求解，将式 (3.27) 代入 (3.17) 可得:
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(0) 2 (0) 2 2 (0)

2
( )

2

[(2 1) 2 ] 2

( ) 0.
4 2

t y yy

r T t

k k

w

ry k y

r ry q e

    






    


  

(3.45)

设

         (0) , , , , , 0,   k t y w I t w J t y I T w J T (3.46)

将 (3.46) 式代入 (3.45)
2

2 ( )
2

( )(2 1) ( ) [ 2 ( ) ] 0,
2 4

r T t
t t

r rI q J t qwe y J r J t   


 
        (3.47)

将 (3.47) 式按 y不同阶数分类可得:

2

2

2 ( )

( ) 0,
4

(2 1) ( ) 0

( )

2

2

,

t

r T t
t

rJ r

rI J t qw

J t

e




  













 

  


 
(3.48)

求解 (3.48) 可得:

)

2
2 (

(

(

)
2

2

2
2 )

2

( )( ) [1 ],
8

(2 1)( )( , ) 1 ( )
8 2

(2 1)( )             1 ,
16

r t T

r

r t

T

T

t

rJ t e
r
q r rI t w w e T t
r r

r e
r








 

 









 

   



      
 

 






















(3.49)

即  (0) , ,t y wk 得证.

对 (1)k 进行求解，将式 (3.28) 代入 (3.18) 可得:

(1) 2 (1) 2 2 (1) ( )

2
(0) (0)2

22

(2 1) 2 2

( ) ( )2
2

.
4

r T t
t y yy

yw w

k ry k yk qe w

r r ry r yK yk

    

   
 

      
 

   
(3.50)

设

1
(1) 2

1 1 1 1 1 1( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) (, ) 0,k t y w I t w J t y M t y I T w J T M T      (3.51)

将 (3.51)、(3.46) 式代入 (3.50)
1 1 3

2 2 22 2 2
1 1 1 1 1

2
( ) 2

2

1 1[(2 1) 2 ]( ) 2 ( )
2 4

( ) ( ) 0,
4 2

r T t

t

w

t tI J y M y ry J y M y y

r r rqe w y yI

    

  
 

 



       

 
   

(3.52)

将 (3.52) 式按 y不同阶数分类可得:
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2

1 1 2

2 ( )
1 1

2
1 1

( )2 0,
4

(2 1) 0,
2

( ) 0,

r T t
t

w

t
rM rM

rI M qe w

rJ r J It




  

 







  

   





















 (3.53)

求解 (3.53) 可得:

         

2
2 ( )

1 2

2
1 1

( ) ( )2
1

( )( ) [1 ],
8

, 2 1 d [ 1],
2

( )( ) d ,



 




  

 






 











 

     


 







r t T

T r T t

s

Tr t T r T S
wt

rM t e
r

r qwI t w M t s T t e
r

rJ t e I e s

(3.54)

即  (1) , ,t y wk 得证.

对 (2)k 进行求解，将式 (3.29) 代入 (3.19) 可得:

 

2
(2) 2 (2) 2 2 (2)

2

( ) (0) 2 (0) (1) (1)2
2

22 2 (0)
2

( )[(2 1) 2 ] 2
4 2

1 ( )2
2

1 0.(
2

1 )

t y yy

r T t
w ww yw w

w

r rk ry k yk y

rqwe k k yk yk

k

    


     


 




      



 

 



  (3.55)

设

1
(2) 2

2 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) (, ) 0,k t y w I t w J t y M t y I T w J T M T      (3.56)

将 (3.56)、 (3.51)、 (3.46) 式代入 (3.55)
1 1

22 2
2 2 2 2 2

3 2
2 2 22

2 1 2

( ) 2 2 2
2

1[(2 1) 2 ]( )
2

1 ( ) ( )2 ( )
4 4

1 0,
2

1
2

( )

t t t

w

r T t
w w

I J y M y ry J y M

r ry J y yI y

r qwe I I

  

    
 

  







      

 
   

   

(3.57)

将 (3.57) 式按 y不同阶数分类可得:

2

2 2 2

2 ( ) 2 2 2
2 2 2

2
2 2 1 0

( )2 0,
4

1(2 1) 0,
2 2

( )

(1 )

,

r T t
w

t

w

t

t

w

rM r M

rI M qwe I I

rJ r J I




     

  







 

 


  

    






 



(3.58)
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求解 (3.58) 可得:

2
2 ( )

2 2

2
2 2

( )

2 2 2 2 2 2
1 2

( ) ( )2
12

( )( ) 1 ,
8

( , ) (2 1) ( )d d

               ( 1) ( )
2

1 1               [ ( ) d ,
2 2
(

)

)( ) d ,

(1 ]



 


 

   

   

  






 

    

  

   

 








 





r t T

T T

wt t

r T t

T

wt

Tr t T r T s
wt

r

rM t e
r

I t w M t s I s

q w e t T
r

w r I s

rJ t e I e s















(3.59)

即  (2) , ,t y wk 得证.

综上所述，有以下定理，即

定理 3.1 在 CARA 效用函数下，使得终端财富的期望效用最大化的最优投

资策略为:

2 (0) (1) (2) (0) (1) (2)( )
0 0 1 0 0*

2 2 2 (0) (1) (2) (0) (1) (2)
1 1 2 1 1

1 2 ( ) ( )
.

2 ( ) ( )



 

      


      

        
 
      

r t T
y y y r r r

y y y w w w

m m m rs m m me
qv s k k k s k k k

(3.60)

式中 (0)m 、 (1)m 、 (2)m 分别由方程 (3.31) 和 (3.34)、 (3.36) 和 (3.39)、 (3.41)

和 (3.44) 给出， (0)k 、 (1)k 、 (2)k 分别由方程 (3.46) 和 (3.49)、 (3.51) 和 (3.54)、

(3.56) 和 (3.59) 给出.

3.3 数值分析

在本节中，将通过数值模拟来分析主要参数对最优策略的影响并解释模拟结

果的经济意义.在数值分析中，基本参数由表 3-1 给出.

表 3-1 基本参数值

参数 0 1 r  v  t T 1 2 q  s   1k 2k

取值 0.1 0.1 0.05 -1 300 1 0 3 0 1 0.05 0.3 3 0.2 1 1.4 0.3
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图 3-1 r和对最优投资策略的影响

图 3-1 表明，最优投资策略 * 随着无风险利率 r的增大而减小，这意味着当

无风险利率增加时，投资于无风险资产的收益更大.因此，家庭减少了股票的投

资金额，以避免投资风险，这与实际的金融市场情况一致. * 随参数变大而增

大，说明随着股票的预期瞬时回报增加，家庭为了获得财富而在股票上投入更多

的钱.

图 3-2  和 对最优投资策略的影响

图 3-2 表明，最优投资比例是参数 的递增函数.这意味着，如果现金收入

的波动率 增加，则投资于风险资产的金额也相应增加. * 与 的值具有相反的

趋势.事实上， 参数越大，股票的瞬时波动率就越大，导致投资风险越大.相应

地，投资者会减少对股票的投资.
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图 3-3 q和对最优投资策略的影响

图 3-3 表明，随着风险厌恶系数 q的增加，投资者对股票的投资比例降低.

这主要是因为更高的风险厌恶系数会使得投资者想要规避更多的风险，因此投资

者会倾向于降低股票的投资比例，转而增加无风险资产的投资比例.变大，投

资者在风险资产上投入的资金就会减少，这说明当消费的波动率变大时，投资者

为了确保自身消费，更倾向于无风险资产的投资.

3.4 结论

本章研究了在随机消费和随机利率情形下，不同因素对最优投资策略的影响.

根据数值模拟结果，得到以下结论

(1) 当风险资产波动率、风险厌恶系数以及利率增加时，投资者会减少股票

投资比例.

(2) 当股票的平均回报率和现金收入的波动率增加时，投资者会增加股票的

投资比例.

本章研究得到的考虑随机消费和随机利率的最优投资策略，可以给予投资者

更好的投资指导和建议，帮助投资者进行投资规划.
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第 4 章 基于 CEV 模型考虑随机消费、随机利率和通胀风险

的最优投资策略

本章在第 3 章的基础上，进一步引入通胀因素，研究了通胀风险对最优投资

策略的影响.通过结合对偶方法、Legendre 变换以及动态规划原理，求解了以终

端财富期望效用最大化为目标的优化问题，并得到了考虑通胀风险的最优投资策

略解析解.最后，利用数值模拟方法，分析了通胀风险及其他相关参数对最优投

资策略的影响.

4.1 模型建立

令   F F, , ,
t

P 为完备概率空间，P是概率测度， 
  

F
0,t t T

表示t 时刻的信息

流.本研究考虑一个简单的投资组合，它是由两种金融资产组成.一种是无风险资

产，另一种是风险资产.假设风险资产允许卖空和存在以无风险资产借贷的事件.

设 0 ( )S t 表示无风险资产在时刻 t的价格，其表示为:

0 0 0d ( ) ( ) ( )d , (0) 0,  S t r t S t t S S

式中 ( )r t 是利率，遵循 CIR 过程,即

1 2 1 0d ( ) ( ( ))d  + δ ( )d ( ), (0) 0,   r t k k r t t r t r rWt (4.1)

式中：1k 是利率向均衡水平回归的速度参数； 2k 是利率均衡水平附近波动的参数；

 是随机波动的强度参数. 1k , 2k 和 是正常数，并且假设满足费勒条件，即

2
12k  成立.

假设风险资产的价格 ( )S t 遵循 CEV 过程，即

2 ,d )d( ) ( )( ( ( ))dS t S t t S t W t   (4.2)

式中：是预期瞬时收益率； 是瞬时波动率； 是弹性参数.

假设家庭支出包括家庭消费支出.因此，家庭支出具有随机性.将时刻 t的家

庭支出表示为 tw ，为区别第 3 章家庭消费支出，在第 4 章我们把家庭消费支出

表示为:
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3
d ( ) d d ( ),

( )
  

w t t W t
w t

(4.3)

式中是漂移项，即随机消费过程的平均增长率； 是波动率项，用于描述随机

消费过程的波动性；和  为常数.金融市场中各种资产价值受通货膨胀影响较

大，为了排除通胀的影响，本章用价格指数表示市场通胀水平，价格 ( )P t 指数满

足如下随机微分方程:

1 1 4

0

d ( ) d( ) d ( ),
( )

(0) ,

   

 

P t t W t
P t

P P

常数 1u 为平均通胀率，常数 1 为预期通货膨胀率的波动率， 1( )W t 、 2 ( )W t 、 3( )W t

和 4 ( )W t 是标准布朗运动，且满足 1 2 1(d ( ) ) d dW t W t t ， 2 3 2(d ( ) ) d dW t W t t ，

1 2 0   ， 1 3 0d ) (d( ) W t W t  ， 4 ( )W t 与 1( )W t 、 2 ( )W t 、 3( )W t 无关.

受通胀影响后的实际风险资产的价格过程为:

2
1 1 2 1 4

( )ˆd ( ) [( )d d ( ) d ( )],
( )

       
S tS t u t S w t W t
p t

受通胀影响后实际无风险价格过程为:

20
0 1 1 1 4

( )ˆd ( ) [( )d d ( )],
( )

     
S tS t r t W t
p t

受通胀影响后实际家庭消费支出过程为:

2
1 3 1 41ˆ ˆd ( ) [( d d ( ) d ( )].)w t w W t W tt     

设 ˆ( )V t 表示 t时刻的实际个人财富， ( )t 表示投资于风险资产的财富比例.

那么投资于无风险资产的财富比例为1 ( )t .财富过程 ˆ( )V t 满足以下随机过程，

即

2 11
2

41
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆd = [ ( ( ) ) ]d d ( ) d ( ),V V u V r w t V S W t V W t          

式中：初始财富 0̂  > 0V .

设所有容许策略的集合记为  ( ),0A t t T   .个人目标是在有限的时间

范围内最大化终端财富的预期效用，即

 ( )
�max [ ( ( ))]

t A
EU V T ，
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式中： ( )U  是效用函数.本章考虑 CARA 效用函数，其表达式为:

( ) .
qxeU x
q



  (4.4)

4.2 HJB 方程和最优投资策略

在本节中，我们主要讨论如何找到第 4.1 节中目标函数的最优解.首先，定

义一个价值函数 ˆ( , , , , )H t s r w v 为:

( )

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , , , , ) sup ( ( )) | ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,0 ,
 

        t A
H t s r w v E U V T S t s V t v r t r w t w t T

边界条件 ˆ( , , , , ) ( )H T s r w v U v ，价值函数 ˆ( , , , , )H t s r w v 的 HJB 方程为:



2
1 1 1 2

2 2 2 2 1
ˆ1 1 1

1 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ2 1

2 2 2 2 2 2 1

ˆ2 1

ˆ[ ( ) ] ( )
1ˆ ( )
2

1 1 ˆ ( )
2 2

1 ( )
2sup 0,

t s v r

w ss sr

sw rr ww

vv v vs

vw vr

H sH v r w H k k r H

w H s H rs H

s H r H w

s v H r vH s vH

s vH s v r

H

H

 



 

  

  

     

    

    

  

 





       

    

   

      
   

(4.5)

式中： tH 、 sH 、 vH 、 rH 、 ŵH 、 ssH 、 vvH 、 rrH 、 ˆ ˆwwH 、 vsH 、 vrH 、 ŵvH 和 ŵsH

表示关于参数 t、 s、 v、 r和 ŵ的不同偏导数.

由方程 (4.5) 的一阶极大值条件，可得:

2 2 1
* ˆ2 1

2 2

( ) .
  



    


   
  v vs vw vr

vv

r H s H s H s rH
v s H

(4.6)

将方程 (4.6) 代入方程 (4.5)，可得:

2
1 1 1 2

2 2 2 2 2
1 1

1 1 2 2 2
1 1

2 2 1 2
2 1 2ˆ 2

ˆ

ˆ ˆ2

ˆ[ ( ) ] ( )
1 1ˆ ( )
2 2

1 ˆ ( )
2

1[( ) ] 0.
2

t s v r

ss rr

sr w

vs v v

w

w

v w
vv

r

H sH v r w H k k r H

w H s H r H

rS H s H w H

r H s H s H rs H
S H



 

  


  

    

     

    




 



      

    

   

     

(4.7)

与第 3 章相同，对于方程 (4.7) 利用 Legendre 变换和对偶方法，定义H的

Legendre 变换定义为:

  
0

ˆ ˆ( , , , , ) sup ( , , , , ) | 0 ,


   
v

H t s r w v H t s r w v zv t T
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式中： 0z  表示 v的对偶变量.

v的最优值由 , , , ,ˆ( )t s r w zg 表示为:

 0
, , , , ) inf | ( , , , , ) ( , , , , ), ,ˆ ˆ ˆ( 0

v
t s r z v H tg tw w ws r z zv H s r z t T


   

于是有

 ( , , , , ) ( , , , , ) , ( , , , , ) ,ˆ ˆ ˆ  w wH t s r z H t s r g z s wg g t r g v

因此，值函数H和对偶函数 H的导数的关系为:

   


 


 


 








  


  


ˆˆ

2 2 2
ˆ

ˆ ˆˆ ˆ

2 2
ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

1, , , , , ,

, , ,

, , , .

t s w zv t s w vv
zz

sz sz zw
ss rr wwss rr ww

zz zz zz

sz zw sz rz sw zw
sr swvs vw sr sw

zz zz zz zz

H z H H H H H H g H H
H

H H HH H H H H H
H H H

H H H H H HH H H H H H
H H H H

       

     

       

(4.8)

本章用函数 g作为H的对偶函数，它将提供一个简单的方法来计算最优策略.

边界条件 ( , , , , ) ( )H T s x y v U v ，定义

 
  

0

0

, , , , ) inf | ( , , , , ) ( , , , , ) ,

, , , , ) sup ( ) | 0 ,

ˆ ˆ ˆ(

ˆ(




  

  

v

v

g vwt s r z v H t s r z z H t s r z

H t s r z U v zv v

w w

w

由上可得:

1ˆ( , , , , ) ( ) ( ).g T s r w z U z (4.9)

将方程 (4.8) 代入方程 (4.7)，我们可以得到函数 H的以下等式

  

   


 




 






1

2 2
ˆ

2

2 2 2 2 2 2
1 2

2

1 2 2

1 1 1 1

ˆ

ˆ2
ˆ ˆ

1 2

2 2 2
2 2

2 21

1

[ ]

1 1 1( ) (1 )
2 2 2

1 ( )
2

1 ( )ˆ ( )

(

ˆ ˆ( ) (

)

)

(
2 2

)

z

w

w

w
ww

t s

rz
r rr ss

zz

z
sr sz

z

z
zz

zz

rz

H sH g z H

Hk k r H rH s H r
H

Hrs H r szH
H

H r zw H H
s

r

r w w

H
r z H
s









    

   

    




  








    

     

   


   

 



 

  1
2 ˆ ˆ

2( ) 0.ws zw
r zs H H
s




   


 
 

(4.10)

对于等式 ˆ( , , , , )  g t s r w z H ，两侧关于变量 t， s ， r， ŵ和 z微分，得到

一阶和二阶偏导数，然后代入方程 (4.10) 两边关于 z进行微分后的方程，可以

得到:
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2
2 2
1 1 1 12 2

2 2 2 2 2
ˆ1 1 1 2

2
2 2 1 1

ˆ1 1 22

22 2
2 2 2 ˆ

ˆ ˆ2 2 2

( )ˆ[ ( )] [ ( )]

1 1ˆ ( ) ( )
2 2

1 (1 )
2

( 1) 1 ˆ ( )( )
2 2

1
2

rr

t s z

w r ss

sr sw
z

w zz
zz w

r zz

w
z

u rg rsg w g r r zg
s

w g k k r g s g r g

g gr rs g s g
g

g gu z g w g
s g





 



   


    

     

 




 


         

      

   


   

2
2 2 ˆ 1 2

ˆ2 2

( ) ( ) 0.w zz
r w

z

g g r r rg g
g s s 

     
 

 
  

(4.11)

考虑由方程 (4.4) 描述的 CARA 效用函数.联立方程 (4.9) 和 (4.4)，有

1ˆ( , , , , ) ln . g T s r w z z
q

假设方程 (4.11) 的解可表示为:

1

2

1 ˆˆ ˆ ˆ( , , , , ) ( )(ln ( , , ) ( , , )) ( ),

,

g t s r w z h t z m t y r k t y w n t
q

y s 

        
 

(4.12)

边界条件为 1 ˆ( ) 1, ( ) 0, ( , , ) 0  h T n T m T y r 和 ˆ ˆ( , , ) 0k T y w .

将方程 (4.12) 代入方程 (4.11) 可得:

   

    

2 2
1 1 1 1 1 1

22 2
1 1 2 3 1 2 3 1

22
ˆ ˆ

22 2 2 2
1 2

[

,

( ) ( )](ln ) [( ) ( ) ]
1( )[( ) ( )

ˆˆ

1

ˆˆ ˆ

ˆ

1
2

1 ˆ
2 2

ˆ 0

r

t t

w w

h

t

m k

m k m

r h t z r n t n q

h L L L F F F r

w k k

   

 

   

        

       

  

其中

2
0 1 2 ,1ˆ ˆ ˆ( )

2
  r rrL m k k r m rm (4.13)

2
2 2 2

1 2

( )ˆ ˆ ˆ ˆ[(2 1) 2 2 ,]
4 2
    



      t y yy
r rL m m ry m ym y (4.14)

1
2 1

( ) ,ˆ ˆ ˆ2    



  yr r

r rL m s r ym ym (4.15)

2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ0 1 1 1

1ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ,
2w wwF k w k w k         (4.16)

2
1 1

2 2 2

2
( ( )2

1 12

1

)

ˆ ˆ ˆ ˆ[(2 1) 2 ] 2

(4 ) ˆ      ,   
4 2

t y yy

r T t

Fk k ry k yk

r ry qe w 

    

 


  

     


   

(4.17)
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2 2 ˆ ˆ
2 ˆ .( )ˆ ˆ2  




  w wy
rF k yk yk (4.18)

此外，通过分离变量联立边界条件我们可以解得:
2
1 1 )( )

1
(( ) ,r t Tuh t e    ( ) 0.n t 

 

2 2 2
0 1 2 0 1 2

2

1

2 2 2 2 2
1 2 ˆ

1ˆˆ ˆ( ) ( ) (1 )
2

] 0.ˆ1 ˆ[
2

  





      





 

r

ww

L L L m F F F k r

k

m
(4.19)

类似地，通过令 0 ( )r t 来代替方程 (4.1) 中的 ( )r t ， 1 ( )w t 来代替方程 (4.3)

中的 ( )w t ，来找到方程 (4.13) 的渐近解

0

1

0 1 2 0 1

1 1 3

d ( ) ( ( ))d ( )d ( ),

d ( ) d d ( )





 

   

  

  ，

r t k k r t t r t W t

w t t W t
(4.20)

式中 00 1  ， 10 1  是两个小的正参数.

将方程 (4.20) 代入方程 (4.19) 可得:

 

0 0

1 12

2 2 2
0 0 1 0 2 1

ˆ1 0
2

1
2 2 2 2

1 21 2

1ˆ ˆ(

.1

(

ˆˆ[ ( )
2

) (1 ) ) 0,
2

ˆ( ) ] 0

 

  

   

   

  



 

   

r

w

L L L m r m

kF F wF k
(4.21)

假设方程 (4.21) 的解遵循以下形式，即

0

0

(0) (1) (2)
0 0

(0) (1) (2)
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ),
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ).





 

 

  

  

m m t y r m t y r m t y r

k k t y w k t y w k t y w
(4.22)

将方程 (4.22) 代入方程 (4.21) 得:

 

(0) (1) (0) (0) (2) (1)
1 0 1 2 0 0 1 2

2 2 (0) 2
1

(0) (1) (0) (0) (

2 2 2 2

2) (1)
1 1 1 2 1 0 1

02 2
ˆ1 2

2

( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (
1 ˆ(1 )( ) ) 0,
2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (

ˆ] ) 0.1 ˆ[ ( )
2

r

w

Lm Lm L m L m Lm L m

r m

Fk F k F k F k F k k

kw

F

 









  



    

  

     

 

(4.23)

根据 (4.23) 里 0 、 1 不同阶数，可以得到如下六个方程

(0)
1 ˆ 0Lm ， (0)ˆ ( , , ) 0.m T y r (4.24)

(1) (0)
1 2ˆ ˆ 0 Lm L m ， (1)ˆ ( , , ) 0.m T y r (4.25)

(0) (2) (1) 2 2 (0) 2
0 1 2 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ(1 )( ) 0
2
     rL m Lm L m r m ， (2)ˆ ( , , ) 0.m T y r (4.26)

(0)
1
ˆ 0Fk ， (0)ˆ ˆ( , , ) 0.k T y w  (4.27)
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(1) (0)
1 2
ˆ ˆ 0 Fk F k ， (1)ˆ ˆ( , , ) 0.k T y w  (4.28)

 2(0) (2 2) (1) (0)2
ˆ0 21 2

2 2 2
1

1 0ˆ[ ( )ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ]       wF k F F k kwk ， (2)ˆ ˆ( , , ) 0.k T y w  (4.29)

式 (4.24)- (4.26) 关于 (0)m̂ 、 (1)m̂ 、 (2)m̂ 的解与第 3 章 (0)m 、 (1)m 、 (2)m 的解

一致，下面我们对 (0)k̂ 、 (1)k̂ 、 (2)k̂ 进行分别求解.

对 (0)k̂ 进行求解，将式 (4.27) 代入 (4.17) 可得:

2
1 1

(0) 2 (0) 2 2 (0)

2
( ) 2

1 12

ˆ ˆ ˆ[(2 1) 2 ] 2

( ) ˆ 0.
4 2

t y yy

r T t

k ry k yk

r ry qwe  

    

  


  

    


    （ ）

(4.30)

设

         (0)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , 0,ˆ ˆ ˆ   k t y I t J t y I T w Tw w J (4.31)

将 (4.31) 式代入 (4.30)

2
1 1( ( )

2
2
1 2

)2

1

ˆ ˆ ˆ(2 1) ( )
2

( )ˆ ˆ[ 2 ( ) ] 0,
4

  

  


      


    

r T t
t

t

rI q J t qwe

ry J r J t
(4.32)

将 (4.32) 式按 y不同阶数分类可得:

2
1 1

2

2

( ( )2 2
1 1

)

( )ˆ 0,
4

ˆ ˆ ˆ(2 1) ( ) 0

ˆ2

,

(

2

)

 




 



   









 

 


    

t

r T t
t

rJ

rI J

r J t

t qwe
(4.33)

求解 (4.33) 可得:

2
1 1

2
2 ( )

2

(
2
1 1

2
2

1 1

2
2 (

(

)
2

) )

( )ˆ( ) [1 ],
8

ˆ( , ) 1

(2 1)( )             ( )
8 2

(2 1)( )             1
6

ˆ ˆ

,
1



 






 

   

 













 

    

  
     


























   

r t T

r

r T

T

t

t

rJ t e
r

qI t e
r

r r T t

w

e
r

w

r

r

(4.34)

即  (0)ˆ ˆ, ,wyk t 得证.

对 (1)k̂ 进行求解，将式 (4.28) 代入 (4.18) 可得:

2
1 1( ( )(1) 2 (1) 2 2 (1)

2
2 (0) (0)2
1 1 22

)

ˆ ˆ

ˆ

.

ˆ ˆ ˆ(2 1) 2 2

( ) ( )ˆ ˆ2
4 2

r T t
t y yy

yw w

k ry k yk qe w

r r ry r yk yk

     

     
 

       
 

     
(4.35)
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设

1
(1) 2

1 1 1 1 1 1
ˆ ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ( , ) ( ) ( ) 0) , , ) ( , ) ( ) ( ,k t y w I t w J t y M t y I T w J T M T      (4.36)

将 (4.36)、(4.31) 式代入 (4.35)

2
1 1

1 1 3
2 2 22 2 2

1 1 1

1
)

1 1

2
( ( ) 2

2 ˆ
2

1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[(2 1) 2 ]( ) 2 ( )
2 4

( )( ) ˆˆ 0,
4 2

 

    

  
 

 

 

       


     

t t t

r T
w

t

I J y M y ry J y M y y

rr rqe w y u yI
(4.37)

将 (4.37) 式按 y不同阶数分类可得:

2
1 1

ˆ

2

1 1 2

( ( )2 2
1 1 1 1

2
1 1

)

( )ˆ ˆ2 0,
4

ˆ ˆ ˆ(2 1) 0,
2

( )ˆ ˆ ˆ 0,

 




   

 














  

      


  



t

w

t

r T t

t

rM rM

rI M u qe w

rJ r J I

(4.38)

求解 (4.38) 可得:

       

 2
1 1

2
2 ( )

1 2

2 2
1 1 1

( )
2
1

1 ˆ

1

( ) ( )2

( )ˆ ( ) [1 ],
8

ˆ ˆˆ, 2 1 d
2

ˆ
               [ 1],

( )ˆ ˆ( ) d ,



 

 




    

 
 





  

 














 

        
 






 








r t T

T

s

r T t

Tr t T r T S

t w

rM t e
r

rI t w M t s T t

qw e
r

rJ t e I e s

(4.39)

即  (1)ˆ ˆ, ,wyk t 得证.

对 (2)k̂ 进行求解，将式 (4.29) 代入 (4.19) 可得:

 

2
1 1

2
(2) 2 (2) 2 2 (2)

2

( )( )2 2 (0)
ˆ1 1 1 1

2 2 2 (0) (1) (1)2
ˆ ˆ ˆ ˆ1 2

2 2 (0) 2 2 2 (0)
ˆ ˆ1 2

( )ˆ ˆ ˆ[(2 1) 2 ] 2
4

ˆˆ ˆ( ) ( )
2
1 ( )ˆ ˆ ˆˆ ( ) 2
2
1 1ˆ ˆˆ ( )( )
2 2

t y yy

r T t
w

ww yw w

w w

rk ry k yk y

r qwe w k

rw k yk yk

w k k

 

    


    

     


   

  


    

     


  



 
2

0.

(4.40)

设

1
(2) 2

2 2 2 2 2 2
ˆ ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , , ) ( , ) ( ) ( ) , ( , ) ( ) ( =0)k t y w I t w J t y M t y I T w J T M T     (4.41)

将 (4.41)、(4.36)、(4.31) 式代入 (4.40)
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1 1
22 2

2 2 2 2 2

3 2
2 2 22

2 2

(

ˆ1

ˆ
2 ) 2

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 2ˆ ˆ

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[(2 1) 2 ]( )
2

( )1 ( )ˆ ˆ2 ( )
4 4

ˆ( ) ( ) 
2

1 1ˆ ˆ( ) 0,
2

ˆ ˆ

2
ˆ

  

    
 

    

   







      

 
   

      

  

t t t

r T

w

w
t

w w

I J y M y ry J y M

r ry J y yI y

r q e

I

w

w

Iw

I

(4.42)

将 (4.42) 式按 y不同阶数分类可得:

2
1 1

2

2 2

( )( )2 2
2 1 1

2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ1 1 1 2

2
ˆ2 1

2

2

2

( )ˆ ˆ2 0,
4

ˆ ˆ ˆ(2 1) ( )
2

1 1ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0,
2 2

( )ˆ ˆ ˆ 0,

 




    

      

  


  


  

     

       










 


  


 


r T t

w w

w

t

t

t

rM r M

rI M qwe

w I w I

rJ r J I

(4.43)

求解 (4.43) 可得:

2
1 1

2
2 ( )

2 2

2 2
ˆ2 2 1 1

( )( ) 2
1 12

1 1

2 2 2 2 2 2
ˆ1 2

( )ˆ ( ) 1 ,
8

ˆ ˆ ˆˆ ˆ( , ) (2 1) ( )d ( ) d

ˆ
               ( 1) ( )( )

2
1 1 ˆˆ               [ ( ) d ,
2 2

]



 


 

     

 
 

   



  

    

    

     
 

  

 



r t T

T T

wt t

r T t

T

wt

rM t e
r

I t w M t s w I s

qw e t T
r

w

r

I s

( ) ( )2
2 ˆ1

( )ˆ ˆ( ) d ,   


 




















 

Tr t T r T s
wt

rJ t e I e s

(4.44)

即  (2)ˆ ˆ, ,wyk t 得证.

综上所述，有以下定理，即

定理 4.1 在 CARA 效用函数下，使得终端财富的期望效用最大化的最优投

资策略为:

2
1 1

2 (0) (1) (2) (0) (1) (2))( )
0 0 1 0 0*

2 2 2 (0) (1) (2) (0) (1) (2)
ˆ ˆ ˆ1 1 2 1 1

( 1 2 ( ) ( )
.

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) ( )

t T
y y y r r r

y y

r

y w w w

m m m rs m m me
qv s k k k s k k k

 







      


      

         
 
      

(4.45)

式中： (0)m 、 (1)m 、 (2)m 分别由方程 (3.31) 和 (3.34)、(3.36) 和 (3.39)、(3.41)

和 (3.44) 给出， (0)k̂ 、 (1)k̂ 、 (2)k̂ 分别由方程 (4.31) 和 (4.34)、 (4.36) 和 (3.39)、

(4.41) 和 (4.44) 给出.
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4.3 数值分析

在本节中，将通过数值模拟来分析主要参数对最优策略的影响并解释模拟结

果的经济意义.在数值分析中，基本参数由表 4-1 给出.

表 4-1 基本参数值

参数 0 1 r  v  t T 1 2
取值 0.1 0.1 0.05 -1 300 1.2 0 3 0 1
参数 q  s   1k 2k 1 1
取值 0.05 0.3 3 0.2 1 1.4 0.3 0.1 0.02

图 4-1 1 和 1 对最优投资策略的影响

图 4-1 表明，通货膨胀预期率 1 增大，家庭投资在风险资产的钱减少.这是

因为物价上涨会降低钱的购买力，家庭更愿意把钱放在更安全的地方，比如银行

存款、国债，而不是冒险投资股市.同时，担心未来生活成本提高，家庭也会多

存钱、少投资.通货膨胀波动率 1 增大，家庭投资在风险资产的钱增加.当通货

膨胀波动变大时，家庭反而可能增加风险投资.因为物价时高时低不稳定，存钱

反而更容易贬值，这时候家庭会选择投资股票、黄金等，希望能抵消通胀.虽然

风险高，但长期来看，这些资产更能抵抗通胀的影响.
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图 4-2 r和对最优投资策略的影响

图 4-2 表明，最优投资策略 * 随着无风险利率 r的增大而减小，这意味着，

随着无风险利率的上升，无风险资产的收益率显著提高.因此，家庭倾向于减少

对股票等风险资产的投资比例，以规避潜在的市场风险.这一结论与金融市场的

实际表现相吻合，反映了投资者在利率变动时的风险规避行为. * 随参数变大

而增大，说明，当股票的预期瞬时回报增加，家庭为了追求更高的财富增长，倾

向于增加对股票等风险资产的投资以获取潜在的高回报.

图 4-3  和 对最优投资策略的影响

图 4-3 表明，风险资产投资比例随着参数 的增大而增大.这意味着，如果

现金收入的波动率 增加，家庭倾向于增加对风险资产的投资比例.这种行为可

能源于家庭试图通过风险资产的高收益来对冲现金收入的不确定性，从而在整体
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上平衡风险与收益. * 与 的值具有相反的趋势.事实上， 参数越大，股票的

瞬时波动率就越大，导致投资风险越大.相应地，投资者会减少对股票的投资.

图 4-4 q和对最优投资策略的影响

图 4-4 表明，随着风险厌恶系数 q的增大，投资者对股票的投资比例显著下

降.这主要是由于更高的风险厌恶系数反映了投资者对风险的规避倾向增强，因

此他们会减少对高风险资产的配置，转而增加对无风险资产的投资比例.此外，

当消费波动率增大时，投资者为了确保消费的稳定性，也会倾向于减少风险资

产的配置，转而更多地投资于无风险资产.这种行为表明，投资者在面对更高的

风险或不确定性时，会优先考虑资产的稳健性和消费的可持续性.

4.4 结论

在本章研究中可以看出，家庭投资决策主要受通胀水平、市场收益率和风险

偏好等因素影响.当通胀预期上升时，人们倾向于减少股票等风险资产投资，转

而选择银行存款、国债等安全资产以规避购买力下降风险.但当通胀波动加大时，

为对抗货币贬值，反而会增加股票、黄金等抗通胀资产配置.在市场收益率方面，

无风险利率上升会降低风险资产吸引力，而股票预期回报提高则会刺激投资.股

票波动率上升、风险厌恶程度提高或消费波动加大时，都会促使减少风险资产配

置.而收入不稳定时，为对冲不确定性，反而可能增加风险投资.总体而言，家庭

投资者会根据市场环境变化，在追求收益和规避风险之间进行动态平衡调整.
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第 5 章 总结和展望

本文研究在随机利率、随机消费和通胀因素的框架下，对最优投资问题进行

了深入探讨，为理解投资者在复杂市场环境中的决策行为提供了理论支持.然而，

金融市场是一个动态演变的复杂系统，随着全球经济格局的变化和金融科技的快

速发展，最优投资问题的研究仍有许多值得探索的新方向.未来的研究可以进一

步扩展模型的应用场景，例如在多资产投资组合的背景下，研究不同资产类别，

如股票、债券、大宗商品和另类投资在随机利率和通胀环境下的动态配置问题.

这种扩展不仅能够更全面地反映现实市场的多样性，还能为投资者提供更为灵活

和稳健的投资策略.此外，考虑市场摩擦因素，如交易成本、税收和流动性约束

对投资决策的影响，将使模型更加贴近实际，从而为投资者提供更具操作性的指

导.

另一方面，未来的研究可以将环境、社会和治理 ( ESG ) 因素纳入最优投资

策略的研究框架中.随着可持续发展理念的深入人心，越来越多的投资者开始关

注投资的社会责任和长期影响.未来的研究可以探索如何将 ESG 指标与传统的

风险收益模型相结合，从而为投资者提供兼顾财务回报和社会价值的投资方案.

最后，投资者行为的异质性和市场参与者的互动也是未来研究的重要课题.

传统的投资模型通常假设投资者是同质的，但现实中投资者的风险偏好、信息获

取能力和决策方式存在显著差异.未来的研究可以引入异质性投资者假设，并探

索市场参与者之间的博弈行为如何影响资产价格和投资策略.例如，研究机构投

资者与散户投资者之间的互动如何导致市场波动，或者信息不对称如何影响不同

投资者的最优策略选择.

综上所述，最优投资问题的研究远未止步.未来的探索可以在模型扩展、现

实因素纳入、技术创新和跨学科融合以及投资者行为异质性等方面进一步深化，

从而为投资者提供更加全面和精准的决策工具，同时也为金融市场的稳定与效率

提升贡献更多的理论洞见和实践价值.这一领域的研究不仅具有重要的学术意义，

也将对金融市场的实际运作产生深远影响.
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