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I 

 

基于强化学习连续时间均方投资组合研究 

 

摘 要 

 

随着金融市场的日益复杂化和全球化，投资组合管理面临着前

所未有的挑战。强化学习（Reinforceing Learning，RL）作为一种先

进的机器学习方法，在解决复杂决策问题方面展现出巨大的潜力。强

化学习能够根据不同市场环境状态寻找最优策略，通过不断学习和

调整，优化投资组合的资产配置，以达到最佳收益，本文通过定义奖

励函数，利用均值方差模型将给定预期收益作为奖励信号，指导策略

优化，以实现风险最小化，随后将风险管理嵌入策略中，通过香农熵

达到平衡风险与收益的目的，最后通过平衡探索新策略和利用已知

策略，在不断变化的市场中捕捉新的机会，降低投资风险。 

一方面，随着全球对气候变化的日益关注，“双碳”目标已成为各

国政府和企业的重要议题。我国政府为了顺应人民对美好生活的新

期待，提出了绿色发展的时代主题。在这一背景下，本文将环境、社

会和公司治理（ESG）因素融入强化学习框架下的投资组合研究中。

首先，本文将企业 ESG 评级和投资者 ESG 偏好引入到连续时间均值

-方差投资组合的模型当中，推导出了满足自融资条件下基于 ESG 评

级的最优值函数的 HJB 方程；然后，我们证明了一个策略改进定理，

并针对不同的 ESG 评级水平设计了一个可实现的 RL 算法；最后通
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过数值模拟，讨论了 ESG 评级以及 ESG 偏好的变化对投资者终端财

富的影响。 

另一方面，通货膨胀问题历来是经济金融领域的核心议题之一，

对社会发展和民众生活均产生深远影响。当前，为了应对全球经济衰

退的挑战，众多国家纷纷采取了宽松的财政与货币政策。在我国更加

开放的政策背景下，不仅需要应对国内经济环境不确定带来的的各

种挑战，还需高度关注全球化趋势所带来的影响。鉴于此，本文在通

胀不确定这一复杂环境下，构建强化学习驱动的均方投资组合模型，

利用随机分析理论推导通胀不确定环境下的财富演化动力学方程。

在此基础上通过数值模拟，讨论了通胀不确定对投资者终端财富、值

函数以及最优策略的影响。 

最后，对全文进行了总结和展望。 

 

关键词：强化学习，均值方差模型，投资组合，动态规划原理，ESG，

通货膨胀
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RESEARCH ON CONTINUOUS TIME  

MEAN-VARIANCE PORTFOLIO BASED ON 

REINFORCEMENT LEARNING 

 

ABSTRACT 

 

With the increasing complexity and globalization of financial markets, 

portfolio management is facing unprecedented challenges. Reinforcement 

learning (RL), as an advanced machine learning method, shows great 

potential in solving complex decision problems. Reinforcement learning 

can find the optimal strategy according to different market environment 

states, optimize the asset allocation of the portfolio through continuous 

learning and adjustment, and achieve the best return. This paper defines 

the reward function and takes the given expected return as the reward 

signal through the mean-variance model to guide the strategy optimization 

to minimize the risk. Then, risk management is embedded in the strategy. 

Shannon entropy is used to achieve the purpose of balancing risk and 

return. Finally, by balancing exploration of new strategies and utilization 

of known strategies, new opportunities are captured in the changing 

market and investment risks are reduced. 
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On the one hand, with the increasing global concern about climate 

change, the "dual carbon" goal has become an important issue for 

governments and enterprises. In order to meet the people's new 

expectations for a better life, the Chinese government has put forward the 

theme of green development. In this context, environmental, social and 

corporate governance (ESG) factors are integrated into portfolio research 

under the reinforcement learning framework. Firstly, this paper introduces 

the enterprise ESG rating and investor ESG preference into the continuous 

time mean-variance portfolio model, and deduces the HJB equation 

satisfying the optimal value function based on ESG rating under the 

condition of self-financing. Then, we prove a policy improvement theorem 

and design a realizable RL algorithm for different ESG rating levels. 

Finally, through numerical simulation, the influence of ESG rating and 

ESG preference on the end wealth of investors is discussed. 

On the other hand, inflation has always been one of the core issues in 

the economic and financial field, which has a profound impact on social 

development and people's life. At present, in order to cope with the 

challenges of the global economic recession, many countries have adopted 

loose fiscal and monetary policies. In the context of Chinese more open 

policy, it is necessary not only to deal with the challenges brought by the 

uncertain domestic economic environment, but also to pay close attention 

to the impact of the trend of globalization. In view of this, this paper 
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constructs a mean square portfolio model driven by reinforcement learning 

under the complex environment of inflation uncertainty, and uses 

stochastic analysis theory to derive the dynamic equation of wealth 

evolution under the environment of inflation uncertainty. On this basis, 

through numerical simulation, the effects of inflation uncertainty on 

investors' terminal wealth, value function and optimal strategy are 

discussed. 

Finally, the paper summarizes and looks forward to the research. 

Gui Xiuzi (Applied Mathematics) 

Surpervised by Fei Weiyin 

KEYWORDS: Reinforcement learning, ESG, inflation, Mean-variance 

model, Dynamic programming principle , Investment portfolio
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第 1 章 绪论 

1.1 研究背景和意义 

投资组合是将一定资金分配给多个金融资产的决策过程，通过不断改变分

配权重来提高收益，减小风险。马科维茨均值-方差投资组合选择理论提供了一

种通过权衡风险和回报来优化投资组合的方法，是现代金融理论发展的里程碑。

然而，由于金融资产价格难以预测，交易数据体量庞大，而且具有严重的非线性，

在实践中仅靠人脑难以做出最优决策。 

传统的投资组合理论是对过去投资经验的总结，偏重于质的分析，而缺乏量

的分析。在选择投资工具的种类及其数量构成时，主要依赖投资决策者的直觉和

先前经验，缺乏一套系统的、精密计算的科学方法。随着人工智能技术的发展，

人们已经可以利用计算机进行学习和大量计算并实现优化投资组合管理。近年

来，在电子竞技与棋类竞技领域，深度强化学习技术大放异彩，其通过不断试错

在复杂多变的环境中展现出卓越的决策能力。受此启发，若将金融市场视为一个

持续演进的动态环境，强化学习技术便拥有了得天独厚的优势。当前，许多强化

学习方法聚焦于预测金融市场的价格波动轨迹或趋势，它们以历史价格数据为

基石，通过模型训练输出预测值，进而指导投资决策。 

另外，在当今全球气候变化的大背景下，绿色金融和脱碳减排理念逐渐深入

人心。党的二十大报告提出：“积极稳妥推进碳达峰碳中和”，这是以习近平同

志为核心的党中央统筹国内国际两个大局作出的重大决策部署。然而，推动企业

进行 ESG（Environmental, Social and Governance） 实践和发展对于实现“双碳”

目标的国家战略具有重要意义。在当前国家政策指导和投资者具有 ESG 投资偏

好的背景下，投资者也将关注点逐渐从短期的财务收益转向企业的长期价值和

潜在风险。ESG 因素作为评估企业长期价值和风险的重要指标，越来越被投资

者所重视。ESG 理念也开始嵌入到投资者的投资决策中。投资者通过投资 ESG

表现优异的企业，可以推动企业贯彻并践行 ESG 理念，从而促进经济、社会和

环境的可持续发展。这不仅有助于塑造企业良好的社会形象，还能显著提升企业
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的竞争优势和品牌价值。鉴于此，本课题考虑基于强化学习方法研究 ESG 因素

对投资组合优化问题的影响。 

同时，全球通货膨胀已成为当今社会一个备受瞩目的热点议题，它深切地影

响着投资者与公司的决策与运营。从金融危机到新冠肺炎疫情，世界各国为了应

对经济下行压力，普遍采取了宽松的货币和财政政策。然而，这些措施在刺激经

济增长的同时，也产生了通胀加剧的副作用，使得物价水平持续攀升，并且未来

通胀的走向仍充满不确定性，因此可能会对金融经济市场造成持续不断的不确

定影响。然而，通胀不仅影响着金融市场，同样影响着投资者对风险资产的投资

比率和投资组合选择。在此背景下，通胀预期成为了投资者在制定策略时的关键

因素，尤其是在复杂多变的市场环境中，如何灵活调整并更新投资策略和经营策

略，以应对通货膨胀带来的风险和挑战，保持资产价值，是投资者和公司亟需解

决的重要问题，也是本文研究的焦点。故本课题拓展性地构建了通胀环境下基于

强化学习方法的投资组合优化模型，着重分析了通胀波动率如何影响投资组合

优化，从而向投资者提供一些更加符合现实状况的决策建议。 

1.2 国内外研究现状 

均值-方差（Mean-Variance，MV）是投资组合选择的标准之一，马科维茨[1]

针对单期投资组合选择的开创性工作中提出了一种资产配置策略，该策略在以

预定的平均收益为目标的同时最小化最终收益的方差。在此基础上，很多学者针

对 MV 问题以及其推广形式进行了充分的研究。但在解决经典的基于模型的均

值方差问题时往往需要从资产价格的历史时间序列中估计市场参数，可是金融

资产价格难以预测，交易数据体量庞大，并且具有严重非线性，在实践中很难依

靠人脑做出最优决策，RL 技术基本上不需要任何模型参数的估计，其通过与未

知的投资环境直接互动就可以直接输出最优（或接近最优）分配的。在离散时间

情形下，Li 和 Ng[2]提出了一种针对最优动态投资组合选择的多期均值-方差公式

的解析解，扩展了马科维茨的单期结果。Nevmyvaka 等[3]通过 Q 学习方法提出

了强化学习在现代金融市场优化交易执行这一重要问题上的首次大规模实证应

用。Jiang 等[4]基于 DQN 展现了金融投资组合管理框架，以实现最大化收益和最

小化风险的目标。 
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但是经典的强化学习方法往往无法解决状态和动作空间维度很高的问题，

这时的深度学习技术依然解决的是离散动作的问题，如果直接应用于连续的投

资组合管理可能容易陷入维数灾难。针对这样的问题，DeepMind 团队于 2021 年

提出了深度确定性策略梯度方法（Deep Deterministic Policy Gradient，DDPG），

这种算法使用策略网络输出确定性动作，成功地解决了连续动作空间下的强化

学习问题。Lilicrap 等[5]将深度 Q-Learning 的基础思想应用于连续动作领域，提

出了一种基于确定性策略梯度的可以在连续的动作空间上运行的无模型（model-

free）算法。Zhou 和 Li[6]将连续时间均值-方差投资组合选择模型公式化为一最

大化预期终值收益和最小化终值财富的方差的双准则优化问题，并将该问题嵌

入辅助随机线性二次（LQ）问题中。Munos[7]采用了动态的方法规划（DP），满

足非线性一阶的值函数并推导出了 HJB 方程 Sato 和 Kobayashi[8]提出了一种风

险规避强化学习算法，并在单个期货交易系统上进行测试，改进了传统的投资组

合管理系统的资产配置策略。Doya[9]在没有进行时间、状态和动作的先验离散化

的前提下提出了一个连续时间动态系统的强化学习框架，而且针对策略改进提

出了连续评价算法以及基于价值梯度的贪婪策略（ -greedy）两种算法。Prashanth

和 Ghavamzadeh[10]提出了用于折扣和平均奖励马尔可夫决策过程（MDP）的方

差约束的评价（Actor-Critic）算法，而且证明了算法收敛到局部风险敏感的最优

策略，并在交通信号控制应用中展示了其有用性。 

多数强化学习算法由两个迭代过程组成: 策略评估和策略改进，前者为当前

策略提供了一个估计值函数，而后者则向正确的方向更新当前策略以改进价值

函数。Haarnoja 等[11]证明了 PITS 在无限视界中的离散时间熵正则化 RL 问题，

Jacka 和 Mijatoviki[12]证明了在连续时间的经典随机控制问题。Sutton 和 Barto[13]

发现 PIT 是可解释 RL 算法的关键先决条件，它确保迭代值函数不增加（在最小

化问题的情况下），并最终收敛到最优值函数。Liang 等[14]将连续强化学习算法

应用在投资组合管理中，并在中国股票市场进行了大量实验发现基于策略梯度

（Policy Gradient ，PG）的智能体优于均匀常数再平衡投资组合策略。Filos[15]

探讨了强化学习技术在投资组合管理中的应用，而且他们发现即使考虑交易成

本，它在年化累计收益和夏普比率方面也表现优于传统模型。Wang[16]设计了一

个可扩展的数据高效的强化学习算法，并利用标准普尔 500 指数股票的数据进

行实证测试发现很大程度上优于传统经济学方法 Wang 等[17]使用随机控制理论
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在线性二次情况下提出了一种连续时间和空间的 RL 问题的公式化方法。Wang

和 Zhou[18]提出了一个熵正则化、松弛的随机控制模型，以实现探索（学习，

Exploration）和利用（优化，Exploitation）之间的最佳权衡并表明它在模拟和实

证研究中优于传统的深度神经网络的算法。Calabuig 等 [19]提出了一种基于

Lipschitz 型扩展的强化学习模型，用于金融市场中的投资策略，并讨论了它与金

融中使用的其他强化学习和时间序列预测方法的关系。Ye 等[20]提出了一种新颖

的状态增强强化学习（SARL）框架用于投资组合管理。Wang 和 Yu[21]提出了一

个全周期数据驱动的投资机器人咨询框架，该智能体结合了逆优化和深度强化

学习方法来管理多种资产并优化投资组合。Jiang 等[22]建议使用强化学习算法来

实现 Kelly 策略，并得出了 RL Kelly 策略优于传统的 Kelly 策略的结论。 

以上内容梳理了部分强化学习方法与金融经济学问题研究相结合的文献，

但他们没有考虑绿色金融和 ESG 问题。实际上绿色金融和 ESG 理念逐渐成为人

们的共识，也是国内外学者关注和研究的焦点之一，ESG 投资理念受到了广泛

关注。张桂品和田增瑞[23]的研究发现，ESG 赋予了企业新的发展理念，是企业

可持续发展的必由之路。Xu 等[24]基于随机系统理论和契约理论，构建了 ESG 评

级 Knight 不确定性下具有模糊厌恶的连续时间委托代理模型。费为银等[25]发现

ESG 因素（包括用户偏好、利用成本和政府支持）会影响平台利用，并确定了

ESG 影响下代币安全特征的最优水平。Li 等[26]创新性地从 ESG 的角度探讨基于

区块链技术的代币平台中 ESG 因素对参与者决策的影响和持续冲击环境对代币

平台运行的影响，并且推导出了利用者价值函数满足的 HJB 方程。Li 等[27]将

ESG 理念引入到动态金融契约模型的设计中，而且研究结果表明，考虑绿色技

术投资和可持续发展的企业可以有效地提升企业价值。 

与此同时，有些学者探究 ESG 因素对金融资产和投资组合选择的影响。He

等[28]研究了公司的 ESG 综合得分对股票流动性的影响，研究发现，更好的 ESG

绩效会导致更高的股票流动性。Friede 等[29]基于 2000 多项实证研究的分布概括

出 ESG 评级较高的公司比 ESG 评分较低的公司表现出更好的财务绩效。Fatemi

等[30]研究表明 ESG 投资者认为他们可以从 ESG 信息中受益，从而指导他们的

投资决策。Liagkouras 等[31]通过引入一种算法在符合 ESG 约束的领域进行投资

组合优化。Pedersen 等[32]提出了一些投资者偏向 ESG 分数高的公司，而且当市

场由这类投资者主导时，ESG 得分高的公司组合可以产生更高的财务绩效。Chen
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等[33]将 ESG 评分与财务指标相结合构建了投资组合优化模型，其实证结果表明，

他们构建的投资组合在各个方面都优于传统投资策略。Pástor 等[34]证明了代理

人对绿色资产持有的偏好会影响资产价格。徐凤敏等[35]的研究表明，积极的环

境观点、治理观点和综合 ESG 观点与未来股票收益率显著正相关，而且 ESG 

理念对股票收益率的作用在“双碳”目标提出后有所增强。Fereydooni[36]利用了

一个在线投资组合选择策略，强调了在投资组合选择中考虑 ESG 因素的重要性，

并建议投资者可以从 ESG 投资中受益。Díaz 等[37]评估了能源行业 ESG 标签公

司的月度四分位数投资组合，认为高 ESG 评级的投资组合在投资回报表现更好。 

回溯至 2008 年金融危机的冲击，全球经济陷入低谷，为促进经济回暖，多

国政府纷纷采取了量化宽松的货币与财政政策作为应对之策，这一举措虽旨在

提振经济，却不经意间在全球范围内引发了通胀的连锁反应，我国同样面临挑

战，通胀因素对资产配置所产生的显著影响已经引起国内外学者的高度关注和

广泛研究，Brennan[38]在只有名义资产可用的情况下，针对有限期投资者的资产

配置问题提出了框架。并分析了通胀、利率动态和投资期限对最优投资组合选择

的影响。Siu[39]在一个存在通胀风险的完备市场中建立了一个长期战略资产配置

的定量模型。费为银等[40]将资产价格扩展到跳扩散环境下，并利用 HJB 方程推

导出最优投资策略，得出了最优动态资产配置策略的近似解 

在最优投资方面，姚海祥等[41]基于连续时间均值-方差框架，研究了通胀影

响下投资终止时间不确定的最优投资组合选择问题。董迎辉等[42]在一个连续时

间金融市场的背景下，考虑通胀指数债券、股票和无风险债券三类资产，并分析

了通胀风险和两种薪酬方案对最优投资策略的影响。 

众多学者们还将研究扩展到最优消费的层面，例如，Bensoussan 等[44]在完

全观测到的消费篮价格和部分观测到消费篮价格两种情形下研究了在随机通胀

下的最优消费和投资组合决策问题。Chou 等[45]建立了通胀影响及两因素随机利

率下的幂效用最大化模型，并利用随机动态规划方法求得了相应的最优投资和

消费策略。Lim[46]应用鞅方法研究了通胀风险和生存约束下的最优投资组合问题，

并且得到了最优消费率和最优投资组合。Fei[47]在一个具有马尔科夫切换和通货

膨胀的金融市场中，利用马尔可夫切换过程的广义 Ito 公式，相对避险效用为常

数的最优消费策略和投资组合策略。在通胀率和利率是随机的，预期通胀率是不

可观察，而且投资者对消费价格水平的正确过程存在不确定性的情形下，Munk
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和 Rubtsov[48]采用鲁棒控制方法推导出最优投资策略的封闭形式并说明了最优

投资组合的特性。Fei 和 Fei[49]提出了一个马尔可夫转换系统的最优控制框架，

将其应用于通胀下的最优投资组合和消费决策问题，并刻画了满足带有马尔可

夫转换的广义 HJB 方程的最优控制策略。费为银等[50]通过考虑模型误定和通胀

的随机波动对消费和投资组合带来的影响，建立投资者决策的值函数所满足的 

HJB 方程，并推导了最优消费和投资决策的显示解。费晨等[51]利用动态规划原

理分别在允许和不允许风险资产对冲的两种情形下得出了最优消费以及最优投

资组合选择策略，并且分析了通胀如何影响企业家的最优消费和投资组合策略。 

Kwak 和 Lim[52]研究了通胀风险下一个家庭的连续时间最优消费、投资和人

寿保险决策问题。用一个流动性很强的通胀挂钩指数债券市场来对冲通货膨胀

风险，并利用鞅方法导出了恒定相对风险规避效用情况下的显式解。Han 和

Huang[53]求解了在利率和通胀风险下工薪阶层退休前的最优人寿保险、消费和投

资组合决策，他们的结果表明，工薪阶层的收入与通胀挂钩，并且人寿保险需求

将随着通胀水平的提高而增加。费为银等[54]分别研究了在通胀下退休前后的代

理人的退休选择、最优消费和投资组合决策问题。费为银等[55]在通胀环境下通

过动态规划原理构建了以最优工作努力策略和股权激励为控制变量的满足公司

和高管利益最大化的 HJB 方程，并分析了通胀风险对高管的股权激励和工作努

力策略的影响。费为银等[56]在通货膨胀背景下，构建了政府最优税收和债务模

型，分析通胀对政府最优税收和债务的影响，以及对达到债务容量的时间影响，

并预测我国到达债务容量的时间。 

1.3 论文内容及安排 

基于上述分析，本文考虑在 Wang 和 Zhou[18]的模型中分别引入 ESG 因素和

通胀，得到通胀不确定环境和兼顾 ESG 表现的情形下满足代理人自融资假设的

最优投资组合。首先，在理论上给出 ESG 环境下投资者的价值函数，在导出投

资者的价值函数所满足的哈密尔顿-雅可比-贝尔曼（HJB）方程，然后在给定边

界条件下，通过数值模拟，分析企业 ESG 得分以及投资者 ESG 偏好对投资者终

端财富以及价值函数的影响，并给出经济学解释。本文还考虑了现实世界的复杂

多变性对投资者决策的影响，引入通胀因素，并在此基础上分析通胀参数对投资
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者最优短期和长期主义投资决策的影响，以及各种参数之间的相关性对投资者

短期、长期的影响，从而得出一些具有一定实际意义的经济学结论，以向投资者

提供合理的管理和决策建议。 

本文结构安排如下： 

第 1 章  绪论，主要说明了本课题在经济学领域的研究背景和意义、国内

外关于该课题的研究现状和进展、文章的研究方法以及论文的总体安排。 

第 2 章  基于强化学习框架下，在价格过程中引入 ESG 因素，构建一个松

弛随机控制问题，通过引入拉格朗日乘子方法将原始约束问题纳入目标函数来

解决风险最小化问题；接着，在满足自融资假设的条件下引入动态方程的探索性

版本，利用动态规划原理和伊藤公式推导出满足代理人预期收益风险最小化的

HJB 方程，然后通过对 HJB 方程取一阶条件得到最优控制分布，证明策略改进

定理是高斯的，设计探索性均值方差投资组合选择算法，通过数值模拟绘制出不

同的 ESG 参数对投资者终端财富的影响。并结合经济学原理给出经济学解释以

及具有一定实际意义的建议。 

第 3 章  在通胀环境下建立动态模型。利用通胀过程对投资组合的名义财

富过程进行折现，得到通胀不确定环境下的实际财富演化的随机微分方程，再通

过应用动态规划的方法得到问题的解析解, 进而求解出原均值-方差模型的有效

投资策略的解析表达。最后，通过与经典均方问题的可解性等价，确定成本函数

并将其参数化。设定不同的通胀波动率参数分析通胀不确定性对投资选择的影

响。 

第 4 章  对全文进行总结和展望。 
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第 2 章 ESG 对基于强化学习的连续时间均值-方差投资组

合的影响 

2.1 基本模型框架 

本章考虑 ESG 因素的基于强化学习框架下的连续时间均方模型的投资组合

问题研究，首先假定在 0 时刻构建一个松弛随机控制问题，由于投资者对于 ESG

偏好的不同，考虑在价格过程中引入 ESG 评级，构建包含 ESG 评级对于投资组

合影响的模型，通过引入拉格朗日乘子方法将原始约束问题纳入目标函数来解

决风险最小化问题；接着，在满足自融资假设的条件下引入动态方程的探索性版

本，利用动态规划原理和伊藤公式推导出满足代理人预期收益风险最小化的

HJB 方程；最后，通过对 HJB 方程取一阶条件得到最优控制分布，然后将最优

反馈控制带入到 HJB 方程中根据终端条件求出最优值函数。证明策略改进定理

是高斯的并且通过数值模拟得到探索性均方问题的全局最优解。 

2.1.1 经典 MV 问题 

在这一节，在 RL 背景下，我们考虑连续时间的探索性、熵正则化马科维茨

的 MV 投资组合选择问题，其中 MV 问题是一个特殊的情况。我们首先回顾连

续时间中的经典 MV 问题，固定投资规划期T 0 ， tB 是定义在满足常规条件的

带流概率空间  ( )t 0 t T
, , ,

 
 上的标准一维布朗运动，在不考虑 ESG 因素，

同样不考虑 RL 时，风险资产的价格过程是一个几何布朗运动： 

( )t t tdP P dt dB = + ，0 t T  . 

其中 0 0 0P p=  是 t 0= 时的初始价格并且  和 分别为风险资产的预期收益率

和波动率。 

在 Wang 和 Zhou[18]的研究框架基础上，本文考虑 ESG 因素。Pástor 等[34]研

究表明，ESG 偏好会影响资产价格，费为银等[25]研究发现高 ESG 评级会导致平

台代币价格更高，所以考虑 ESG 因素时，股票价格过程假设为： 

 ( )( ) , [ 1,1]t t tdP P g dt dB g  = + +  − . (2.1) 
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( 0)   是 ESG 强度参数，也就是投资者 ESG 偏好水平，这是投资者根据

他们的偏好而选择的值，风险资产所属公司的 ESG 评分为  ( )1,1g g − ，无风

险资产的固定利率𝑟> 0，夏普比率
r




−
= ，用 ,0u

tw t T  表示代理人投资

于风险股票的贴现财富过程，该代理人以策略  ,0tu u t T=   重新平衡其在风

险和无风险资产中的投资组合的贴现财富过程。同时满足标准的自融资假设（标

准自负盈亏假设）和其他技术条件，这些条件将在下面详细说明，由（2.1）式

得到下列财富过程： 

                       ( )ˆu t
t t t t t

t

dP
dw u ru dt u dt dB

P
 = − = + .         (2.2) 

其中 ˆ g  = + ， 0 0

uw w=  ， gdt 为投资组合的 ESG 价值，如果投资者对

ESG 因素非常关注且风险资产的 ESG 得分较高的同时，那么 gdt 将是一个正

值，对股票价格的影响是正向的，这意味着当投资者更关注 ESG 因素并且风险

资产的 ESG 得分较高时，股票价格有可能上涨，当股票有良好的 ESG 表现时，

具有 ESG 偏好的投资者就会认为此时的股票更具有价值，从而在投资中获得额

外的效用。相应地，当 0g  、 0  时， 0gdt  ，此时具有正 ESG 偏好的投资

者获得的效用就会减少，也就是说当投资者对 ESG 因素的关注较低或者风险资

产的 ESG 得分较低时，股票价格可能下跌。股票价格的增幅不仅取决于风险资

产的 ESG 得分，还取决于投资者的 ESG 偏好程度。所以 gdt 可以解释为投资

组合的 ESG 价值，其中股票价格与投资者对 ESG 的偏好水平（ 0  ），风险

资产的 ESG 得分  ( )1,1g g − 正相关。 

经典的连续时间 MV 模型旨在解决以下约束优化问题： 

min u

T
u

Var w   . 

                              s.t. 
u

Tw z  =                            (2.3) 

其中 ,0u

tw t T  在投资策略（组合）𝑢下满足动态方程（2.2），且 z 是在

0t = 时刻设置的作为在投资期结束时的期望收益。 

由于目标的差异，（2.3）是时间不一致的,问题就变成了描述性 Descriptive）

的而不是规范性（Normative）的，因为对于时间不一致的优化问题通常没有动
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态的最优解决方案，而且代理人对同一时间不一致问题的反应是不同的，研究的

目标之一就是描述面对这种时间不一致性时的不同行为。在本文中，我们将重点

放在所谓的 MV 问题的预承诺策略上，该策略仅在 0t = 时最优。 

为了求解（2.3），通过拉格朗日乘子 将其转化为无约束优化问题： 

    ( ) ( ) ( )
2 2

2 2min 2 min ( )u u u

T T T
u u

w z w z w z      − − − = − − −       
. (2.4) 

这个优化问题可以通过解析求解，其解 * *,0tu u t T=   依赖于 ，可以通过原

约束条件 u

Tw z  =  最后确定 的值。 

2.1.2 经典 MV 问题的解 

经典的 MV 问题（2.4），应用了动态规划原理，我们考虑容许控制集

( )    2, : , , ( )
T

cl

t t
s

s y u u t s T u dt = =   
  :  ，其中u 是 t 循序可测的。 

（最优）值函数定义为： 

             
( , )

2 2( , ; ) : inf ( ) ( )
cl

cl u u

T s
u s y

V s y w w y z  


 = − = − −
 

.       (2.5) 

固定  ，  ( , ) 0,s y T  ，一旦解出方程（2.5）， 就可以通过约束

*

Tw z  =  来确定，   * 0,,T t Tw  是在最优投资组合 *u 下的最优财富过程。其

HJB 方程为： 

2 21
( , ; ) min ( ( , ; ) ( , ; 0)

2
t ww w

u
t w u t w u t w       



 
+


+ 


= . 

终端条件： 

( ) ( )
2 2

( , ; )t T w w z   = − − − . 

推导出最优值函数为：  

 

2

2
( )

2

ˆ

2( , ; ) ( ) ( )
T t

clV t w w e z



  
− −

= − − − . (2.6) 

最优反馈策略： 

 
*

2

ˆ
( , ; ) ( )t wu w


 


− −= . (2.7) 

以及相应的最优财富过程是 SDE 唯一的强解： 

                 

2 2
* * * 2 *

0 02 2

ˆ ˆ
( ) ( ) ,t t t tdw w dt w dB w w

 
 

 
−= − + − = .          (2.8) 
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在约束条件 *

tW z  =  下可以得到拉格朗日乘子

2

2

2

2

ˆ

0

ˆ

1

T

T

ze w

e

−
=

−









 。 

2.2 探索性 MV 问题 

给定模型参数后，经典的基于模型的 MV 问题（2.3）及其许多变体已经相

当完全地解决。在实现这些解决方案时，需要从资产价格的历史时间序列中估计

市场参数，这一过程在经典自适应控制中称为辨识。然而，在实践中很难估计投

资机会数，尤其是具有容许精度的平均收益。此外，经典的最优 MV 策略通常

对这些参数非常敏感，这主要是由于对病态方差-协方差矩阵求逆以获得最优分

配权重的过程。鉴于这两个问题，马科维茨解决方案可能与潜在的投资目标不相

关。 

另一方面，强化学习技术并不需要对模型参数做任何估计，因为 RL 算法由

历史数据驱动，直接输出最优（或接近最优）的分配。可以通过与未知投资环境

的直接互动，以学习（探索）和优化（利用）的方式实现。Wang 等[17]在无限时

域的背景下提出了探索性 RL 随机控制问题的一般理论框架，并对 LQ 这种特殊

情况进行了详细研究。我们在这里采用了相同的框架，注意到 LQ 结构的固有特

征和 MV 问题的有限时间范围。事实上，尽管探索性形式的动机基本相同，但

随着从无限时域到有限时域的转变，产生了一些新的见解。 

2.2.1 EMV 问题 

首先，我们介绍状态动力学（2.2）的“探索性”版本。动机是强化学习中的重

复学习，在这个方程中，控制（投资组合）过程  ,0tu u t T=   是随机化的，就

产生了分布控制过程，其密度函数用  ,0t t T =   表示。动态方程（2.2）式

改为： 

                   ( ) ( )t t t tdW b dt dB   = + .                    (2.9) 

其中0 t T  , 0 0

uw w= 。 

                  
( )( ) : ( ) ( ) ,b g u u du    = +  .            (2.10) 
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              ( )2 2( ) : ( ) ,u u du    =  .                (2.11) 

( )是 上关于勒贝格测度绝对连续的概率密度函数的集合，
t 和 2

t ，

0 t T  表示与分布控制过程 相关的均值和方差过程（假设存在），即 

 : ( )t tu u du =  和 2 2 2: ( )= −t t tu u du   . (2.12) 

然后，将（2.8）~（2.10）代入到（2.7）式中得到：  

 ( )2 2ˆ
t t t t tdW dt dB    = + + . (2.13) 

（2.13）式中0 t T  ，并且 0 0W w = 。随机分布控制过程  ,0t t T =  

用于模型探索，其总体水平由其累积微熵刻画： 

 ( )
0

: ( ) ln ( )
T

t t dtu u du  = −  .  

进一步，引入一个温度参数（即探索权值） 0 来反映利用和探索之间的

权衡，接下来求解熵正则化的 EMV 问题。对于任意固定的  ： 

 
0

2 2

(0, 0)
min ( ) ( ) ln ( ) ( )T t t

T

w
W u u d dtu z


    



 − + − −
    . (2.14) 

因为代理人寻求优化 MV 目标的同时保持规定的整体探索水平。因此（2.12）

式中的累积微熵项可以被解释为对没有进行足够探索的惩罚。其中 ( )00, x 是

[0, ]T 上可允许的分布控制集，将在下面精确定义。在得到最小化问题解

 * *,0=  t t T  之后，拉格朗日乘子 就可以通过约束 
*

TW z  =
 

来确定。 

优化目标（2.12）式明确鼓励探索，而经典问题（2.4）式只关注利用。我们

将通过动态规划原理求解（2.10）。为此，我们需要定义值函数。 

命题 1  对于 ( , ) [0, ) Ts y ，考虑状态方程（2.9）式中在 ,s T 上 sW y = ，

定义一族可允许的控制集合 ( ),s y 如下所示。设 ( )是在R上的Borel代数。

控制分布（或投资组合/策略）过程  ,=  t s t T  属于 ( ),s y ，如果满足下列

条件： 

(i) 对所有的 ( )ts t T,     a.s.； 

(ii) 对所有的 ( )  , ( ) ,t
A

u du s t T   是 t 循序可测的； 

(iii) 
2 2

T

t t
s

dt  +   
   ； 

(iv) 
2

0
( ) ln () )(

T

st tTW u u dudt W y    +  =
  

−   。 

显然，由条件（iii）可知，随机微分方程（2.9）对于 s t T  有一个唯一的

强解，且满足 sW y = 。 ( ),s y 中的控制是可测（准确地说，是密度函数值）随
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机过程，在控制术语中也称为开环控制。在经典控制理论中，区分开环控制和反

馈（或闭环）控制是很重要的。 

命题 2  一个确定性映射 ( ; ; )    被称为容许的反馈控制，如果： 

a)  ( ; ; )t x  是一个密度函数，对于  ( , ) 0,t x T  ; 

b) 对于  ( , ) 0,s y T  ，下列随机微分方程（即将反馈策略 ( ; ; )    代入后的系

统动力学方程）为： 

( ( ; , )) ( ( ; , )) , [ , ];t t t t sdW b t W dt t W dB t s T W y     =  +   = . 

该随机微分方程有一个唯一的强解   , ,t t s TW   ，并且开环控制 

   ( ), ,,t yt s T s   = 其中 ( ): ; ,t tt W  =  ，在这种情形下，开环控制 可以

说是由反馈控制 ( ; ; )    相对于初始时间和状态 ( , )s y 生成的。值得注意的是，开

环控制及其可容许性依赖于初始值 ( , )s y ，而反馈控制可以对任意

 ( , ) 0,s y T  生成开环控制，因此它本身独立于 ( , )s y 。 

现在固定  ，定义值函数： 

(

2 2

, 0)
l( , ) ( ) n ( ); ) : inf ( ( )tT

s y

T

t suV s y W d W y zu tdu 


    



 = − = − −


+
  . 

对于  ( , ) 0,s y T  ，值函数 ( , ; )V   被认为是该问题的最优值函数，下面定义

在给定的反馈控制 下的值函数为：  

2 2( ) ln( , ; ) ((( )) )t

T

T
s

t sV ds y W dt W y zu u u      = − = − −
  

+   . 

对于  ( , ) 0,s y T  ，  ,0t t T =   是由 生成的关于 ( , )s y 的开环控制，

  , ,tW t s T  是相对应的财富过程。 

为了解决 EMV 问题（2.10），我们应用经典的 Bellman 最优性原理可以得

到：  

( , )
( , ; ) inf ( , ; ) ( ) ln ( )s v v

t w

s

t
t

V t w V Wu u dus W w dv w


  



 = =
  

+   . 

利用随机最优控制理论，值函数V ( )0 ,t s T w    满足哈密尔顿-雅可

比-贝尔曼（HJB）方程： 

         
( )

21
( ) ( , ; ) (

0
) ( , ; )

2( , ; ) min

( ) ln ( )

ww w

t

v t w b v t

u

w
v

u

t w

du


   


  





 
+ 

+  
+


=

 


.       (2.15) 

将 ˆ( ) : ( )b u u du  =  和 2 2( ) : ( )u u du   =  代入（2.12）式得到： 
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)

2 2

(

1
ˆ

0
( ( , ; ) ( ,

; ( )

l

; )
2( , )

)

n

n (

mi
ww w

t

u v t w u
d

v t w
v u u

u

t w


  
 








 
+ 

+  
 +


=






.   (2.16) 

终端条件 2 2( , ; ) ( ) ( )v T w w z  = − − − ，这里，𝑣表示 HJB 方程的一般未知

解，利用 ( )   当且仅当： 

1 ) 0( ,) (u d uu =   a.e. 

求解 HJB 方程（2.12）中的优化问题，我们可以得到一个反馈（分布）控

制，其密度函数由下式给出： 

 

2 2

*

2 2

2 2

1 1
ˆexp ( ( , ; ) ( , ; )

2
( ; , , )

1 1
ˆexp ( ( , ; ) ( , ; )

2

ˆ ( , ; )

( , ; ) ( , ; )
,

ww w

ww w

w

ww ww

u v t w uv t w

u t w

u v t w uv t w du

v t w

v t w v
u

t w

   


 

   


 

   

  
− +  

  =
  
− +  

  

=
 

− 
 

 . (2.17) 

其中我们用 ( ),u   表示高斯密度函数，其均值为  ，方差 0  。在上述

表示中，我们假设 ( , ; ) 0wwv t w   ，下面将对此进行验证。 

将候选的最优高斯反馈控制
*( ; , , )u t w  代回 HJB 方程（2.12）式化为： 

          

2

2 2

2 ( , ; )
( , ; )

( , ;
0

)

ˆ 2
1 ln

2 ( , ;2 )

ww
t

ww ww

v t w
v t w

v t w t w

e

v

 


 

  

 

 
− + − = 

 
.     (2.18) 

终端条件 ( ) ( )
2 2

( , ; )v T w w z  = − − − ，通过计算可以直接得到这个方程有

一个经典的解： 

         

( )
2

2

( )2

2 2

2 2 2

2

ˆ 2

2

( , ; ) ( ) ln
2

( ) ( )
4

ˆ

ˆ

T t

v t w w e T t T

T t z




 

 
 










− −  
= − − − + 

 

+ − − −

.     (2.19) 

对于任意的  ( , ) 0,t w T  ，显然满足 ( , ; ) 0wwv t w   。因此，候选最优反馈

控制（2.13）式可以化为： 

 ( )  
2

2
( )

2 2

ˆ

* ( ), , , 0
ˆ

( ; , , )
2

,
T t

eu w t wu t w T




 

 
 

− 
 = − −  
 
 

. (2.20) 

最后，最优财富过程（2.9）式在 * 条件下变为 
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2

2

2 2 ( )
* * * *

0 02

ˆ

2

ˆ ˆ
( ) ( ) ,

2

T t

t t t tdW W dt W e dB W w


  

 
 

−

− + +−= − = . (2.21) 

容易验证（2.17）式在0 t T  上有一个唯一的强解，现在我们总结以上结

果为定理 1。 

定理 1  熵正则化 EMV 问题（2.10）的最优值函数为： 

( )
2

2

( )2 2 2 2

2

ˆ 2

2 2

2

( , ; ) ( ) ln ( ) ( )
2 4

ˆ ˆT t

V t w w e T t T T t z




  

  
  

− −  
= − − − + + − − − 

 
. 

满足 ( )  , 0,t w T  ，其最优反馈控制是高斯的，由下式给出： 

( )  
2

2
( )

2 2

ˆ

* ( ), , , 0
ˆ

( ; , , )
2

,
T t

eu w t wu t w T




 

 
 

− 
 − −  
 


=



. 

在 * 对应的最优财富过程为： 

2

2

2 2 ( )
* * * *

0 02

ˆ

2

ˆ ˆ
( ) ( ) ,

2

T t

t t t tdW W dt W e dB W w


  

 
 

−

− + +−= − = . 

最后通过初始约束条件得到拉格朗日乘子
2

2

ˆ

0

ˆ

1

T

T

ze w

e










−

=

−

。 

拉格朗日乘子 的计算见附录 1。现在讨论定理 1 的经济学解释，通过引入

ESG 强度参数和 ESG 评分这两个外生变量，有助于引导资本流向那些在环境、

社会和治理方面表现良好的公司，促进可持续发展。最优财富过程（2.17）式，

ESG 评分 g与 ESG 强度参数 γ相乘，共同影响调整后的预期超额收益率 ̂ ，因

此，具有一定 ESG 偏好的投资者在选择 ESG 评分较高的公司可能会获得更高的

预期超额收益率，从而吸引更多对 ESG 因素感兴趣的投资者。而且 ESG 表现良

好的公司面临更低的市场风险和不确定性，即 ESG 因素通过影响市场预期和投

资者行为来间接影响市场噪声。该模型允许投资者在不同时间点根据财富变化

和 ESG 的市场情况动态调整投资策略，以适应不断变化的市场环境。 

这个结果中有几个地方值得注意。经典问题和 EMV 问题具有相同的拉格朗

日乘子值，这是由于两个问题在各自的最优反馈控制下的最优终端财富具有相

同的均值。第二，最优高斯策略的方差（用于度量探索水平）在时刻 t 上为

2

2

ˆ
( )

22

T t

e






−

，因此，探索随着时间的推移而衰减，也就是说代理人最初以最大水

平进行探索，并随着时间的推移和接近投资期限的结束而逐渐减少探索（尽管永
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远不会减少到零）。因此，与 Wang 等[17]研究的无限时域不同，探索的程度不再

是恒定的，而是退火的。因为随着时间的推移，RL 代理（RL agent）对随机环

境的了解越来越多，利用变得越来越重要。 

第三，在任意给定  0,t T 时，在其他参数固定不变的情况下，探索性高斯

分布的方差随着风险资产波动性的增加而减小，风险资产的波动性反映了投资

领域的随机性水平。这意味着一个更随机的环境包含了更多的学习机会，RL 代

理可以利用这些机会来减少她自己的探索努力，毕竟探索成本是高昂的。 

最后，高斯分布的均值与探索权重无关，而其方差与状态变量w无关。这

突出了利用和探索之间的完美分离，因为前者由均值刻画，后者由最优高斯探索

的方差刻画。 

2.2.2 策略改进定理 

在前两节奠定了理论基础之后，我们现在设计一个 RL 算法来学习熵正则化

MV 问题的解并输出可实现的投资组合分配策略，而不需要假设任何关于基本

参数的知识。为此，我们首先建立一个所谓的策略改进定理（policy improvement 

theorem，PIT）以及相应的收敛结果。同时，我们将提供一种自校正方案来学习

真正的拉格朗日乘子 。我们的 RL 算法绕过了估计任何模型参数的阶段，包括

平均返回向量和方差-协方差矩阵。它还避免了在高维中对典型的病态方差-协方

差矩阵求逆，因为这可能会产生非稳健的投资组合策略。下面的结果为我们的

EMV 投资组合选择问题提供了一个 PIT。 

定理 2    ， ( ; , )  =   是任意给定容许的反馈控制，假设相应的值函

数  ( )  ( )1,2 0( , ; ) 0, 0,V C T C T       满足对任意的  ( , ) 0,t w T  都有

( , ; ) 0wwV t w   ，进一步假设反馈控制 ： 

 
2 2

ˆ ( , ; )
( ; , , )

( , ; ( ;
,

) , )

w

ww ww

u
v t w

u t w
v t w v t w




 


   

 
− 

 
= . (2.22) 

那么 

  ( , ; ) ( , ; ), ( , ) 0,V t w V t w t w T     .  

证明见附录 1。 

上述定理表明，在高斯族中总有策略可以改善任何给定策略（不一定是高斯

策略）的值函数。因此，在不失一般性的情况下，我们可以在选择初始解时简单
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地关注高斯策略。最优高斯策略（2.16）表明，候选初始反馈策略可能采用如下

形式： 

( )2 ( )

0 1(( ; , , ) ),
c T t

u a wu t w c e   −
−= . 

这样的选择价值函数和策略可能在有限次迭代中都收敛，下面给出定理。 

定理 3  ( )2 ( )

0 1(( ; , , ) ),
c T t

u a wu t w c e   −
−= 满足 2,a c  ， 1 0c  ，由策略

改进定理中（2.22）式给定的反馈策略序列为   ( , ) 0, , 1( ; , , ),n tu t w w T n     ，

对应的值函数序列定义为   ( , ) 0,( , ; ) ,, 1n t w nV t w T
     ，则： 

*lim ( ; , , ) ( ; , , )n
n

t w t w   
→

 =   

lim ( , ; ) ( , ; )n

n
V t w V t w

  
→

= . 

* 和V  ( , ; ) 0,t w T    分别是对应的最优高斯策略（2.16）和最优值

函数（2.15）。证明见附录 1。 

上述收敛结果表明，如果我们明智地选择初始策略，学习方案在有限次（实

际上是两次）迭代后理论上会收敛。当然，在实践中实现此方案时，每个策略的

值函数只能近似，因此，学习过程通常需要更多的迭代才能收敛。定理 3 为更新

当前策略提供了理论基础，而定理 2 则为策略空间提供了一个良好的开端。 

2.3 数值模拟和经济学解释 

为了验证前面得到的结论，我们在本节中进行模拟检验，来验证 EMV 算法

的性能。在数值模拟中，投资者 ESG 偏好 分别取 0、0.04、0.08 三个数值是为

了能够覆盖无偏好、弱偏好、强偏好三种情形。 

2.3.1 参数设置 

首先在一个稳定的市场环境中进行数值模拟，其中价格过程是根据几何布

朗运动（2.1）式来模拟的，其中  和 是常数，考虑终端财富年化目标收益率为

1.10%的 MV 问题，常数化初始财富 0 1w = ，即投资周期结束时的期望平均收益

1.1z = ，利用 Python 进行数值模拟，分别讨论在不同情形下终端财富期望 的变

化情况。具体参数的符号和含义详见附录 2 中的表 2-1。 
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2.3.2 数值模拟 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2-1 不同的 ESG 偏好水平 以及 ESG 得分 g 对应的终端财富期望 

图 2-1 展示了在不同的 ESG 强度 下，终端财富的数学期望  TW 随着 g

的变化情况，当 为 0 时，即投资者忽略 ESG 因素，曲线直线下降，这是因为

忽略 ESG 因素使投资者错过了与气候变化相关的投资机会，例如投资于可再生

能源或环保技术公司，这些领域可能在未来取得较高的增长和回报。当 增加

时，即 0.04 = 、 0.08 = ，  TW 随着 g 的增大先下降后上升，因为当具有一

定 ESG 偏好的投资者在进行投资组合时会注重更环保的投资组合，因为这些资

产具有长期可持续性，风险资产的 ESG 得分的提升减少了风险的冲击，从而带

来更高的收益。在 0.04 = 时曲线上升和下降的趋势相较 0.08 = 而言都较为缓

慢，随着股票 ESG 得分 g 增加的情况下，相对于传统投资策略而言，高 ESG 评

级的投资组合在投资回报表现更好。在这一特定时期，ESG 标准作为一种异常

稳健的投资方法出现。他们将近年来绿色资产的高回报归因于对这些资产的需

求增加，这反映了投资者对环境的关注日益增加，投资者对绿色资产的兴趣也越

来越浓厚，反过来也会进一步提高企业的经济回报。从另一个角度来看，当 g 进

一步增加时。曲线增长的越来越缓慢，因为在投资者高度重视 ESG 标准的情况

下，此时他们的投资选择会受到一定的限制，此时他们更难找到既符合高 ESG

标准又具有相对较高回报的资产。 
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(a)                                   （b） 

图 2-2 几种 ESG 偏好水平和 ESG 得分下不同风险预期收益率对应的终端财富期望 

图 2-2 展示了终端财富的期望随着风险资产的预期收益率变化而变化的情

况，其中 0.3,0.3  
  − ，其他基本参数遵循表 2-1，从图中可以看出  TW 呈现

出先上升再下降的趋势。图 2（a）展示了不同的 ESG 偏好下投资者终端财富的

变化情况，首先，当投资者对 ESG 因素不感兴趣时，曲线波动是最大的，这意

味着这类投资者更多地受到市场的影响，而不是基于 ESG 因素的长期投资考量，

此时投资者的决策完全基于风险资产的预期收益率，而不受 ESG 标准的影响。

而随着 的增大，曲线峰值变的越来越低，投资者在进行投资组合时，他们开始

对预期收益率和符合 ESG 标准的资产之间进行权衡。导致他们降低对预期收益

率较高但不符合 ESG 标准的资产的兴趣，这时他们的投资会受到他们 ESG 偏好

的限制，认为这些资产在长期内会带来更好的结果，即使短期内可能会面临损

失，因为他们愿意为绿色发展牺牲部分经济利益，承担社会责任，因为他们不仅

关注经济效益，也包括非经济效益。随着  的增加，三条曲线几乎重合，这表明

当风险资产的预期收益率足够高时，投资者更倾向于投资于风险资产此时，投资

者一定程度上会忽略 ESG 标准，更多地投资于高风险高回报的资产。图 2（b）

展示了不同的 ESG 得分下投资者终端财富的变化情况，首先，当股票的 ESG 得

分为负值时（ 0.2g = − ），曲线峰值最高，这表明如果投资者投资 ESG 表现不

好的资产时会提供更高的股票回报。而股票 ESG 表现良好时，具有一定 ESG 偏

好的投资者会更加积极地调整其投资组合以反映这些变化。随着 ESG 得分的增

加，投资者会更加确信高 ESG 得分公司的长期价值，从而减少了对 ESG 波动的

敏感度，导致波动减小。 
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图 2-3 几种 ESG 偏好水平下不同波动率对应的终端财富期望 

图 2-3 展示了在不同的投资者 ESG 偏好 下，终端财富的数学期望 TW 随

着 变化的情况。首先，当 0 = 时，表示投资者更注重市场波动 对终端财富

的影响，他们更愿意承担更高的风险以换取更高的收益。然而当随着 的增大，

投资者会更关注 ESG 因素。从图中可以看出，投资者对 ESG 因素的高度重视即

0.08 = ，曲线在最下方，这是因为他们在进行选择投资组合时受到了一定的限

制，比如某些行业或公司可能不符合其 ESG 标准，投资者就会不考虑这些公司，

从而降低了投资组合的潜在收益。还有一个原因是由于 ESG 投资通常与更加稳

健的投资策略相关联，对 ESG 因素的高度重视会导致投资者选择了较低的风险

投资，这也会牺牲一定的潜在回报。这反映了投资者的道德和社会责任感，他们

更愿意为了可持续发展和社会责任而放弃一定的收益。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2-4 几种 ESG 偏好水平下不同 ESG 得分对应的值函数 
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图 2-4 展示了 EMV 问题的值函数V 随着 g 的变化情况，从图中可以观察

到，随着迭代的进行，值函数V 的值越来越小，这反映了投资者对于特定投资组

合的期望收益降低的情况，即便投资者对 ESG 因素的重视程度不同，但投资组

合的值函数随着 g 的增加呈现相似的直线下降，这表明投资者对 ESG 因素的偏

好对投资组合的值函数并没有过于直接的影响。即使  对于值函数的解释能力

较弱，但是投资者 ESG 偏好可以量化投资者面临的权衡，这些投资者愿意牺牲

一部分收益来改善其投资组合的 ESG 配置。 

2.5 本章小结 

在本章中，我们使用探索性随机控制形式并融入 ESG 因素，在强化学习的

框架下研究了一个连续时间 MV 投资组合选择问题，在在满足标准自融资的假

设下，利用动态规划原理，导出了在满足一定的探索水平下的 HJB 方程，然后

得到了一个已证明的 PIT 以及值函数和最优策略的明确函数，将其参数化并采

用随机梯度下降算法进行模拟检验。最后通过数值模拟验证了前面得到的结论，

并分析了资产 ESG 评级以及投资者 ESG 偏好等对终端财富的影响，并给出了相

关结果的经济学含义。 

研究结果表明，在考虑 ESG 因素的投资组合中，投资者的 ESG 偏好以及企

业 ESG 得分会对最优终端财富产生不可忽视的影响。在同时考虑投资者 ESG 偏

好和资产 ESG 评级的可以有效地提高投资组合的期望终端财富。此外，如果投

资者对 ESG 因素高度重视，那么他们愿意牺牲一部分的收益来承担社会责任。

投资者在面对风险和预期收益时，会考虑到社会责任投资的因素，从而影响他们

的投资决策，因为社会责任投资通常关注的不仅仅是经济回报，投资者会更倾向

于选择那些在社会责任层面表现良好的企业或行业从而降低整体投资组合的风

险水平。同样地可以发现，在随着企业 ESG 得分越来越高的情况下，投资组合

的终端财富并不会很明显的增加，因为这类投资者进行投资时，会受到一定范围

的限制。最后，在投资组合的资产保持一定的 ESG 评级的情况下，投资者如果

具有一定的 ESG 偏好，那么他们将会更加重视长期投资，不会过多的进行投机

或短期交易。 
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第 3 章 通胀对连续时间均值-方差投资组合的影响 

3.1 通胀下的基本模型 

在这一节，在 RL 背景下，我们考虑连续时间的探索性、熵正则化马科维

茨的均值方差（MV）投资组合选择问题，其中 MV 问题是一个特殊的情况。

我们首先回顾连续时间中的经典 MV 问题，固定投资规划期T 0 ， P

tB ， L

tB 是

定义在满足常规条件的带流概率空间  ( )t 0 t T
, , ,

 
 上的标准一维布朗运

动， P

tB 和 L

tB 分别为风险股票价格过程和通胀过程的噪声。这里 P

tB 和 L

tB 的相

关系数 pl 满足： 

P L

t t pldB dB dt= . 

在不考虑 RL 时，风险资产的名义价格过程是一个几何布朗运动： 

                   ( )P

t t p p tdP P dt dB = + , 0 t T  . 

其中 0 0 0P p=  是 0 时刻的初始价格， p 和 p 为常数，分别为风险资产的预期

收益率和波动率。无风险资产的固定利率 0r  。 

消费篮子价格服从几何布朗运动： 

0,t l t l

L

tt B ldL b L dt L d L+ == . 

lb ， l 为常数，分别表示预期通胀率和通胀波动率。 

现假设金融市场有实际回报率为 r 的通胀指数债券，与通胀有着相同风险源，

假设通胀指数债券名义价格 ,0tI t T  满足下列方程： 

( ) 0,L

t t t l tt ldI I rdt dL r b dt dB I iL = + = + + = . 

由上式可知，通胀指数债券的名义预期收益率是实际收益率与预期通胀率之和。 

用价格水平 tL 将风险资产的名义价值折算成真实的价值，令 t t tP P L= 表示 t时刻

投资风险资产的真实价值，利用 ˆIto公式，可得 tP 满足随机微分方程： 

( )2 P L

t p l l pl p l t p t t l t tdP b Pdt PdB PdB      = − + − + − . 

其中 2

p l l pl p lb    − + − 表示风险资产真实的预期收益率。 
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根据 Siu[39]令 t t tI I L= 表示 t 时刻通胀指数债券的真实价格, 可得 tI 满足 

t tdI rI dt= 。 

设风险股票上的投资比例是 t ，投资组合的名义财富过程为： 

     

( ) ( )

(1 )

)(1 ) 1(

N N t t
t t t

L

t

t t

N N N

t l t p t p t t t

P

l tt t

dI dP
dG G

I P

G r b dt G dB G dB

 

      =

 
= − + 

 

+ − + + + −

    ,(3.1) 

其中初始财富 0

NG 是已知的。 

由式（3.1）表示的投资组合的名义财富过程 N

tG 经通胀调整后的真实财富过

程 tG 满足如下动态方程 

( )( )t t l t t t t p

P

t l

L

td BG rG a G dt BG d d   = + + − . 

其中 2

p l l p p ll lµ b ra    − += − − ，表示在考虑通胀对风险资产价格影响的情况

下调整后的风险资产的预期收益率。 

引入布朗运动 tZ 满足： 

21P L

t pl t pl tdB dZ dB+= −:   ， , 0L

t tdZ dB = . 

2 2 2 2: (1 ) ( )ZL p pl p pl l= − + −      . 

则： 

(1 ) L

p l p pl t p l

P L

t t p tld d dZ dB B B      + −= −- . 

1
:

p pl p pl l L

ZL t Z

L

L

L

t

Z

t

ZL

ZdZ dB B
    

 
 

−
=

 −
 


=



+



. 

令财富过程 u rt

t tx e G−= ，其中 rt

t t tu e G−= 表示经过通胀调整后投资在风险资产的

折现价值。可以得到： 

u u rt

t t tdx rx dt e dG−= − + . 

将 tdG 代入上式得： 

                
( )

( )u u u rt rt ZL

t t t l t t ZL t t t

ZL

t l ZL t

dx rx rx a e G dt G e dB

u a dt dB

  



− −= − + + +

= +
      (3.2) 
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其中 0 0

ux x=  。 

考虑通胀因素下, 连续时间均值-方差投资组合选择问题是：对于给定真实

终端财富的期望 z ，寻找最优的可行策略，使得真实终端财富的风险达最小，其

中风险用方差来度量。                                  

然后介绍状态动力学的探索版本，在这个方程中，控制（投资组合）过程

 ,0tu u t T=   是随机化的，于是就产生了分布控制过程，其密度函数用 

 ,0t t T =   表示。动态方程（3.2）式改为： 

               ( ) ( ) ZL

t t t tdX K dt N dB  = + .                      (3.3) 

其中0 t T  , 0 0X x = ，  

                 ( )( ) ( ) ,lK a u u du  = ： .                     (3.4) 

                ( )2 2( ) : ( ) ,ZLN u u du   =  .                   

(3.5) 

( )是 上关于勒贝格测度绝对连续的概率密度函数的集合， t 和 2

t ，

0 t T  表示与分布控制过程相关的均值和方差过程（假设存在），即 

               : ( )t tu u du =   和 2 2 2: ( )t t tu u du  = − .         (3.6) 

然后，将（3.4）~（3.6）式代入到（3.3）式中得到下列式子  

                      ( )2 2 ZL

t l t ZL t t tdX a dt dB    = + + .               (3.7) 

（3.7）式中0 t T   并且 0 0X x = 。随机分布控制过程  ,0t t T =   用于

模型探索，其总体水平由其累积微熵刻画 

( )
0

: ( ) ln ( )t

T

t udtu u d  = −  . 

进一步，引入一个探索权值 0  来反映利用和探索之间的权衡，接下来求

解熵正则化的 EMV 问题。对于任意固定的  ： 

              
0

2 2

(0, ) 0
min ( ) ( ) ln ( ) ( )

T

T t t
x

X u zdu u d t


    



 − + − −
        (3.8) 

因为代理人寻求优化 MV 目标的同时保持规定的整体探索水平。因此（3.8）

式中的累积微熵项可以被解释为没有进行足够探索的惩罚。其中 ( )00, x 是

[0, ]T 上可允许的分布控制集，在得到最小化问题解  ** ,0t t T=    之后，拉格

朗日乘子 就可以通过约束 
*

TX z  =
 


来确定。 
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对于 ( , ) [0, ) Ts y ，考虑状态方程（3.7）式中在 ,s T 上 sX y=
，设 ( )

是在 上的 Borel 代数。控制分布（或投资组合策略）过程  ,t s t T=    属

于 ( ),s y ，随机微分方程（3.7）式对于 s t T  有一个唯一的强解，且满足

sX y = 。 ( ),s y 中的控制是可测密度函数是可测随机过程，在控制术语中也称

为开环控制。 

具体地说，一个确定性映射 ( ; , )   被称为容许的反馈控制，再将反馈策略

( ; , )   代入后的系统动力学方程）为： 

( ( ; , )) ( ( ; , )) , [ , ];ZL

t t t t sdX K t X dt N t X dB t s T X y    =  +   = . 

该随机微分方程有一个唯一的强解   , ,t t s TX  ，并且开环控制 

   ( ), ,,t yt s T s=   ，其中 ( ): ; ,t tt X=    ，在这种情形下，开环控制 可以

说是由反馈控制 ( ; ; )    相对于初始时间和状态 ( , )s y 生成的。值得注意的是，开

环控制及其可容许性依赖于初始值 ( , )s y ，而反馈控制可以对任意

 ( , ) 0,s y T  生成开环控制，因此它本身独立于 ( , )s y 。 

现在固定  ，定义值函数： 

(

2 2

, 0)
l( , ) ( ) n ( ); ) : inf ( ( )tT

s y

T

t suV s y X d X y zu tdu 


    



 = − = − −


+
  . 

对于  ( , ) 0,s y T  ，值函数 ( , ; )V   被认为是该问题的最优值函数，下面定义

在给定的反馈控制下的值函数为： 

2 2( ) ln( , ; ) ((( )) )t

T

T
s

t sV ds y X dt X y zu u u      = − = − −
  

+   . 

对于  ( , ) 0,s y T  ，  ,0t t T=    是由 生成的关于 ( , )s y 的开环控制，

  , ,tX t s T
是相对应的财富过程。 

为了解决 EMV 问题（3.8）式，我们应用经典的 Bellman 最优性原理可以

得到：  

   
( , )

( , ; ) inf ( , ; ) ( ) ln ( )s v v
t

s

tx
tV t x V s X dv X xu u du 


  



 = =
 

+
   .    (3.9) 

利用随机最优控制理论，值函数V ( )0 ,t s T x    满足哈密尔顿-雅可

比-贝尔曼（HJB）方程，再将（3.4）、（3.5）式代入（3.7）式得到 

( )

2 21
( , ; ) min ( ( , ; ) ln ( ) ( ) 0( , ; )

2
t ZL xx l xv t x u v t x a uv t x u u du


    



 
+ + + 

 
= .(3.9) 
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终端条件 2 2( , ; ) ( ) ( )v T x x z  = − − − ，这里，𝑣表示 HJB 方程的一般未知

解。 

求解 HJB 方程（3.10）式中的优化问题，我们可以得到一个反馈（分布）

控制，其密度函数由下式给出： 

 

2 2

*

2 2

2 2

1 1
exp ( , ; ) ( , ; )

2
( ; , , )

1 1
exp ( , ; ) ( , ; )

2

( , ; )

( , ; )
,

( , ; )

ZL xx l x

ZL xx l x

x

ZL xx L xx

l

Z

a
u

u v t x a uv t x

u t x

u v t x a uv t x du

v t x

v t x v t x

  


 

  


 

   

  
− +  

  


−

=
  
− +  



  


=


 
 

 . (3.10) 

其中我们用 ( ),u   表示高斯密度函数，其均值为  ，方差 0  。在上

述表示中，我们假设 ( , ; ) 0xxv t x   ，下面将对此进行验证。 

将候选的最优高斯反馈控制
*( ; , , )u t x  代回 HJB 方程（3.10）式，

（3.10）式转化为 

 
2 2

2 2 ( , ; )
( , ; )

2 ( , ;
0

)

2
1 ln

2 ( , ; )

x
t

ZL xx ZL x

l

x

v t x
v t w

v t x v t

e

x

a  


  





π 
− + − = 

 
. 1 

通过终端条件 ( ) ( )
2 2

( , ; )v T x x z  = − − − 计算可以直接得到这个方程有一

个经典的解： 

        

( )
2

2

( )
2 2 2 2

2 2 2

2 2

( , ; ) ( ) ln ( ) ( )
2 4

l

ZL

T t

L

a

l l

ZL ZL Z

v t x x e T t T
a

T z
a

t   
 

 






− −  
= − − − + + − − − 

 
.         

上式中第一项乘以一个考虑了通胀影响的折现因子

2

2
( )

ZL

l t
a

T

e
−

，通胀影响通过

2

2

L

l

Z

a


的比例来调节。第二项包含了熵正则化的惩罚，权重控制了熵项的影响程

度。较大的 值将更多地鼓励探索，因为它会增加熵项的奖励，从而促使决策

者更频繁地尝试新的决策选择，第三项类似于第二项，它表示了随时间变化的通

胀调整影响。上式表明在优化过程中，我们不仅要考虑资产的期望收益，还要考

虑熵的贡献以及通胀的影响。  

 
1 文中用黑体 π表示圆周率 



安徽工程大学硕士学位论文 
 

 27 

对于任意的  ( , ) 0,t x T  ，因为

2

2
( )

2 ZL

la
T t

xxv e
− −

=
 ，显然大于 0。因此，候选

最优反馈控制（3.11）式可以化为： 

( )  
2

2

( )
*

2 2
( )( ; , , ,)

2
, , 0,ZL

l T t

ZL Z

a

l

L

u t x eu
a

x t x T





 


− 
 = − −  
 
 

. 

最后，最优财富过程（3.9）式在 * 条件下变为： 

    
2

2

( )
* * * 2 *

0 0

2

2 2

2

( ) ( ) ,
2

ZL

l T t
ZL

t t t t

Z

l

L

a

Z

l

L

d X
a a

X X dt X e dB x


 
 

−

= − +− − + = .   (3.11) 

上式中
2

2

( )
*

2

2
( )

2
Z

l

L

T t
ZL

Z

a

t t
l

L

X e
a

dB





−

− + 是一个随机项，反映了由于通胀率随机变

动而引起的财富过程 
*

tX  的波动，其波动受风险股票价格波动风险、通胀波动

风险以及他们之间相关系数的影响，并随时间 t 的增加而衰减。 

最后通过初始约束条件得到拉格朗日乘子： 

2

2

2

2 1

0 1Z L

l

Z

l

L

a a
T T

ze x e
 

−

  
  = − −
  
  

. 

3.2 模型的解 

在下一节中可以发现经典问题和 EMV 问题在各自的最优反馈控制下的最

优终端财富具有相同的均值，从而两者具有同样的拉格朗日乘子值 ，其次，最

优高斯策略的方差项

2

2
( )

22
L

l

Z

T t

ZL

a

e




−

，作为衡量探索强度的指标，随时间的推移呈

现递减趋势，表明代理人的探索行为从初期的全力投入逐渐减弱，直至投资期限

尾声，但始终保持着一定的探索水平以避免完全停止，因为随着对随机环境认知

的加深，利用（exploitation）的重要性日益凸显。 

再者，在任意给定  0,t T 时，在其他参数固定不变的情况下，探索性高斯

分布的方差随着风险资产波动性的增加而减小，风险资产的波动性反映了投资

领域的随机性水平。这一现象揭示了投资环境随机性的增加实际上为学习（利

用）提供了更多机会，使得 RL 代理能够更有效地利用这些机会，从而减少对高
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成本探索的依赖。换句话说，在一个更不稳定的环境中，RL 代理倾向于更加精

准地利用已知信息，减少不必要的探索努力。 

3.2.1 解的等价性 

在本节中，我们建立了经典的和探索性的、熵正则化的 MV 问题之间的可

解等价性。请注意，这两个问题可以而且确实已经分别独立地解决了。这里“可

解等价”的意思是，一个问题的解将直接导致另一个问题的解，而不需要单独求

解。 

定理 4  以下两个表述 a）和 b）是等价的。 

a) EMV 问题的最优值函数为： 

( )
2

2

( )
2 2 2 2

2 2 2

2 2

( , ; ) ( ) ln ( ) ( )
2 4

l

ZL

T t

L

a

l l

ZL ZL Z

v t x x e T t T T t z
a a   

  
  

− −  
= − − − + + − − − 

 
. 

对应的最优反馈控制为： 

2
( )

*

2 2
( ; , , ) ( ),

2

l

ZL

Z

a
T t

l

L ZL

eu t
a

u xx


 
 


− 

 = − −
 
 

. 

b) 经典 MV 问题的最优值函数为: 

2

2

( )
2 2( , ; ) ( ) ( )

l

ZL

a
T t

clV t x x e z
  

− −

= − − − . 

最优反馈策略为: 

*

2
( )( , ; )

ZL

la
u t xx  


= − − . 

两个问题具有相同的拉格朗日乘子： 

2

2

2

2 1

0 1Z L

l

Z

l

L

a a
T T

ze x e
 

−

  
  = − −
  
  

。 

现在讨论定理 4 的经济学解释，在通胀背景下，EMV 问题的值函数与反馈

策略不仅考虑了经过通胀调整后的预期收益率和波动率的影响，而且考虑了探

索成本 ，这反映了代理人在探索与利用之间的权衡。 

而经典MV问题并没有探索成本 ，其最优值函数和策略更加简化和直接，

MV问题的策略是一个确定性的控制。而EMV问题的反馈策略是一个高斯分布。
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2

L

l

Z

a


是一个调节参数，可以称为通胀影响系数。当 0la  时，如果 x  ，反馈

策略的均值
2

( )l

ZL

a
x


− − 将下降，这反映了通胀对资产价值的负面影响。 

反馈策略的方差部分是一个依赖时间的函数，在通胀背景下探索成本的调

整，即为了获得新信息，投资者愿意支付的额外成本，而且在通胀情况下，这一

成本可能会增加，因为通胀可能增加了市场的不确定性和波动性，使得获得新信

息变得更加困难和昂贵。高通胀环境下的投资者可能需要更谨慎地进行信息获

取成本和风险管理之间的权衡，来最大化投资组合的效益和对冲通胀带来的风

险。陈述 a）和 b）它们都根据经通胀调整后的收益率 la 和波动率 2

ZL 影响进行

投资决策，也就是说通胀对资产价格和投资策略有长期影响。在进行投资组合

时，投资者能够更好地应对通胀对资产价格和投资策略的影响。而且当探索权值

减小到 0 时，可以合理地期望探索问题收敛于经典问题，下面的定理可以使结

果更加精确。 

定理 5  陈述 a）或 b）成立时， 对于  ( , ; ) 0,t x T    ，可以得到： 

*

*

( , ; )0

0

lim ( ; , , ) ( )

lim ( , ; ) ( , ; ) 0

u t w

cl

t x

V t x

e

x

w a

V

y

t

kl




  

 

→

→

 = 

− =
. 

证明见附录 1。 

对于给出的极限结果，我们可以从经济学的角度进行如下解释：首先，考虑

第一个极限：当强化学习的探索强度趋于 0 时，最优反馈控制 弱收敛于一个

以 *u 为中心的狄利克雷分布。在这里，它意味着当没有探索（即 0 = ）时，最

优策略将确定地收敛于经典 MV 问题的最优策略 *u 。这反映了在完全确定的环

境下（即没有探索需求时），投资者的最优策略是明确且唯一的，与经典 MV 问

题的解一致。探索强度的引入增加了策略的不确定性，允许投资者在追求最优

解的同时进行一定的探索。然而，当探索成本趋于 0 时，这种不确定性也随之消

失，最优策略回归到经典 MV 问题的解。 

接下来，考虑第二个极限，当趋于 0 时，EMV 问题的最优值函数V 与经

典 MV 问题的最优值函数 clV 之间的差异趋于 0。这意味着在没有探索成本的情

况下，EMV 问题的最优解与经典 MV 问题的最优解在数值上是相等的。这进一
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步证实了当探索不是必需时（即 0 = ），EMV 问题退化为经典 MV 问题。两者

在最优解和最优值函数上是一致的，表明在确定性环境下，引入探索机制并不会

改变问题的本质解。然而，在实际情况中，探索强度通常不为 0，因为它反映

了投资者在面对不确定性时的行为特征。 

在确定性环境下（即 0 = ），两者在最优解和最优值函数上是一致的；而

在不确定性环境下（即 0  ），EMV 问题通过引入探索机制来允许投资者在追

求最优解的同时进行一定的策略探索。 

定理 6  最后，我们通过考察探索成本来结束本节，由于在目标（3.10）中

明确包含了探索，与 EMV 问题相关的成本定义为： 

* *

*

0

* *

0
,

0 0

0
0

(0

n
)

( ) l ( )

, ; )

(0, ; ) : (0, ;
t t

u cl
T

V x

C x V
tu u xdu

x
d X







 
   



− 
 = −
 =
    

. 

对于 0x  ，最优策略（开环控制）  * *,0t t T =   可以说是由反馈控制

* 相对于初始条件
*

0 0X x = 生成的。这个成本就是在两个最优值函数之间的差值，

调整了由于最优探索策略的熵值而产生的额外成本，它衡量的是由于探索而导

致的原始（即非探索性）目标的损失。MV 问题的探索成本为： 

* *,

0 0(0, ; ) ,
2

u T
C x x 

 =  ,  . 

证明见附录 1。 

探索成本仅取决于两个“特定于代理人”的参数，即探索权重 0  和投资

范围 0T  ，后者也是探索范围。结果直接地表明：探索成本随探索权值和探索

层数的增加而增加。事实上，这两个属性（和T ）的相关性是线性的。值得注

意的是，探索成本与拉格朗日乘数 无关。这表明，如果代理人更激进，也就是

说风险偏好更强时，探索成本并不会增加，这是因为预期目标 z  或等价的拉格

朗日乘数 反映了代理人的风险偏好。 

3.2.2 改进的 EMV 算法 

在本节中，为了更好地说明通胀对于最优投资策略以及最优财富的影响，研

究两种不同情形下（即 EMV 和 MV）通胀风险因子对最优投资组合的影响。提

出经过通胀调整后的最优投资策略和财富过程的 RL 算法，即 EMV 算法来解决
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问题（3.10）式。它由三个并行进行的过程组成：策略评估，策略改进和基于随

机逼近的拉格朗日乘子 的学习。对于策略评估，在任意给定的可容许反馈策略

下学习值函数V 。根据贝尔曼一致性原理： 

( ) ln (( , ) ( , ) , [ , ])
s

t
t

s v vV t x V s X dv X x s tu u Tdu = = 


+
   

    . 

重新考虑这个方程，两边除以𝑠−𝑡，我们得到左边取𝑠→𝑡会产生连续时间

Bellman 误差也就是时序差分（Temporal Difference，TD）误差。 

( , ) ( , )
0( ) ln ( )s t

v

s

t
v tu

V s X V t X
dv X x

s t
u du

s t

 

 


+
−

 −
= = 

− 
  . 

( , ) ( , )t t t
t

V t t X V t X
V

t

 
++  −

=


为导数， ( 0)t t  → 为学习算法的离散化步长。 

策略评估程序的目标是尽量减少 Bellman 误差： 

( ) ln: ( )t t u u duV   = +  . 

首先最小化下列式子： 

   
0

22

0
)

1 1

2
( ) ln ( |( , ) |

2

T

t

T

t ttC d u u dV tt u d         = = +
         .  (3.12) 

 , [0, ]t t T  =  是在 0t = 时刻的初始状态 0 0X x= 的策略。为了在一个可实

现 的 算 法 中 近似 ( , )C   ， 我 们 首 先将 [0, ]T   离 散 成 小 的 等 长区 间

 1, , 0,1,...,i it t i l+ = ，其中 0 10, lt t T+= = ，然后我们按照下面的方法收集一组样本

 ( , ), 0,1,..., 1i iD t x i l= = + ，初始样本为 0(0, )x 。现在，我们对
it

 进行抽样，得到

风险资产的配置 iu  ，然后观察下一个时刻 1+it 的财富 1ix + 。 

我们现在可以通过下面的式子来获得（3.13）式的近似。 

           

.

( , )

2

( ) ln
1

( , ) ( , )
2

( )
i i

i ii i

t w D

ttC V t x u u du t     


 
 


+


=   .     (3.13) 

高斯策略的方差为 2 ( )

1

q T t
q e

− ，则熵的参数化表示为 1 2( ) ( )  = + −t T t ，其

中 1 2( , )  = 是要学习的参数向量。 1 ， 2 0 ，接下来考虑参数化的V  ，

0 1 2 3( , , , )    =  

( )  3 ( )2 2

2 1 0( , ) ( ) , , 0,
T t

V t x x e x Tt t t
    − −

= − + + +   . 
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在参数化的V  中第一项中考虑了通胀影响的折现因子参数化为 3 ，通胀影

响通过参数 3 来调节，其中
2

3 2
( )l

ZL

a
T t= −


 ，第二项和第三项表示熵正则化的惩

罚项，根据参数 1 和 2 来调节，后面使用梯度下降算法更新参数时，表明在优

化过程中，我们不仅要考虑资产的期望收益，还要考虑熵的贡献以及通胀的影

响。策略 t

 的方差为 3 ( )

22

T t

ZL

e




− ，从而得到熵的参数化为： 

2

2
(

2

3

)

2

1
( ) ln ( ) ln

2

1 1
ln ( )

( )

2 2

l

ZL

T t

ZL

ZL

a

t
t t t

t

e
u u du

e
T

e

t


 



 
  












− 
 =




= −




= + −


. 

将它等同于之前的推导形式 1 2( ) ( )  = + −t T t 。于是可以得到 2

ZL 和 la 的参

数化形式： 

11 22

ZL e
  −

= ，
3 2

2

22 l

ZL

a
 


= = ， 11 22

3 22ZLla e
   −

== . 

通过上述式子可以得到，经通胀调整后的波动率 ZL 依赖参数 1 ，通胀预期

收益率 la 依赖参数 1 和 2 。 

将 la 和 
2

ZL 代入到（3.）式中，则参数化的 * 变为 

             

2

2

1

2 1

( )
*

2 2

2 1

2 ( ) 2 12 2

( ),

2 1
( )

( ; , , )
2

,
2

Z

l

L

T t
a

l

T

ZL ZL

t

a
u x

u e x

u t e

e

x



 




 

 

 






−

− +

−

−

 
 = − −
 
 

 
= − −  

 

.          (3.14) 

1 2( ) ( )   = + −t T t 代入（3.14）式中得到 

                ( )( )
2

1 2

.

( , )

1
( , ) ( , )

2
i i

i i

x D

i

t

C V T tx tt    


= −
 

+ −  
 

 .  (3.15) 

使用随机梯度下降算法分别更新 1 、 2 、 1 、 2 ，各梯度的计算如下： 
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                 1 2

( , )1

( ( , ) ( ( )))
i i

i i i

t x D

C
V t x T t t   

 


= − + − 


 .       (3.16) 

              
2 2

1 2 1

( , )2

( ( , ) ( ( )))( )
i i

i i i i i

t x D

C
V t x T t t t   


+




= − + − −


 .      (3.17) 

              1 2

( , )1

( ( , ) ( ( )))
i i

i i i

t x D

C
V t x T t t   

 


= − − + − 


 .          (3.18) 

 
2 1 2

1 2

( , )2

2 ( ) 2 ( )2 2

1 1

( ( , ) ( ( )))

2( ) ( ) 2 ) ( )
( ( )

i i

i i

i i i

t x D

T t T t

i i i i
i

C
V t x T t t

x e T t x e T t
T t

t



 

  


 


+



− − − −

+ +


= − + − 



− − − − −
 − − −





（
.(3.19) 

当使用梯度下降算法来更新参数时，我们将 [0, ]T 离散成了小的等长区间

 1, , 0,1,...,i it t i l+ = ，因为在大规模数据集中，计算整个数据集的梯度显然是不现

实的，相比之下，我们采用随机梯度下降，每次迭代只使用一个样本的梯度来更

新模型参数（ 1 、 2 、 1 、 2 ），因为它只考虑一个样本的信息，而不是整个

数据集。它可以在不断接收新数据的情况下持续更新模型。随机梯度下降方法更

新参数 1 和 2 时， ZL 和 la 都会有相应的变化，然后讨论分析通胀风险因子对

投资组合中最优投资策略、最优值函数以及最优财富过程的影响。 

而且参数更新为： 

3 22 = . 

0 是根据终端条件 ( ) ( )
2 2

( , ; )V T x x z   = − − − 更新的： 

                       
2 2

0 2 1 ( )T T z   = − − − − .                  (3.20) 

根据约束
*

T
X z=   更新拉格朗日乘子 ： 

                        ( )1n n n TX z  + = − − .                     (3.21) 

其中 0 1n n  （ ）  是学习率。在算法的实现中，我们可以用样本平均值

1 j

Tj
x

N
 代替（3.22）式的 TX ，以获得更稳定的学习过程。 1N  是样本容量大

小， j

Tx 是更新 x 时获得的最新的 N 个终端财富值，而且（3.22）式的学习方案

在统计上是自我校正的。如果样本平均终端财富高于目标值 z ，则更新规则（3.22）
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式将减少 ，考虑到（3.13）式，这反过来又降低了探索性高斯策略 的均值。

这意味着，在下一步的学习和优化过程中，风险资产的分配会更小，也就是说代

理人会采取更加保守的资产配置策略，平均而言，最终财富会减少。  

3.3 数值模拟与经济学解释 

接下来研究通胀对最优值函数、策略以及财富过程的影响。对于两种不同

的情形，我们利用 jupyter 软件对定理 4、定理 5 以及（3.16）式-（3.22）式进

行模拟运算和定量分析，并就结果给出对应的经济意义上的解释，具体初始参

数值详见附录 2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（a） （b） 

（b）  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（c）                                （d） 

图 3-1 在不同的风险资产预期收益率 p ，通胀波动率 l ，风险资产波动率 p 以及布

朗运动相关系数下预期通胀率 lb 对终端财富的数学期望 *

TX  的影响 

图 3-1（a）展示了不同的风险资产预期收益率 p 下，预期通胀率对投资者

终端财富的影响，首先当 0.05p = 时，曲线随着 lb 的增加而上升，这时适度的通

胀刺激了经济增长，从而提高了资产价值，接着曲线开始下降，因为过高的通胀
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开始侵蚀资产的实际价值，导致终端财富的期望下降。而当 0.3p = 时，随着
lb

的增加，曲线急速下降，比 0.05p = 的情形下下降区间更大，说明高风险资产对

通胀的敏感性更高，当通胀水平过高时，资产价值的下降速度也更快，因为高风

险资产通常伴随着更高的，也就是说适度的通胀可以刺激经济增长和消费，从而

提高资产价值。 

图 3-1（b）展示了在不同的通胀波动率
l 对终端财富数学期望 *

TX  的影

响。具体来说，我们观察到了以下现象：两条曲线首先在 *

TX  为 1.04 的位置

保持平稳状态。当 0.3l = 时相较于 0.05l = 时下降的区域更大，这表明，第一，

在通胀水平较低且相对稳定时（即较低的 lb 和 l ），风险资产会因为它们提供

了相对较高的预期收益而更具吸引力，然而，随着 l 不确定性增加，也就导致

投资者对未来经济环境的预期更加不确定，所以在较高的 l 情形下，投资者不

会再购入太多的风险资产，反而选择稳健的投资策略以应对潜在的风险。第二，

两条曲线出现了交点，当 l 较高时，投资者更加关注通胀风险，并减少风险资

产的持有，而当 l 较低时，投资者可能更加关注风险资产的潜在收益，这两种

效应相互抵消从而导致两条曲线相交。 

图 3-1（c）展示了在不同的风险资产波动率
p

 对终端财富数学期望 *

TX  

的影响。从图（c）可以比较对于 0.1
p
= 和 0.3

p
= 两种情形下 *

TX  随着 lb 先

下降后上升的趋势，首先当 0.1
p
= 时，可以看出图像首先有一段平稳区域，这

表明在低波动率下， lb 的变化对终端财富的影响较小，这是因为
p

 较低时，此

时整体风险较低，市场对通胀预期的反应不那么敏感， lb 的微小变化不足以显著

影响投资组合的表现。当 lb 进一步上升时，未来现金流的购买力会下降，这导致

投资者会减少对风险资产的配置，从而降低了投资组合的预期回报。此外，高通

胀预期也会引发央行采取紧缩政策，提高名义利率，但这并不足以抵消通胀对投

资组合实际价值的负面影响。与 0.1p = 的情况相比，当 0.3p = 时下降区域更

加陡峭，因为高波动率的风险资产对通胀预期的变化更加敏感，导致投资者会更

快地调整他们的投资组合。 

图 3-1（d）展示了在不同的相关系数
pl

 下对终端财富数学期望
*

TX  的影

响。首先两条曲线分别处于平稳状态，在较低的通胀波动率下，不同 pl 对 *

TX  

的影响相对较小，而且投资者处于相对稳定的投资环境中。随着 lb 的增加，两条

曲线都开始下降，但下降的速度和幅度有所不同。当 pl 为负时，表明风险资产
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价格和通胀之间存在负相关关系，这种关系使得投资者在面临高通胀时更加倾

向于减少风险资产的持有，从而降低了终端财富数学期望，相反，而当 pl 为正

时，表明风险资产价格和通胀之间存在正相关关系，即当通胀上升时，风险资产

价格也会上升，投资者在面临高通胀时更加倾向于增加风险资产的持有以获取

更高的收益，从而在一定程度上抵消了通胀对终端财富数学期望的负面影响。这

两种效应在相交点相互抵消，导致两条曲线相交。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      （a）                                   （b）                                          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    （c）                                 （d） 

图 3-2 在不同的预期通胀率 lb ，风险资产预期收益率 p ,布朗运动相关系数
pl

 ，以

及通胀波动率 l 下风险资产波动率 p 对终端财富的数学期望 *

TX  的影响 

图 3-2 展示了不同参数下
p

 对终端财富数学期望 *

TX  的影响，图（a）证

明了 lb 较高时，投资者更倾向于持有能够抵御通胀的资产（如实物资产），而不

是纯粹的风险资产。这导致在相同的
p

 水平下， *

TX  较低。在
p

 较低时，风

险资产提供了相对稳定的收益，因此投资者愿意持有这些资产。然而，随着
p



的增加，风险资产的收益变得更加不确定，投资者开始寻求更安全的投资选择，

这也会导致 *

TX  下。图（b）中 0.3p = 时，当通胀波动率
p

 较低时（即市场
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相对稳定时），投资者愿意承担更多的风险以追求高收益，导致 *

TX  保持在

较高的水平，当 0.05p = 时，风险资产的预期收益率较低。这意味着投资者从

风险资产中获得的潜在回报也较低。因此，即使在通胀波动率
p

 较低时，投资

者也不愿意承担过多的风险。这导致相较于 0.3p = 时， *

TX  更快地下降。 

图（c）（d）也验证了
p

 （风险资产波动率）、
l

 （通胀波动率）以及 pl

（风险股票价格过程与通胀随机状态之间的相关系数）对终端财富数学期望

*

TX  产生的影响。当
p

 较高时，投资者倾向于持有能够抵御通胀的资产而非

纯粹的风险资产，导致在相同
l

 水平下 *

TX  较低。随着
p

 的增加，风险资产

的收益不确定性增大，促使投资者寻求更安全投资，进一步降低 *

TX  。而
l



较低时，市场相对稳定，风险资产提供相对稳定的收益，投资者愿意承担更多风

险以追求高收益，使 *

TX  保持较高的水平。此外， pl 的正负也显著影响投资

者行为， 0.3pl = 时，通胀与风险资产价格正相关，投资者在
l

 较低时认为市场

稳定而愿意冒险，但随着
p

 增加，市场不确定性增大，投资者因为谨慎行事而

导致 *

TX  快速下降。 pl 为负时，例如图中 0.2pl = − 的情况，通胀与风险资

产价格负相关，投资者更加关注通胀影响，即使在
p

 较低时也表现出谨慎态度

导致 *

TX  较早下降，然而，在高
p

 水平下，无论 pl 如何，投资者均会减少风

险资产配置。 

值得注意的是，在低
l

 环境下，通胀不确定性小，有助于稳定市场预期，
p



对 *

TX  影响更积极；随着
l

 上升，投资者对风险资产信心下降， *

TX  随 p


增加而下降的趋势加剧。然而，在极高
p

 水平下，通胀波动率对投资者行为影

响变得次要，投资者更关注风险资产本身的风险与收益平衡。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（a）                                  （b） 
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     （c）                             （d） 

图 3-3 不同的风险资产预期收益率
p

 以及预期通胀率 lb 对值函数V 和
cl

V 的影响 

图 3-3（a）和（b）反映了值函数V 和 clV 随着 p 的增大而出现的变化情况，

首先值函数V 随着 p 的增大而下降，这种现象可以从以下几个方面进行解释：

第一，在金融市场中，风险资产的预期收益率 p 通常与其风险成正比。当 p 增

加时，意味着风险资产的风险也在增加。投资者在面对更高的风险时，往往要求

更高的风险溢价来补偿这种风险。值函数V 与 clV 相比多出了与相关的三项。

也就是说，探索强度决定了值函数的变化大小，而且当 p 变化时， la 和 2

ZL 都

会随之变化，进而影响整个值函数。由于 p 是 la 的正项，所以当风险资产收益

率 p 增大时， la 会增大，但是这会导致指数项

2

2
( )

ZL

l T
a

t

e 
− −

中的指数部分减小，从而

使得指数项的值减小。因此，在值函数V 中，随着 p 的增大导致值函数V 随着

p 的增大而减小。而值函数 clV ，当 p 变化时，虽然 la 和 2

ZL 会变化，但由于没

有额外的与相关的项，所以值函数的变化相对较小。当 2

la 较小时，指数衰减

项的值较大；当 2

la 增大到一定程度时，指数衰减项的值开始迅速减小。这解释

了为什么 clV 随着 p 的增大而先上升后下降，并且上升和下降的图像是一条对

称的抛物线，图 3-3（d）也验证了这一说法。 



安徽工程大学硕士学位论文 
 

 39 

图 3-3（c）展示了值函数V 随着预期通胀率 lb 变化的情况，在给定其他参数

不变的情况下，当 0lb = 时，
la 取得其最大值。此时，指数衰减项

2

2
( )

ZL

l T
a

t

e 
− −

的值

相对较大，因为分母中的 2

la 较小，同时，由于 λ 项和常数项的存在，整个值函

数V 在 0lb = 时取得一个初始值。随着 lb 的增大，
la 的值逐渐减小。这也就会导

致指数衰减项的值逐渐增大。然而，由于指数函数的衰减特性，随着 lb 的进一步

增大，指数衰减项的变化速度会逐渐减慢（即斜率逐渐减小）。 

 

图 3-4 探索率对值函数V 和
cl

V 的影响 

图 3-4 展示了 0= 时值函数V 会退化为不包含熵正则化项的 clV 函数，随后

值函数V 随着的增大先上升后下降，表明对V 的影响是非线性的。具体来说，

的增加最初是通过（3.15）式的第二项和第三项从而导致V 的增加。然而，值

函数V 通过引入熵正则化来平衡探索与利用，使得投资者在追求最大化收益的

同时，也考虑了对新策略的探索。随着的进一步增加，由于熵正则化的增大，

（3.15）式第二项中的对数项和第三项的二次项开始主导，此时投资者开始考虑

探索不同的策略，这可以解释为一种风险调整效应，在开始时，增加会促使投

资者更加积极地寻求风险补偿，也就会导致值函数V 的上升，因为探索会带来额

外的收益机会。在 1= 时，探索的益处与当前策略的收益达到最佳平衡，使得

V 达到最大值。然而，当探索增加到一定程度时，风险补偿的边际效益递减，甚

至可能由于过高的风险厌恶而导致投资者减少投资或采取更保守的策略，从而

降低值函数的值。 
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对于值函数 clV 随着的增加基本保持在 0 左右的范围内不变，由于 clV 不

包含与直接相关的项，因此探索程度的变化对 clV 没有影响。此外，在评估不

涉及这些风险调整效应的投资决策时， clV 是一个更合适的工具，因为值函数 clV

则更侧重于当前策略的优化，不考虑未来的探索可能性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（a）                                （b） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        （c）                                 （d） 

图 3-5 在不同的布朗运动相关系数 pl ，预期通胀率 lb ，风险资产预期收益率 p 以及通

胀波动率 l 下对最优投资组合策略
*

tu 的影响 

图 3-5（a）展示了在不同的相关性 pl 时风险资产波动率对最优策略的影响，

图像中 *
tu 的变化反映了投资者在不同市场条件下通过探索和策略调整来优化投

资组合的过程。当 0.2pl = −  时，在初始阶段  p 接近 0 时，投资组合的风险较

低，此时 *
tu 在 0 附近保持平稳，当  p 开始增加时，投资者开始增加对风险资产

的配置，以寻求更高的收益，曲线开始上升。随着  p 的进一步增加，风险变得

过高，投资者开始减少风险资产的配置，而且  p 持续增加的过程中，由于风险

极高，投资者不会再大幅度的改变自己的投资组合，所以此时 *
tu 处于一个平稳
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阶段。 0.2pl = − 的情形中，在  p 较小时由于通胀与风险资产的正相关性，风险

资产的表现会受到通胀的负面影响，投资者此时会快速减少风险资产的配置，导

致 *
tu 快速下降。然而，由于通胀与风险资产的正相关性仍然存在，投资者在增加

风险资产配置时会更加谨慎， *
tu 上升的速度越来越缓慢。 

图 3-5（b）当预期通胀率 0.05lb = 时，风险资产的预期收益率低于无风险利

率 r 加上通胀调整后的值时，投资者会迅速增加风险资产的配置，导致 *
tu 从 0 快

速上升，也反映了投资者会对不利市场条件做出迅速反应从而增加风险资产的

配置，而相对于 0.05lb = 的曲线而言，预期通胀率对投资策略的影响相对微小。

图 3-5（c）当风险资产预期收益率 0p = 时，通胀调整后的预期收益率 la 仍为

正），投资者对风险资产的配置持乐观态度，市场的短期波动率激发短期投资者

的风险偏好，一定的波动率意味着市场的不确定性增加，但同时也带来了更多的

投资机会，此时他们更愿意承担一定的风险来追求更高的收益， *
tu 会开始缓慢

上升。这反映了投资者在观察到有利市场条件或风险容忍度变化后，逐渐增加风

险资产配置的行为。图 3-5（d）随着  p 的增加，风险资产的价格波动性增大，

但在这个阶段，风险资产的预期收益率逐渐改善， *
tu 下降到最低点意味着此时

预期收益率仍然不利，导致投资者对风险资产的配置达到最低水平。当通胀波动

率 0.3l = 时，由于通胀波动率较高，投资者对通胀不确定性的担忧加剧，投资

者也会减少他的风险资产配置。 

 

 

 

 

 

 

 

图 3-6  最优策略和值函数的收敛性 

图 3-6 验证了定理 5，从图中可以看出，当逐渐减小时，EMV 问题的策略

* 对应的正态分布趋向于单点分布，由此验证了两个问题的策略的弱收敛性。

当为 0 时，EMV 问题的值函数与经典问题的值函数相等，当从 0 逐渐增加
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时，两个值函数相差越来越大，由此通过模拟可以看出当 0 → 时，定理 5 成

立。 

3.4 本章小结 

本章建立了通胀背景下强化学习技术驱动的均值方差投资组合模型框架，

研究了一个连续时间 MV 投资组合选择问题。通过将 MV 投资组合选择重新定

义为探索与利用问题，探索部分为松弛的随机控制形式并由此推导出了探索性

状态动力学方程，通过随机分析、动态规划原理等推导出 EMV 问题的 HJB 方

程并求解。随后，我们设计了一个可实现的 EMV 算法，得到了一个已证明的 PIT

以及值函数和最优策略的明确函数，将其参数化并采用随机梯度下降算法进行

模拟检验。最后模拟结果验证了前面得到的结论，并分析了通胀波动率等对终端

财富以及最优策略的影响，并给出了相关结果的经济学含义。 

研究结果表明，在考虑通胀的投资组合中，通胀波动率对最优投资组合策略

有显著影响，因为它改变了投资者对风险和收益的预期。首先，在通胀波动率较

低时，投资者可能倾向于保守的投资策略；而在通胀波动率较高时，他们可能更

愿意承担风险以寻求更高的收益，熵正则化来平衡探索与利用，使得投资者在追

求最大化收益的同时，也考虑了对新策略的探索。其次，投资者在调整投资组合

时也会考虑风险与收益的平衡，因此最优投资组合策略并不是随着通胀波动率

的增加而单调变化的。投资者应该根据市场情况和自身风险承受能力来制定合

适的投资策略，并随着市场条件的变化进行动态调整。本章将强化学习框架下的

均值方差模型推广到通胀环境中，为投资者在通胀环境中制定投资计划提供了

参考依据，所得结论更加具有现实指导意义。 
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第 4 章 总结和展望 

4.1 研究结论 

首先通过将 MV 投资组合选择重新定义为探索与利用问题，探索部分为松

弛的随机控制形式并由此推导出了探索性状态动力学方程。其次，在满足标准自

融资的假设下，利用动态规划原理，导出了在满足一定的探索水平下的 HJB 方

程，然后将最优策略代入到 HJB 方程，转化为偏微分方程进行求解，进而推导

出最优财富过程。随后我们证明了探索和利用的最优平衡，反馈控制分布是一个

高斯分布，其方差随时间衰减，又建立了 EMV 与经典 MV 问题之间的紧密联

系，包括可解性等价和探索权重衰减到零的收敛性。再次，我们设计了一个可实

现的 EMV 算法，得到了一个已证明的 PIT 以及值函数和最优策略的明确函数，

将其参数化并采用随机梯度下降算法进行模拟检验。最后通过数值模拟验证了

前面得到的结论，并分析了资产 ESG 评级以及投资者 ESG 偏好等对终端财富的

影响，并给出了相关结果的经济学含义。研究结果表明： 

（1）当投资者忽略 ESG 因素时，他们会错过与气候变化相关的投资机会，

导致财富期望下降。而随着 ESG 偏好的增加，投资者更注重环保的投资组合，

这些资产具有长期可持续性，能减少风险冲击，带来更高收益。但 ESG 偏好过

高时，投资者的选择会受到限制，难以找到既符合高 ESG 标准又具有相对较高

回报的资产。 

（2）不具有 ESG 偏好的投资者更多地受到市场影响，决策完全基于预期收

益率。而随着 ESG 偏好的增加，投资者会在预期收益率和 ESG 标准之间进行权

衡，更倾向于投资符合 ESG 标准的资产，即使短期内可能面临损失。但当风险

资产的预期收益率足够高时，投资者会一定程度上忽略 ESG 标准，更多地投资

于高风险高回报的资产。 

（3）投资者会在风险和收益之间做出平衡的考量，不会过于追求 ESG 而忽

视其他方面。对 ESG 因素的高度重视会导致投资者选择较低风险的投资，牺牲

一定的潜在回报，体现了投资者的道德和社会责任感。 
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（4）尽管投资者对 ESG 因素的偏好对投资组合的值函数没有过于直接的

影响，但 ESG 偏好可以量化投资者面临的权衡，他们愿意牺牲一部分收益来改

善其投资组合的 ESG 配置。 

另一方面，引入新的布朗运动以刻画市场上连续性的通胀冲击构建投资者

的的期望价值函数。接着，在满足自融资条件下，以财富作为状态变量，利用动

态规划原理推导出投资者满足预期收益的条件下最小化其方差的的 HJB 方程，

并求解出最优策略及财富过程。最后，利用 Jupyter 软件进行数值模拟，结合图

像分析投资者在通胀情形下的最优投资决策，以及不同冲击之间的相关性对最

优决策的影响。研究结果表明： 

（1）风险资产预期收益率、通胀率与终端财富以及风险资产预期收益率对

终端财富有显著影响。适度的通胀可以刺激经济增长，提高资产价值，但过高的

通胀会侵蚀资产的实际价值。高风险资产对通胀的敏感性更高，当通胀水平过高

时，资产价值的下降速度更快。通胀波动率增加时，投资者对未来经济环境的预

期更加不确定，可能会减少风险资产的持有，选择稳健的投资策略。 

（2）风险资产波动率较低时，市场对通胀预期的反应不敏感，微小的通胀

变化不足以显著影响投资组合的表现。随着风险资产波动率的增加，未来现金流

的购买力下降，投资者减少风险资产配置，降低了投资组合的预期回报。高通胀

和高波动率的组合加剧了市场的不确定性，进一步降低了投资组合的预期回报。 

在极高通胀波动率下，央行采取积极的紧缩政策对抗高通胀，提高了名义利率和

风险资产的预期收益率，终端财富的数学期望开始上升。 

（3）风险资产价格和通胀之间的相关系数影响投资者的行为。负相关关系

使投资者在高通胀时减少风险资产持有，正相关关系则使投资者在高通胀时增

加风险资产持有以获取更高收益。 

（4）投资者在不同市场条件下通过探索和策略调整来优化投资组合。风险

资产波动率增加时，投资者根据风险与收益的平衡来调整风险资产的配置。通胀

波动率、预期通胀率和风险资产预期收益率也影响最优投资组合策略。投资者会

根据这些参数的变化来快速调整他们的投资组合，以应对市场的不确定性。 
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4.2 研究展望 

基于本文的研究基础上，可以在未来拓展以下几个方面工作： 

（1）深化 ESG 因素在投资组合选择中的影响研究：本文考虑了 ESG 评级

和投资者 ESG 偏好，二者是衡量企业 ESG 表现的重要指标，投资者可以根据评

级结果筛选符合标准的资产。除此之外，还可以考虑将更多的 ESG 指标纳入投

资组合优化模型，比如碳足迹，以更全面地反映投资者的价值观和道德偏好。 

（2）考虑到投资者的非理性行为会直接影响其投资决策，投资者情绪的变

化也可能导致其行为偏差。因此，可以将投资者情绪因素引入到模型构建中，有

助于投资者在制定投资组合方案时更加理性且灵活地进行资产配置，以适应市

场和个人情绪的变化，从而实现长期稳定的收益，并更好地实现财富增值和风险

管理。 

（3）在当前通胀冲击的大背景下，未来还可以考虑将利率变动和政策风险

因素引入到我们的模型中，讨论更加全面的多因素投资组合优化模型。 

（4）实证分析可以揭示投资组合中资产之间的相关性以及市场趋势的变化，

因此，未来可以立足于实际的金融证券市场，搜集实际数据开展实证研究，将实

证研究结果与理论分析相结合，从而更深入地揭示投资组合选择的复杂性和多

样性，帮助投资者建立更加合理的投资组合方案。 
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附 录 

附录 1 

拉格朗日乘子 的证明：   

证明：现在通过约束条件
u

TW z  =  确定拉格朗日乘子 ，结合（2.1）式并根

据标准估计:   ( )
2

*

0,
max tt T

W


   
  

和富比尼定理可以得到： 
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Tw z  =  现在变为
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定理 2 的证明 

证明：当  ( , ) 0,t w T  ，假设反馈控制 是可容许的，由  对初始条件 tW w =  生

成的开环控制   , ,v v t T =  ，   , ,sW s t T  是满足反馈控制  的财富过程，运

用伊藤公式可以得到： 
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 (1) 

定义停时 ( ) 2 2 ( ) ( , ): in : , 1f
s

n
t

v w vu u V vs nt du W dv n    =   。通过

（1）式可以得到： 
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假设V  是光滑函数，有下列式子：  
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当  ( , ) 0,t w T  ，可以得到： 
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（3）式的最小化哈密顿量是由反馈控制（2.20）式给出的，（3）式满足 
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对于  ( , ) 0,t w T  ，  ,s t T ，取 s T= ， n→，并且根据终端条件
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证毕。 

 

定理 3 的证明 

证明：在满足初始条件时，反馈策略 ( )2 ( )

0 1(( ; , , ) ,)
c T t

u a wu t w c e   −
−= 可

以生成一个开环策略 0 ，而且由 Feynman-Kac 定理可知，对应的值函数 0V
 满

足以下偏微分方程： 
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满足终端条件 ( ) ( )0
2 2

( , ; )V T w w z
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下面解方程（4）。将（2.13）代入到（4）可以得到下列式子 
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化简得到： 
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假设解的形式为： 
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将上述式子代入（5）式中得到： 
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ˆ)

f t
f t

f t f t

f t

a w e e
w f t e h t

e e

f t a w e h t

a

t fa

    




 




 


− +  
 − + − + − 

 

 
  = − + − + + − + =   

 

 

通过上式可以看出 

2

2

( ) ( ) ln 0
2

( ) ( 2 ˆ) 0a

h t f t

f t a 

 





  
 + − =  

 
  − + =

 

即可以得到 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

( ) ( ) ln ( ) ( ) ( )
2 2 4

( ) ln ( ) ( )
2 4

ˆ ˆ

ˆ ˆ

h t T t T t T T t w z

T t T T t w z

   

  

 



 

 

 

= − − − − + − − −

 
= − − + + − − − 

 

 

2 )( ˆ) ( 2af t a  = +  

将 ( )f t 、 ( )h t 代入（6）式可以得到 

2 2
0 ˆ2 (2 )( )

0( , ; ) ( ) ( )a a T tV t w w e F t
    + −= − +  
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其中 ( )h t 0 ( )F t （即 ( )h t ）是仅依赖于 t的光滑函数，很容易验证满足定理 5

中的条件，因此，定理适用，根据策略改进定理（2.20）式，在当前情形下反

馈策略为： 

2 21 2 ˆ2 (2 )( )

ˆ
( ; , , ) ( ),

a a T t
u t ww

e
u

 

 
  

  + −

 
− − 


=


 

再计算 1 对应的值函数应该为
2

2

1

ˆ
( )

2

1( , ; ) ( ) ( )
T t

V t w w e F t




 
− −

= − + ，其中

1( )F t 是只依赖于 t的光滑函数，计算类似如上，定理 4 再次适用，值函数 1V  和

策略 2 将恰好改进为最优值函数（2.15）和最优高斯策略（2.16），因此，当 2n 

时，在策略改进定理中（2.20）式下，策略和价值函数都不再严格改进。证毕。 

 

定理 5 的证明 

证明：反馈控制的弱收敛性来自于表述 a）和 b）中 *u 和 * 的显式形式。值函数

的逐点收敛性很容易来自于 ( )V  和 ( )clV  的形式，并且
2

0
lim ln 0

2

 

→
= 。进一步 

0

2 2

2 2 20

2 2

lim ( , ; ) ( , ; )

lim ( ) ln ( ) 0
4

ˆ

2

ˆ

clV t x V t x

T t T T t





 

  

  



→

→

−

 
= − − + + − = 

 

 

证毕。 

 

定理 6 的证明 

证明： *,0t t T   是由反馈控制 * 相对于在 0t = 时刻的初始状态 0x 生成的

开环控制 

2

2 2

(
*

)

( ),
2

( ; , , ) ZL

l

L

l

Z ZL

a
T ta

xut eu x


 
  

−

− −
 
 =
 
 

 

   *, 0,tX t T 是 EMV 问题相应的最优财富过程，最后的结果可以从陈

述（a）中 ( )V  和 陈述（b）中的 ( )clV   表达形式中得到： 

* *
2

, 2

0

*

2 2

2
*

2 0
(0, ; ) ln

2
( ) ln ( )

4

T
u

ZL ZL

l l
t t

ZL

C
a

x T T T d
a

u du tu   
   

  
 
 

 
= − + + − 

 


π
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其中
2

2

( )
* *

2

1
( ) ln ( ) ln

2
ZL

la
T t

t t

ZL

e
u v u du e






− 
 = −
 
 


π

，计算过程如下： 

令 
21 ( )
Z

l

L

a
x 


− −= ，

2

2

( )

1
2

l

ZL

ZL

a
T t

e
−

=





( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

1 1

1/2 1/22 2
2 2

1 11

2 2 2

1 1 1
11/2 1/22 2 22 2

1 1 11 1

1/2

*

2

*

( ) ( )1 1
exp ln exp

2 22 2

( ) ( ) ( )1 1
ln 2 exp exp

2 2 22 2

ln 2

( ) ln (

1
2 exp

2 2

)t t

u u
du

u u u
d

d

du

u

u

u u





 

  

  

   










   − −
= − −   

   

   − − −
= − − + −   

   




= − 







 

π π

π
π

π ( )

( )

2 2

2

2
2

1 1 1 1

1/2 22
11 1 11

21

1

2

1

( )1
2 exp

22 2 22

ln 2 1

1 1
ln 2 (0 )

2

1
1 ln(2 )

2

y y

y

u u u u
d d

e dy e y dy

e dy

   


  



 






− −

−

       − − − −  
+            

         
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 

 



2

2

( )

1
2

l

ZL

ZL

a
T t

e
−

=



 代入，则可以得到

2

2

( )
*

2

* 1
( ) ln ( ) ln

2

l

ZL

a
T

t

L

t

t

Z

e
u u du e







− 
 = −
 
 


π

，

则： 
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2

2

, 2

0 2 2 2 0

2
2

0

2 2
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2 (

2 2

2 2
2

2 2

n
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2 4
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4 2 2
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1
l
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l
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T
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L
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a

e
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T
e

T





  
 

  
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



 
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
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
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

−
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 = − −


 
= − + + − 

 
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 
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
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

π

π

π

π

π

）

2 2
2

2

1
( 0 )

2

2

ZL

l T

T

a




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证毕。 
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附录 2 

各类表格 

表 2-1  基本参数设置 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 3-1  基本参数设置 

符号 名称 数值 

p  风险资产预期收益率 0.3 

p  风险资产波动率 0.2 

T  终端时刻 1 

t  步长 1/2520 

r  年利率 0.02 

  探索权重 2 

 、   学习的参数 0.1 

  学习率 0.0005 

M  总训练集 20000 

N  样本量 10 

  更新 的学习率 0.0005 

  更新  的学习率 0.005 

lb  预期通胀率 0.02 

l  通胀波动率 0.2 

  拉格朗日乘子值 1.0 

z  目标收益 1.1 

符号 名称 数值 

  预期收益率 0.1 

  波动率 0.2 

T  终端时刻 1 

t  步长 1/2520 

r  年利率 0.02 

  探索权重 2 

g  ESG 得分 0.6 

  学习率 0.0005 

M  总训练集 20000 

N  样本量 10 

  夏普比率 0.05 
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硕士期间发表的论文 

[1]  贵秀子, 费为银, 邓寿年. ESG 对强化学习的连续时间均方投资组合的影

响.[J]安徽工程大学 

已录用 待发表。 
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