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余图的特征值问题研究

摘 要

图谱理论是图论中非常重要的领域之一，它在图论，计算机科学，

量子化学，通信网络和统计力学等方面具有极其广泛的应用。图谱理

论的研究主要是根据矩阵论和组合矩阵论中的经典结论和方法，通过

图的矩阵表示，建立起图的代数性质与图结构之间的紧密联系。本文

主要考虑了余图的几类矩阵(赛德尔矩阵，邻接矩阵，距离矩阵)，进

而研究了无特征值区间的分布情况以及区间的最优性质。

首先，本文确定了余图的赛德尔矩阵的无特征值区间，并进一步

证明了其区间的最优性。其次，证明了顶点加权余图的赛德尔矩阵秩

和本质不同行行数之间的关系。此外，根据目前已有结果，进一步证

明了余图邻接矩阵，连通余图距离矩阵的无特征值区间的最优性。具

体结果如下：

1. 不存在至少有两个顶点的余图在区间  1,1 内具有赛德尔特征

值。对于任何 0  ，  1,1  和  1 , 1   中的任何一个区间都

包含一个足够大阶的余图的赛德尔特征值。

2. 设  ,G w 是任何至少有两个顶点的顶点加权余图，得出

    ,  ,rank S G w edr S G w 。

3. 对任意 0  ，总存在一个余图，其在  1 , 1   内至少有一个

邻接矩阵特征值。

对于任意 0  ，总存在一个余图，其在  0, 内至少有一个邻

接矩阵特征值。
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4. 对任意 0  ，总存在一个连通余图，其在  2 , 2   内至少有

一个距离矩阵特征值。

对于任意 0  ，总存在一个连通余图，其在  1, 1    内至少

有一个距离矩阵特征。

关键词：余图，赛德尔矩阵，距离矩阵，邻接矩阵，无特征值区间，

极限点
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Research on the Eigenvalue Problems of Cographs

ABSTRACT

The theory of graph spectra is one of the most important fields in

graph theory. It has extremely wide applications in graph theory,

computer science, quantum chemistry, communication networks and

statistical me- chanics. The research of the theory of graph spectra mainly

establishes the close connection between the algebraic properties of

graphs and their structures through the matrix representation of graphs

based on the classical conclusions and methods in matrix theory and

combinatorial matrix theory. This paper mainly considers several types of

matrices of cograph (Seidel matrix, adjacency matrix, distance matrix),

and then studies the distribution of eigenvalue-free intervals and the

optimal properties of the intervals.

First, this article determines the eigenvalue - free interval of the

Seidel matrix of cograph and further proves the optimality of this interval.

Second, it proves the relationship between the rank of the Seidel matrix

of the vertex - weighted cograph and the number of essentially different

rows. Moreover, based on the existing results, it further proves the

optimality of the eigenvalue-free intervals of the adjacency matrix of

cograph and the distance matrix of the connected cograph. The specific

results are as follows:

1. No cographs with at least two vertices have Seidel eigenvalues in

the interval  1,1 .

For any 0  , either of the intervals  1 , 1   and  1,1  contains
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a Seidel eigenvalue of some cograph of sufficiently large order.

2. Let  ,G w be any vertex-weighted cograph with at least two

vertices. Then     ,  ,rank S G w edr S G w .

3. For any 0  , either of the intervals  1 , 1   and  0, contains a

adjacent eigenvalue of some cograph of sufficiently large order.

4. For any 0  , either of the intervals  2 , 2   and

 1,1   contains a distance eigenvalue of some connected cograph of

sufficiently large order.

Niu Heming (Applied Mathematics)

Supervised by Prof. Wang Wei

KEY WORDS: cograph, Seidel matrices, distance matrices,

adjacency matrices, eigenvalue-free interval, limit point
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第 1 章 绪论

1.1 课题研究背景及意义

图论的起源可追溯至柯尼斯堡七桥问题。1738 年，瑞士数学家欧拉成功解

决了这一问题，并撰写了相关论文，这标志着图论的诞生，因此欧拉被认为是该

领域的奠基人。

自从 Collatz[1] 的文章以后, 图谱就经常出现在数学文献中，关于此方面的

经典著作参考[2]. 作为代数图论的重要组成部分，图谱理论与矩阵论、组合数学、

多项式理论及线性代数等学科紧密相关，并推动了一系列经典结论、问题和猜想

的提出，如四色猜想、最大匹配算法、匈牙利算法、双圈覆盖猜想、哈密顿定理

和图的染色定理等。

图谱理论主要借助矩阵理论的手段开展研究。它聚焦于图所对应的各类矩阵，

像邻接矩阵、无符号拉普拉斯矩阵、距离矩阵以及距离无符号拉普拉斯矩阵等，

着重对这些矩阵的特征值和特征向量进行深入分析。

通过对上述矩阵特征的研究，图谱理论致力于探寻谱参数和图结构之间的内

在联系。并且，它会综合运用代数方法和组合方法，进一步剖析图的结构性质，

以更全面、深入地理解图的特征和规律。若一个图不含 4 阶路作为诱导子图，则

称其为余图。余图是图论中的一个重要图类[3-6][32]。余图另一个常用的递归定义

如下：

(1)平凡图是余图；

(2)若和是点不交的余图，则和也是余图.

若在上述定义中限定(2)中的图只能是平凡图，则得到的图类是余图的一个

重要子类——门槛图.1979 年，Manca[7]提出了通过图的关联矩阵来识别图是否是

门槛图，Harary[8]更进一步通过收缩和同态的组合以及使用二部邻接矩阵，明确

地展示门槛图的结构。1985 年，Corneil[9]提出了一个线性算法用于识别余图。

本文对余图的无特征值区间进行了研究，余图的特征值问题一直以来都是图

谱理论的一个重要的课题，近年来广受关注。2021 年 Lou[37]证明了没有连通的
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余图的距离特征值落在区间  2 1 ， 内，2022 年 Hou[31]证明了没有余图的赛德尔

特征值落在区间  2 2 ， 内。本文在他们的基础上证明了余图无特征值区间的

相关问题。

1.2 课题研究现状

最近几年，余图特征值的研究成为研究余图的性质的一个重要的方法。2003

年，Royle [10]中提出了余图的秩和矩阵不同非零行行数之间的关系，证明了余图

的秩等于矩阵不同非零行行数。2008 年，Chang 等人[11]给出了一种更一般情况

下 cograph 秩性质的简单短证明。这不仅验证 Royle 的结论，还提供了一种更简

洁的方法来理解这一性质。

2010 年，Aneli[13]研究门槛图的一些不变量，这些不变量可能在估计或限制

图谱的最大特征值时有用。通过分析这些不变量可以更好地理解门槛图的结构，

并且可能找到有效的方法来计算或估计其最大特征值。2011 年，Sciriha 等人[14] 通

过研究反正则连通图的邻接矩阵谱，展示了与连通门槛图的共同性质。

2013 年，Vinagre 等人[16] 对门槛图的谱施加了一些限制，从而可以计算其拉

普拉斯能量。接着，证明了所有具有 n个顶点的菠萝图以及满足这些条件的所有

图中，团数为
21
3
n    

的菠萝图具有最大的拉普拉斯能量。2014 年，Bapat[17]证

明了门槛图的拉普拉斯特征值。更进一步，2015 年，Jacobs 等人[18]证明了几乎

所有连通的门槛图都有比正特征值更多的负特征值。同时，还证明了没有任何门

槛图的特征值落在区间  1,0 内。2016 年，Barrus[19]定义一个弱门槛序列

 1 2, , , nd d d d  ，弱门槛图通过弱门槛序列实现。弱门槛图恰当地包含了门槛

图，并展示了弱门槛序列的主成分特性以及弱门槛图的迭代构造算法。

同时，在 2016 年，Mohammadian[20]进一步将门槛图推广到了余图。提出了

不含有长度为三的路径作为诱导子图的图称为余图。在这篇文献中，通过使用顶

点复制和余复制操作，给出了关于余图的递归定义。然后，证明了余图没有特征

值位于区间  1,0 内，这推广了已知的关于门槛图的相关结果。
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2018 年，Ture[26]提供了从门槛图的二进制序列计算其特征多项式的显式公

式。应用包括获得门槛图的邻接矩阵行列式的公式，并证明没有任何两个不同构

的门槛图具有相同的谱。2019 年，Ghorbani[28-29]在顶点数固定，同时 1 和0 被视

为平凡特征值的情况下，证明了唯一连通的反则图具有最小的正特征值和最大的

非平凡负特征值。并由此得出，门槛图的非平凡特征值不会落在区间

   1 2 / 2, 1 2 / 2     
内。并且，证明了对于任何余图，除了特征值 0 和-1

之外，任何特征值的重数都不超过图的 Dilworth 数，并且这个界限是最佳的。

特征值在图论中通常与图的邻接矩阵或拉普拉斯矩阵相关，它们提供了关于

图的结构的重要信息。2019 年，Lou[30]考虑所有连通的门槛图的邻接矩阵的特征

值分布。2020 年，Vinagre[31]证明了 3n  门槛图的主无符号拉普拉斯特征值数量

k 被控制在 2n  以内，并且还确定了具有 k 个主无符号拉普拉斯特征值的 n阶

门槛图的数量。

2021 年，Del-Vecchio 等人[37]证明了门槛图的赛德尔谱，提出并分析了一些

特定类型的图，称为赛德尔整谱图，即赛德尔矩阵的所有特征值都是整数的图。

2022 年，Qiu[38]研究了门槛图的离心率特征值的性质，并确定了离心率特征值在

区间  2,0 内互不相同的门槛图; Xiong 等人[39]研究了门槛图的赛德尔矩阵的特

征值分布。证明了除了 1 ,1之外，门槛图的赛德尔矩阵在区间  2, 2 内没有其他

特征值；Allem[41]提出了两种生成无特定特征值的门槛图的算法。2024 年，

Macharete 等人[45]证明了星图的拉普拉斯矩阵的特征向量基也是G的特征向量基

当且仅当G是一个门槛图；Chen[46]等人提出了一种算法，用于获得余图的拉普

拉斯特征值。这种方法无需直接计算与这类余图相关的拉普拉斯矩阵的特征值。

使用此算法作为工具，得到了余图生成树数量的封闭公式。

与此同时，距离特征值[38-39][41]在图谱理论中也是一个热点问题。2013 年，

Lin[15]刻画了所有满足距离特征值等于 2 的连通图。2017 年，Zhou 等人[23]定义

删除某些顶点后可以变成树的图为准树。研究在具有固定阶数的准树中具有最小

距离谱半径的唯一图，以及在包含环的准树中，寻找具有最大距离谱半径的唯一

图。2018 年，Lu 等人[24]证明了连通门槛图在区间  2, 1  上无距离特征值。2021

年，Alazemi 等人[32]证明对于门槛图和链图，它们的距离矩阵在某些区间内没有

特征值。更进一步，Lou 等人[33]证明了没有连通的余图在区间  2, 1  内具有距
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离特征值。

综上，现有许多研究多聚焦于门槛图，而对一般余图的特征值最优性证明仍

然存在缺口，本文填补了这一空白。

1.3 研究内容和主要结果

本文主要内容安排如下：

本文第二章着重介绍所需的基础知识，涵盖基础概念、基本定理以及基本公

式。第三章作为核心内容，聚焦于余图的赛德尔特征值问题，通过运用主角、初

等变换等方法，并结合相关证明来得出相应结果。第四章证明了余图无特征值区

间最优性的一个注记。本文主要的证明结果如下：

定理 1

不存在至少有两个顶点的余图在区间  1,1 内具有赛德尔特征值。

定理 2

设  ,G w 是 任 何 至 少 有 两 个 顶 点 的 顶 点 加 权 余 图 ， 得 出

    ,  ,rank S G w edr S G w 。

定理 3

对于任意 0  ，  1,1  和  1 , 1   中的任何一个区间都包含一个足够大

阶的余图的赛德尔特征值。

定理 4

对任意 0  ，总存在一个余图在  1 , 1   和  0, 内至少有一个邻接矩阵

特征值。

定理 5

对任意 0  ，总存在一个连通余图在  2 , 2   和  1, 1    内至少有一个

距离矩阵特征值。
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第 2 章 预备知识

这部分内容主要对本文涉及的主要符号、基本概念、基本定理以及相关公式

展开介绍。在此说明，若一个图既不存在自环，也没有两条连杆连接同一对顶点，

我们就将其称作简单图，而本文的研究对象主要就是简单图。

2.1 主要符号

本部分主要总结介绍本文中出现的主要符号，方便阅读。

   

)

(

(

)

D G

i

i

G

v

G

V G G

G

e
D G G

P x

w




图的顶点

图 的顶点集

全一向量

图 的距离矩阵

图 的补图

      图 的距离特征多项式

            权重函数

           邻接特征值

   主角

本文中未标明的符号和术语可参考文献[48].

2.2 基本概念

设 ( ( ), ( ))G V G E G 是一个简单图， ( )V G 是G的顶点集， ( )E G 是G的边

集。用G中的任意一个顶点 v， ( )GN v 表示 v在G中的开邻域， [ ]GN v 表示 v在G

中的闭邻域。若图G中的两个顶点u和 v满足 ( ) ( )G GN u N v ，则称他们为重复

点；若图G中的两个顶点u和 v满足 [ ] [ ]G GN u N v ，则称他们为余重复点。

下面是本文所用到的定义：

定义 2.1[48] 设图 ( , )G V E 的顶点集为 1 2{ , ,..., }nV v v v 并且边集为

{( , ) | , 1, 2,..., ; }i jE v v i j n i j   则 它 的 邻 接 矩 阵 ( ) ( )ij n nA G a  是 一 个
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n n (0,1) -矩阵，其中：

,1

0
i

j
j

i

v v G
a

 


如果( )是图 的一条边

其他 .

设 ( ) ( )ij n nS G s  表示图G的赛德尔矩阵。由   2S G J I A   得:

,

,

1

1
0

i j

i jij

G

s

v v

v v iG
i j

j




 






如果( )是图 的一条边

如果( )不是图                

  

的一条边，且

定义 2.2设图G的邻接矩阵为 ( )A G ，则图G的特征多项式 ( )GP x 为：

( ) det ( ( )).GP x xI A G 

定义 2.3设图G的距离矩阵为 ( )D G ，则图G的距离特征多项式    D GP x 为：

    det ( ( ))D GP xI Dx G 

2.3 相关公式

为了计算图的主特征值问题，本章运用了很多的公式，主要运用的公式为下

面几种：

引理 2.1[12]对于任意 n阶图G，其补图G的特征多项式为

2

1
( )  ( 1) ( 1 ) 1

1

r
n i

GG
i i

P x P x n
x




 
       



引理 2.2 对于任意 n个顶点的连通余图G：

 
2

1
 (1 )(1 );

1

m
i

i i
D GP P x n

x
G x 



  
 

其中 ( )GP x 代表G的邻接特征多项式。
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证明：G的邻接矩阵为  A G , 那么 ( ) ( )A G J I A G   .

由于G的诱导子图不可以包含 4P，因此G任意两个顶点之间的最短路径长

度不超过 2.即   2diam G  。根据[36]有 ( ) 2 2 ( )D G J I A G   ，可得到：

( ) ( )A G I J D G  

由此得出G的距离特征多项式与补图邻接特征多项式的关系如下：

   

T

T 1

2

1

 det( ( ) )

        det(( 1) ( ) )

         det(( 1) ( )) (( 1) ( ))

          (1 )(1 (( 1) ( )) )

        (1 )(1 ).
1

G

m
i

G
i

D

i

G xI J A G I

x I A G J

x I A G

P

j adj x I A G j

P x j x I A G j

P x n
x u

x







   

   

     

    

  
 

引理 2.3 [12]对于任意 n个顶点的图G的赛德尔邻接矩阵特征值表达式为：

2

1

1( ) ( 2) ( )(1 )
2 1 2

r
n i

G G
i i

xS x P n
x





   

  .

引理 2.4[21] 用 表示图的联，设  1 2 1G K K sK   ，即一个中心点 1K 连

接  个 2K 和 s 个孤立点所构成的图，得下式：

    3 2

1 1

[ (5 4 2 )

             (6 10 7 ) (4 3 )]( 1) ( 3) ( 2)k

G

s

D x s xP

s x s x x x

x
 

   

       



 

联图 1G K 也称为图G的锥，即在图G上添加一个顶点并将该顶点与图G的

所有点相连所得到.

引理 2.5[12]对于任意 n阶图G，其锥图 1G K 的特征多项式为

   
1

2

1

r
i

G K G
i i

P x P x x n
x





 
   

 .
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第 3 章 余图赛德尔矩阵无特征值区间问题

本章聚焦于解决余图的赛德尔无特征值区间相关问题，同时证明了顶点加权

余图的秩和本质不同行行数之间的关系。具体而言，采用构造矩阵的方式，结合

主角的定义、邻接矩阵赛德尔特征多项式以及零点定理等手段，对余图的赛德尔

无特征值区间展开深入研究，最终得出相应结论。

3.1 准备知识

3.1.1 余图赛德尔矩阵的定义

余图是一个不包含 4P作为诱导子图的图。余图的一个显著的子类是门槛图，

它是不包含{ }2 2; 4; 4K P C 作为诱导子图的图。

设G是一个有 n个顶点的简单图。我们使用  A G 和    2S G J I A G   分

别表示G 的邻接矩阵和赛德尔矩阵，其中 J 是全一矩阵， I 是 n阶单位矩阵。

    A G S G 的特征值将被称为图G特征值(赛德尔特征值)。

3.1.2 一个顶点加权余图的秩概念

定义 3.1 一个顶点加权图  ,G w 是一个简单的图G，具有一个  1,1 的权重

函数w。自然，如果G是一个余图，我们称  ,G w 为顶点加权余图。顶点加权图

 ,G w 的赛德尔矩阵，即   ,S G w 或简称  ,S G w ,定义为  S G 和对角矩阵

      1 2, , , ndiag w v w v w v 的和。换句话说，如果 ,i js 是  ,S G w 的第  ,i j 的元

素，那么

1 if ,
1 if , ,
( ) if .

i j

ij i j

i

v v
s v v i j

w v i j

 
 
 

­

对于顶点加权图  ,G w 的补，记为  ,G w ，定义为  ,G w ，其中G是G的
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补图， w 是相反的加权函数，即      w v w v   对于    v V G V G  。很明显，

   ( , ) ,S G w S G w  。

设M 是一个矩阵， ,  是M 的两行向量。如果   ， 和  本质上是

相同的；如果  ，则本质上是不同的。设 edrM 表示M 本质上不同的行数。

显然，对于任何矩阵M ，有 edrM rankM 。

举例来说，考虑下面的矩阵M ：

1 1 1 1
1 1 1 1

11 1 1
2

11 1 1
2

M

  
   
   
 
  
 

.

设 i 表示矩阵 M 的第 i 行。容易看出， 3edrM  ，因为对于任意不同的

, {1,2,3,4}i j ，都有 i j   ，除非{ , } {1,2}i j  。

我们注意到，上述矩阵M 是带有某种明显权重函数的 4C 的赛德尔矩阵。直接计

算可知， 3rankM  ，因此在这种情况下 edrM rankM 。本节的关键结果是要

证明这并非偶然。

在本章中，首先运用构造矩阵的方法。让  ,S G w 表示余图的顶点加权赛德

尔矩阵。并且根据引理 3.2，可以安全地假设u 和 v 是余重复的，并在必要时取

 ,G w 的补。进一步假设 ( ) ( )w u w v 。设u和 v 对应于  ,G w 的赛德尔矩阵的最

后两行。则  ,S G w 具有以下形式：

T

T
( 1)( 1)

( , ) ( ) 1
1 ( )

k k

T
S G w w u

w v

 



 

 
   
  

其中T 是一个 1k  阶的矩阵，而 是一个元素取值在{ 1,1} 的  1k  维的列

向量。

由此介绍完主要运用到的研究方法，下面开始介绍本章相关的引理证明及定

理证明。
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3.2 引理运用及其证明

在前面我们介绍了关于余图的相关概念及定理，同时对解决余图的赛德尔矩

阵的无特征值区间及最优性问题给出了方法和思路，下面我们开始计算和证明问

题。

引理 3.1[48] 设  , 1,1a b  , 且不同时等于 1 。那么，当且仅当 1a   或 1b  

时，    1 1 / 2 1ab a b      。

证明：显然，如果一个 1a   或 1b   ，则    1 / 2 1ab a b     。接下来

我 们 假 设 , ( 1,1]a b  ， 因 此        1 2 1 1 0ab a b a b        和

       1 2 1 1 4 0ab a b a b         。这意味着  2 1 2a b ab a b        ，

即    1 1 / 2 1ab a b      。这个引理证明完毕。

对于任意矩阵M , 我们显然有  rank M rankM  和  edr M edrM  。由

于    ( , ) ,S G w S G w  ，下面的引理是直接的。

引理 3.2[48] 对于任何顶点加权图  ,G w ，我们有

    ( , )  ,rank S G w rank S G w 和     ( , )  ,edr S G w edr S G w 。

3.3 主要结果的证明

3.3.1 顶点加权余图的无赛德尔特征值区间

通过第一部分概念、方法的介绍，第二部分引理的运用及证明，接下来的部

分我们开始证明我们主要的结果。

定理 1 的证明: 设G 是 n阶且 2n  的余图。选择任意一个  0 1,1x   ，并

定义   0w x  为G的常数权值函数。那么我们有     0,S G w S G x I  。注意，

 ,S G w 的每个非对角元素都是 1 ，而每个对角元素既不是 1 也不是 1 。因此，

 ,S G w 的所有行本质上都是不同的，即   ,edr S G w n 。根据定理 2 可知，
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  ,rank S G w n 。这意味着 0x 不是  S G 的一个特征值。因此，由于 0x 的任意性，

G在  1,1 中没有特征值。

现在我们转向定理 2 的证明。

命题 3.1
[40]

一个图G是一个余图当且仅当G 的每个诱导子图至少有两个顶

点是孪生的。

定理 2的证明: 让 ( )n V G ,通过归纳法对 n进行证明。如果 2n  ，那么G是完

全图 2K 或空图 12K 。根据引理 3.2 ,可以假设 2G K ，因为否则我们可以处理

 ,G w 的补图。得出：

 2

1
,

1
a

S K w
b
 

   ，

其中  , 1,1a b  。可以明显的看出：

2 2

1 if 1 or  1,
 ( , )  ( , )

2 otherwise.
a b a b

rank S K w edr S K w
    

  


这表明定理 2 对 2n  成立。现在假设定理 2 对 n k 成立，其中 2k  ，我们

继续验证 1n k  的情况。根据命题 3.1，G有一对孪生点，比如说u 和 v 。根

据引理 3.2，可以安全地假设u 和 v 是余重复，并在必要时取  ,G w 的补。我们

进一步假设 ( ) ( )w u w v 。设 u 和 v 对应于  ,G w 的赛德尔矩阵的最后两行。则

 ,S G w 具有以下形式：

T

T
( 1)( 1)

( , ) ( ) 1
1 ( )

k k

T
S G w w u

w v

 



 

 
   
  

其中T 是一个 1k  阶的矩阵，而 是一个元素取值在{ 1,1} 的  1k  维的列

向量。

我们考虑以下两种情况：

情况 1: ( ) ( ) 1w u w v   .
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在这种情况下，我们发现  ,S G w 的最后两行（以及因此而来的最后两列）

是相等的。让

T ( )
k k

T
M w u






 
   
 

为  ,S G w 通过移除最后一行和最后一列得到的矩阵。很容易看出

  ,  rank S G w rank M 和   ,  edr S G w edr M 。设 vG 是通过删除顶点 v 得到的

图， vw 是 w对  vV G 的限制。注意，  ,v vS G w M .通过归纳假设，我们有

    ,  ,v v v vrank S G w edr S G w 。因此，     ,  ,rank S G w edr S G w 。

情况 2： ( ) 1w u   或者 ( ) 1w v  

回想一下  ( ), ( ) 1,1w u w v   。注意到已经假设 ( ) ( )w u w v ，必须有 ( ) 1w v   ，

否则就会有 ( ) ( ) 1w u w v   ，这是一个矛盾。由于 ( ) 1w v   ，很容易看出：

T
T

T

edr ( ) 1 edr 1.( ) 1
1 ( )

T T
w u w u

w v

 
 






 
           

(3-1)

对于  1,1x  ，定义矩阵

    
T T1 2, , , 1| | xx

T T
N NT MT Mx x

  
    

   
             

进一步得到：

 1

1

edr if 1,
edr

edr 1 if 1.
x

M x
M

N x
  

     (3-2)

事实上，如果 1x   ，那么
xM 的最后两列是相同的，因此  x xedrM edrM 。

如果 1x   ，那么很容易看到在xM 中最后一行与其他行本质上不同，因此


1 2 1  1.xedrM edr N edr N   

这就证明了(3-2)。为了找到  ,S G w 的秩，使用了一系列的初等变换：
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1

1

1

T T

T

T

( ) 1
( ) ( ) 2

T

( , ) ( ) 1 ( ) 1
1 ( ) 0 ( ) 1 ( ) 1

0
( ) ( ) 1

0 ( ) 1 ( ) ( ) 2

0
( ) ( ) 1 ( ) 1

( ) ( ) 2
0 0 ( ) (

n n

n n

n n

r r

c c

w uc c
w u w v

T T
S G w w u w u

w v w u w v

T
w u w u
w u w u w v

T
w u w v w u
w u w v

w u w v

   
 






















 

   
         
         

 
    
     


  

 
 ) 2

 
 
 
 
 

  

(3-3)

设：

( ) ( ) 1
( ) ( ) 2
w u w vc
w u w v




 

根据引理 3.1，有 [ 1,1)c  。因为 ( ) ( ) 2w u w v  是等式(3-3)中最后一个矩阵

的最后一行中唯一的非零元素，因此得到了

 ( , )  1.crank S G w rank M  (3-4)

注意， cM 是某个 k阶顶点加权余图的赛德尔矩阵。因此，通过归纳假设，

有 c crankM edrM ，因此可以重写等式（3-4）作为

 ( , )  1.crank S G w edr M  (3-5)

比较等式(3-1)与等式(3-5)，为了证明  ( , )  ( , )rank S G w edr S G w ，只需证明

 ( )  w u cedr M edr M 。由等式(3-2)，若我们可以证明：

1

1

edr if ( ) 1,
edr

edr 1 if ( ) 1.c

M w u
M

N w u
  

     (3-6)

事实上，如果 ( ) 1w u   ，那么 1c   ，因此对等式(3-6)这种情况完全适用。

现在假设 ( ) 1w u   。回想一下 ( ) 1w v   。因此，通过引理3.1，得到了 ( 1,1)c  。

注意到 的每个元素都是 1 ，这很容易在矩阵中看到 ：



安徽工程大学硕士学位论文

14

Tc

T
M c



 

   
 

最后一行与其他任何行基本不同。由此可见 1     1cedr M edr N  .

这证明了等式(3-6)

由于在任何一种情况下，我们都建立了等式  ( , )  ( , )rank S G w edr S G w ，因

此定理 2 的证明通过归纳法是完备的。

3.3.2 区间最优性

前面已经对顶点加权余图的赛德尔矩阵无特征值区间进行了证明，下面开始

着手证明区间的最优性。

设 3n  ，定义了一类余图族 nH ：

2 1

3 2 1

if 2 1,
( 1) if 2 2.n

P P n
H

P P P n
  

      

 
 

对于余图G，我们使用 max ( )G  表示G在区间 ( , 1)  内的最大负赛德尔特

征值。类似地，我们使用 min ( )G  来表示 (1, ) 中G的最小正赛德尔特征值。我

们约定如果G在 ( , 1)  (或者 (1, ) )中没有赛德尔特征值,那么 max ( )G   

（或者 min ( )G   ）。本节的主要结果是显示以下内容

命题 3.1 maxlim ( ) 1nn
H


 

设G是一个 n阶的图， ( )A A G 是它的邻接矩阵。假设 1 ， 2 ，……， r 是

A的所有不同特征值，其重数分别为 1 2, , , rm m m 。让

( ) ( ) ( ) ( )
1 1( )( ) ( )( ) ,       i=1,2, ,r

i i

i i T i i T
i m mP        ，

其中 ( )
1
i ，……， ( )

i

i
m 构成了与 i 对应的特征空间的一个标准正交基。G与 i 相关

联的主角 i
[12]
：

i
i

Pe
n

  (3-7)

其中 e 是
n 中的全 1向量。对于任何方阵M ，我们写出 ( ; ) det( )M x xI M   代

表M 的特征多项式。以下是赛德尔特征多项式 ( ( ); )S G x 和普通特征多项式

( ( ); )A G x 之间的关系是有用的。
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引理 3.3[12] 对于任意 n个顶点的图,

2

1

1( ( ); ) ( 2) ( ( ); )(1 )
2 1 2

r
n i

i i

xS G x A G n
x


 




   

  .

我们将展示命题 3.1。我们首先考虑奇数情况，我们重写为一个新的命题。

命题 3.2 x 2ma 1lim ( ) 1
n

P P 


  

证明：让 2 1 2 1( )A A P P    。显然， 2 1A  是分块对角矩阵：

2 1

0 1 0 1
, , , 0

1 0 1 0
A diag

    
     

    
 

因此， 2
2 1 ( 1)A x x   
 。通过常规计算，我们得到了所有的特征值和相应的特征

向量，如表 3-1 所示。对表 3-1 中的每个向量进行归一化，我们得到了每个特征

值 i 的标准正交基。然后，使用等式(3-7)可以很容易地计算出主角，并记录在表

3-2 中。

表 3-1: 2 1( )PA P 的特征系统

i 特征值 i 重数 im 特征子空间的基

1 1 
T

2 2 2 2 1

(0, , 0 ,1,1,0, , 0) , 1, 2, ,
k k

k
  

   


 

2 1 
T

2 2 2 2 1

(0, ,0 ,1, 1,0, ,0) , 1, 2, ,
k k

k
  

    


 

3 0 1
T

2

(0, , 0 ,1)




表 3-2: 2 1P P 的主角

特征值 i 特征空间的正交基 主角 i
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1
T

2 2 2 2 1

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1,2, ,
2 2

k k

k
  

   


  2
2 1



1
T

2 2 2 2 1

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1, 2, ,
2 2

k k

k
  

    


  0

0
T

2

(0, , 0 ,1)



1

2 1

让 2 1 2 1( )S S P P    。然后从引理 3.3 中就可以得出结论

 

 

23
2 1

2 1 2 1
1

2
2 1

1 2

1; ( 2) ; 1 (2 1)
2 1 2

2 1
1 1 2 1 2 1( 2) 1 1 (2 1)

2 2 3 1

( 3) ( 1) (2 3) .2

i

i i

xS x A
x

x x
x x

x x x x

 



 







            
  
                                     

     


 





 




 

 

(3-8)

根据等式(3-8),我们可以精确的写出 2 1S  的全部不同的特征值：

2 2

1 2 3 4
(2 3) (2 3) 8 (2 3) (2 3) 8

3 1
2 2

   
       

    
     

， ， ， .

让 2( ) (2 3) 2x x x     。注意到 ( 1) 2 0     和 ( 3) 4 0    ，我们知

( )x 在 ( 3, 1)  中有一个根。这意味着 4 ( 3, 1)    ，因此 42 1maxlim ( )
n

P P 


  。

由此可以得出：
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 
 

2

max 2 1

2 2

2

2

2

(2 3) (2 3) 8
lim ( ) lim

2
(2 3) (2 3) 8

lim
2 (2 3) (2 3) 8

4lim
(2 3) (2 3) 8

4lim
3 4 92 4

1.

P P
 









 







   
 

   


   




   




     
 

 

 







  

  

  


  

  

证明完毕。

接下来我们考虑命题 3.1 的偶数情况。

命题 3.3. max 3 2 1lim ( ( ) ) 11
n

P P P


   

证明：让 2 2 3 2 1( ( ) )1A A P P P      。可得到

2 2

0 1 0
0 1 0 1

1 0 1 , , , ,0
1 0 1 0

0 1 0
A diag

  
                   

 

因此， 2 2 2
2 2

1( ; ) ( 1) ( 2)A x x x x 
  

 。使用与命题 3.2 的证明类似的计算方法，

我们可以确定所有特征值的主角度；见表 3-3。

表 3-3: 23 1( )P PP   的主角

i
特征

值 i
特征空间的标准正交基 主角 i

1 1 T

2 1 2 2 1

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1,2, , 1
2 2

k k

k
  

    


 
2 2
2 2






2 1 T

2 1 2 2 1

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1,2, , 1
2 2

k k

k
  

     


  0
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3 0 T T

2 1 2 1

2 2(0, ,0,1) ,( ,0, ,0, ,0)
2 2

 

  
 

 
1

2 2

4 2
T

2 1

1 2 1( , , ,0, ,0)
2 2 2



 



1.5 2

2 2



5 2
T

2 1

1 2 1( , , ,0, ,0)
2 2 2



 



1.5 2

2 2



设 2 2S  是 3 2 1( 1)P P P   的赛德尔矩阵。通过引理 3.3 和常规计算得出：

   1 2 4 3 2
2 2; ( 1)( 1) ( 3) (4 2 ) (6 2) (10 20) 14 1 .S x x x x x x x x  
             
    

让 4 3 2( ) (4 2 ) (6 2) (10 20) 14 1x x x x x             .当 2 时，我们称

( )x 在
11 , 1    

 
中有根. 注意 ( 1) 16 0    和

2

1 1 8 101 16 16 .         
 


  

如果 2 ，那么
11 3.306 0       

 



.如果 3 那么

2 2

1 1 10 1 101 16 16 16 16 3 5.828 0.
3 3

               
 

 
 

这意味着当 2 时，
11 0     

 
。因此，

1( ) 1 , 1x     
 

在
11 , 1    

 

中有一个根，因此

 3 2 1max

11 ( 1) 1,  2. P P P          


注意
1lim 1 1



     
  

，命题 3.3 通过夹逼定理可得。
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定理 3 的证明：通过命题 3.1，我们知道对于足够大的 n， nH 在 ( 1 , 1)   内

有一个特征值。注意，任何图G及其补图G的赛德尔特征值互为相反数。我们

可以看到，对于足够大的 n，图 nH 在 (1,1 ) 中有一个特征值。这就完成了对

定理 3 的证明。

3.4 主要结论

通过上述对余图赛德尔矩阵的研究与证明，我们可以得到以下的结论：

不存在至少有两个顶点的余图在区间  1,1 内具有赛德尔特征值。对任何至少

有两个顶点的顶点加权余图，有     ,  ,rank S G w edr S G w 。同时，对于任何 0  ，

 1,1  和  1 , 1   中的任何一个区间都包含一个足够大阶的余图的赛德尔特

征值。
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第 4 章 余图邻接与距离矩阵无特征值区间的最优性

我们本章主要是对余图的邻接矩阵和距离矩阵的无特征值区间的最优性进

行简单证明。 Mohammadian 和 Trevisan 证明了任意余图在区间  1,0 上均无邻

接矩阵特征值；Lou 等人证明了任意连通的余图在区间  2, 1  上均无距离矩阵

特征值。本文通过构造几类特殊的余图，证明了 1 和0 是所有余图邻接矩阵特征

值的两个极限点. 同理，证明了 1 和 2 是所有连通余图距离矩阵特征值的两个

极限点。

4.1 准备知识

同样我们首先介绍下距离矩阵的相关概念。针对有 n个顶点的图  ,G V E ，

V 为顶点集，E为边集。顶点 iv 与 jv 间距离  ,i jd v v 是连接二者最短路径的边

数，无路径则  ,i jd v v 。距离矩阵  ijD d 是 n阶矩阵，  ,ij i jd d v v 。前

文对于余图的概念及相关公式已经有过说明，在此不再赘述。

介绍完基础的概念之后下面开始证明主要的结果。

4.2 主要结果及其证明

4.2.1 余图区间  1,0 最优性

设图G在区间 ( , 1)  及 (0, ) 均有特征值，用 max ( )G  表示G在 ( , 1)  上

的最大特征值， min ( )G  表示G的最小正特征值. 对于任意正整数  ，用 G 表示

1
i

i
G




 ，其中 1, ,G G 是G的  个点不交的拷贝.

命题 4.1  max 2 1lim 1K K 


 


  .

证明：记 2 1, 1Y K K     . 其邻接矩阵为

0 1 0 1 0 1
( )=diag , , , , 0

1 0 1 0 1 0
A Y

      
      
      

  .



安徽工程大学硕士学位论文

21

易见 2( ) ( 1)YP x x x 


 . 故Y共有三个不同特征值 1 1  , 2 1   和 3 0  .不难

算出相应的三个特征子空间的三组基分别为：

     T T T(1) (1) (1)
1 21,1,0,0, ,0 , 0,0,1,1, ,0 , , 0,0, ,1,1,0        ;

     T T T(2) (2) (2)
1 21, 1,0,0, ,0 , 0,0,1, 1, ,0 , , 0,0, ,1, 1,0           ;以及

 T(3)
1 0,0,0,0, ,1   .

分别做施密特正交化，再利用等式(3-7),可得Y的各个主角，如下表 4-1 所示.

表 4-1 2 1K K  的主角

i 互异特征值 i 特征子空间的标准正交基 i

1 1 T

2 2 2 2 1

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1,2, ,
2 2

k k

k
  




   
2

2 1



2 1 T

2 2 2 2 1

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1,2, ,
2 2

k k

k
  

 


    0

3 0
T

2

(0 , , 0 ,1)


 1
2 1

根据引理 2.1 可得:

2 1

2 1

1 2

2 1
2 1 2 1( ) ( 1) ( 1 ) ( 2) 1 (2 1)

2 1

2 1          =( 1) ( 1 ) ( 2) 1
2 1

         ( 2) ( (2 2 ) 2 ).

YP x x x x
x x

x x x
x x

x x x x







  
                  
         

    



  

  

 


 



 

设 2( ) (2 2 ) 2g x x x     ，则 ( ) 0g x  的两个根为 21 1    .由此可知Y (即

2 1K K  ) 的 所 有 不 同 负 特 征 值 为 2 和 21 1    。 由 于
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21 1 ( , 1)       , 从而有

   2
max 2 1 max 2, 1 1K K         .

注意到

2

2

2 2  lim 1 1 lim lim 1,
1 1( 1) 1 1 1

  

 
      

     
  

 
 

 

故  max 2 1lim 1K K 


 


  .

命题 4.2  min 2 1 1lim ( ) 0K K K


 


  .

证明：记 2 1, 1.Y K K     根据引理 2.5 和表 4-1 得:

1

2 1 3 21 2( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( (2 1) 1).
1Y KP x x x x x x x x x

x x



             

   

定义函数 3 2( ) (2 1) 1g x x x x      . 注意到 (0) 1 0g   而

3 2 3 2

1 1 1 2 1 1 1 11 1 0g            
 




      
,

由连续函数的零点定理知 ( ) 0g x  在
10, 

 
 

至少存在一个根. 这表明 1Y K 的最

小正特征值不超过
1

，故  min 2 1 1lim ( ) 0K K K 


 


  . 证毕.

定义一族图 ( 3)nX n  如下：

2 1 1

2 1

( )     2 2

             2 1.n

K K K n
X

K K n

   
 

  

  

不难看出 nX 均为余图.由命题 4.1 知, max 2 1lim ( ) 1X 


 
. 故对于任意 0  ,当

 充分大时，余图 2 1X  在区间 ( 1 , 1)   上有一个特征值，故定理 4 成立.同理

由命题 4.2 知定理 4 成立。证毕。

4.2.2 连通余图区间  2, 1  最优性
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设连通余图G在区间 ( , 2)  及 ( 1, )  均有距离特征值，用 max ( )G  表示G

在 ( , 2)  上的最大负特征值， min ( )G  表示G在 ( 1, )  的最小负特征值. 对于

任意正整数 ，用 G 表示
1

i
i
G




 ，其中 1, ,G G 是G的  个点不交的拷贝.

命题 4.3   max 2 1 1lim 2u K K K


  


 

证明：记  2 1 1 1Y K K K     ， .根据引理 2.4，当 s 1 时，可得：

    3 2 1[ (4 3) (10 1) (4 3)]( 1) ( 3)YDP xx x x x x         


   

设 3 2( ) (4 3) (10 1) (4 3)h x x x x          ，

假设区间为  2 , 2   ，取
1 

，当  时，

3 2

3 2

1 1 1( 2 ) ( 2 ) (4 3)( 2 ) (10 1)( 2 ) 4 3

1 1 3               3 0.

h               

     

   
  

  

( 2) 3 0.h   

由零点定理可知，至少有一个零点  0 2 , 2x     ，且

0
12 2 2x       


。根据夹逼准则可知，当  时， 0 2x  ，得证。

命题 4.4   min 2 3 1lim 1 1
n

u K K K


    

证明：记   2 3 11Y K K K     ，Y的补图结构为：

  2 3 11 , 1K K K    

容易得到图Y 的邻接矩阵如下：

0 1 1
0 1 0 1

=diag 1 0 1 , , , ,0
1 0 1 0

1 1 0
YA

  
     
             


 .
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由
2

1 1( ) ( 1) ( 2)( 1)YP x x x x x    


  知根为： 1 2 3 41, 1, 0, 2        .

由等式(3-7)得：

表 4-2   2 3 11 K K K   的主角

特征值 i 特征空间的标准正交基 2
i

1 T

2 1 2 2 1

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1,2, , 1
2 2

k k

k
  

    


 
2 2
2 2






1

T

2 1 2 2 1

T

2 1

T

2

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1, 2, , 1
2 2

2 2( ,0, ,0, ,0)
2 2

2 2( , ,0,0, ,0)
2 2

k k

k

k

k
  



    

 





 





0

0
T

2 1

(0,0,0,0 ,0,1)
k

 1
2 1

2
T

2 1

1 1 1( , , ,0, ,0)
3 3 3 k


3

2 1

根据引理 2.2 可得：

 
1 1

2 1

2 1 3 2

3 1 2 2
2 2 2 2 2 2( ) (1 ) ( 1)( 2) (1 (2 2)

1 1

3 1 2 2          ( 2) ( 1)( 1) 1
1 1

          ( 2) [ (2 2 ) 3 2 2].

D YP x x x x x
x x x

x x x x
x x x

x x x x x

 

 

 

 
             
 

          
      



 

 

 


  



 

设 3 2( ) (2 2) 3 2 2h x x x x        ，取区间  1, 1    ， ( 1) 2h   
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取
11 1   

带入原式可得：

1 1 1 1 1( 1 ) 1 1 1 (2 2) 1 3 1 2 2h h
                               

 
  


 

1 1 1 1 1 12 1 2 1 1 2 2 1 .
                               

由 1� 可得，
11 0

� 。只需证，即

11 2 2 1   


  .

两边同时取平方可得： 2 2 214 4 1 4 1 4 4        
 

  


  .

由于 1 ，得证. 因此  1 0h    .

根据零点定理可知，至少有一个零点  0 1, 1x     ，且

0 11 11x       
 ，

根据夹逼准则可知，当  时， 0 1x  ，得证。

命题 4.5  max 2 1 1 1lim 2
n

u K K K K


    

证明：记  2 1 1 1Y K K K K     .

根据引理 2.4，当s 2, 1k  时，可得到 3Y 的距离特征多项式为：

    3 2 1[ (1 4 ) (10 8) (4 6)]( 1) ( 2)( 3)YDP x x x x x x x          


   

设 3 2( ) (1 4 ) (10 8) (4 6)h x x x x          ，  2 6 0h   

假设区间为  2 , 2   ，取
6 

，当  时，

3 2

216 180 144( 2 ) 30 0h           

根据零点定理可知，至少有一个零点  0 2 , 2x     ，且

0
62 2 2x       


，

根据夹逼准则可知，当  时， 0 2x  ，得证。

命题 4.6  min 2 1lim 1
n

u K K


  
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证明：记 2 1Y K K   . 4Y 的补图结构为：

2 1Y K K  

容易得到Y 的邻接矩阵如下：

4

0 1 0 1 0 1
=diag , , , ,0

1 0 1 0 1 0YA
      
      
      



由 2( ) ( 1)YP x x x 


 可以得出特征多项式的特征值为： 1 2 31 1, 0     ， .

由等式(3-7)得：

表 4-6 2 1K K  的主角

特征值 i 特征空间的标准正交基 2
i

1 T

2 2 2 2 1

2 2(0, ,0, , ,0, ,0) , 1,2, ,
2 2

k k

k
  

   


 
2

2 1



1 T

2 2 2 2 1

2 2(0, ,0 , , , 0, ,0) , 1, 2, ,
2 2

k k

k
  

    


  0

0
T

2

(0 , , 0 ,1)
k

 1
2 1

根据引理 2.2 可得：

 
2

1 2

1 2
2 1 2 1( ) (1 )[( 1) 1] (1 (2 1)

1

1 2          ( 2) ( 1) 1
1

          ( 2) 2 2 ).

D YP x x x
x x

x x x
x x

x x x x

 
          
 

       
   





 

 


 



 （

可以明显看出有四个根，分别为：

2 2

1 2 3 4
2 4 8 2 4 82, 0, ,

2 2
      

    
     

取 4 ，当  时：
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 

2

2

2 4 8lim
2

8lim
2 2 4 8

8lim
82 2 4

1.







 




 




 
  

 
 







  



  



综上，定理 5 证明完毕.

4.3 主要结论

通过对上述余图无特征值区间的研究和证明，我们得到以下结论：

对任意 0  ，总存在一个余图在  1 , 1   和  0, 内至少有一个邻接矩阵

特征值.

对任意 0  ，总存在一个连通余图在  2 , 2   和  1, 1    内至少有一个

距离矩阵特征值.
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第 5 章 回顾与展望

5.1 回顾

本文主要在余图的基础上考虑一些相关的特征值分布问题。主要考虑顶

点加权余图的无特征值区间以及区间的最优性，同时也得出了顶点加权余图本

质不同行行数与秩之间的等量关系性质。除此之外，还考虑了余图和连通的距

离余图的无特征值区间的最优性。全篇共计分为五个章节，主要工作如下：

在第一章中，我们分为三节来介绍我们将要讨论的问题的背景、国内外的一

些学者之前相关研究的进展以及已经取得的重要研究成果和目前学者们聚焦

的 尚未解决的一些难题。

在第二章中，我们首先介绍了预备知识和一些基础且重要的、并在后文会反复

应用的结论。

在第三章中，我们证明了不存在至少有两个顶点的余图在区间  1,1 内具有

赛德尔特征值。对于任何 0  ，  1,1  和  1 , 1   中的任何一个区间都包含

一个足够大阶的余图的赛德尔特征值。同时，设  ,G w 是任何至少有两个顶点的

顶点加权余图，得出     ,  ,rank S G w edr S G w 。

在第四章中，我们根据目前已有的结果，考虑并证明了对任意 0  ，总存在

一个余图在  1 , 1   和  0, 内至少有一个邻接矩阵特征值。对任意 0  ，总

存在一个连通余图在  2 , 2   和  1, 1    内至少有一个距离矩阵特征值。

5.2 展望

虽然这一阶段工作已经取得一定的研究结论，但是未来还有还多问题值得我

们去探求与思考。在未来的探索工作中希望着力于研究以下问题：(1) 设 3n  ，

对于任意的n阶余图G，有    max maxnH G   (或等价的    min minnH G   )；(2)考虑

集合 { : }S   是某个余图的特征值 ，如何描述这个集合或这个集合的导集。
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