
分类号：O154.2 单位代码：10363

密 级：公开 学 号：2221020101

题 目 半倾斜对象与星模的若干研究

英文并列

题 目
The Research of Silting Objects

and Star Modules

学生姓名： 王新雨

指导教师： 张培雨 副教授

专 业： 数学

研究方向： 同调代数

论文答辩日期：2025 年 5 月 14 日



二、安徽工程大学学位论文原创性声明

本人郑重声明：我恪守学术道德，崇尚严谨学风. 所呈交的学位论文，是本

人在导师的指导下，独立进行研究工作所取得的成果. 除文中已明确注明和引用

的内容外，本论文不包含任何其他个人或集体已经发表或撰写过的作品及成果的

内容. 论文为本人亲自撰写，我对所写的内容负责，并完全意识到本声明的法律

后果由本人承担.

学位论文作者签名：

日期：2025年 5月 14日



三、安徽工程大学学位论文版权使用授权书

学位论文作者完全了解学校有关保留、使用学位论文的规定，同意学校保留

并向国家有关部门或机构送交论文的复印件和电子版，允许论文被查阅或借阅.

本人授权安徽工程大学可以将本学位论文的全部或部分内容编入有关数据库进

行检索，可以采用影印、缩印或扫描等复制手段保存和汇编本学位论文.

保密 □ ，在 年解密后适用本版权书.

本学位论文属于

不保密 ☑.

学位论文作者签名： 指导教师签名：

日期：2025年 5月 14日 日期：2025年 5月 14日



I

半倾斜对象与星模的若干研究

摘 要

同调代数作为代数学的一个重要分支，近年来已成为研究热点.

本文主要研究逗号范畴中半倾斜对象和阿贝尔范畴中星模的相关性

质. 首先我们给出了逗号范畴  ,ModF S 中半倾斜对象的刻画. 设U 是

一个  ,S R 双模，取 RF U  ，此时逗号范畴  ,ModF S 同构于范畴

ModT  ，其中T是三角矩阵环. 设 1C和 2C 是左R 模的两个子范畴, 1D

和 2D 是左 S 模的两个子范畴，主要证明了  1 2,C C 和  1 2,D D 是挠对的

充要条件是  ,1 2

1 2

C C
D DB U 和  ,1 2

1 2

C C
D DU J 在一定条件下是挠对.

最后借助平衡对引入了相对于平衡对 ( , )X Y 的 n  星模(简称为

n  X 星模)概念，给出了它的等价刻画和一些简单性质，证明了

n  X 星模和 n  X 倾斜模之间的关系，并得到了 n  X 倾斜模的一

个新的等价刻画.

关键词：半倾斜对象，挠对，逗号范畴，平衡对，n  X 星模，n  X

倾斜模
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The Research of Silting Objects and Star Modules

ABSTRACT

Homological algebra, as an important branch of algebra, has become

a research hotspot in recent years. In this thesis, we mainly study the

related properties of silting objects in comm categories and star modules

in Abelian categories. Firstly, we give a characterization of silting objects

in the comma category  ,ModF S . Let U be an  ,S R  bimodule,

take RF U   , then the comma category is isomorphic to the category

ModT  , where T is a triangular matrix ring. Assume that 1C and 2C

are two subcategories of left R  modules, 1D and 2D are two

subcategories of left S  modules. We prove that  1 2,C C and  1 2,D D

are torsion pairs if and only if  ,1 2

1 2

C C
D DB U and  ,1 2

1 2

C C
D DU J are torsion pairs

under certain conditions.

Finally, we introduce the notion of star modules with respect to a

balanced pair ( , )X Y (named, n  X star modules) and obtain some

properties of such modules, and give the relationship between n  X star

modules and n  X tilting modules, and get a new characterization of

n  X tilting modules.

Wang Xinyu(Mathematics)

Supervised by Zhang Peiyu

KEY WORDS: silting objects, torsion pairs, comma categories, balanced

pairs, n  X star modules, n  X tilting modules
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第 1章 绪论

1.1研究背景

同调代数[1]作为代数学一个重要分支，它主要是利用范畴论中的方法和理论，

以Hom、和它们的导出函子Ext、Tor作为最基本的函子，来研究范畴中对

象的分解、维数等同调性质. 倾斜理论在 Artin代数的表示理论中起着重要作用.

倾斜模的经典概念是由 Brenner 和 Butler[2]以及 Happel 和 Ringel[3]在有限维代数

的情况下考虑的. Angeleri-Hügel，Mark-s 和 Vitoria 介绍了倾斜模的推广：任意

环上的半倾斜模，并且主要证明了半倾斜模和 2项半倾斜复形以及导出模范畴

中的 2项半倾斜 t 结构和余 t 结构之间存在一个双射.

设A是一个阿贝尔范畴. 给定一个A的子范畴X ，记

  0 : Hom , 0Y X Y X   对任意的AX X ，

  0 : Hom , 0Y Y X X   对任意的AX X .

子范畴对  ,X Y 如果满足以下条件：

(1)  Hom , 0A X Y ；

(2) 对于任意的对象M A，存在一个A中正合列：

0 0   X M Y ，

其中 X X，Y Y，则称子范畴对  ,X Y 为挠对[4,5].

上述条件等价于 0 X Y和 0 Y X . 对于任意的半倾斜(或倾斜)模T，都可

以诱导出挠对  0Gen ,T T  . 给定两个阿贝尔范畴A和B，我们可以定义左逗号范

畴  ,F B [6]，也称作阿贝尔范畴. 逗号范畴的例子包括但不限于模范畴，具体可

参考文献[7,8,9,10]. 三角矩阵环上的复形，阿贝尔范畴中的态射范畴等[6,11,12].

关于逗号范畴的其他研究可以参考[13,14,15].

设 R是一个环，用 ModR  表示所有左 R 模构成的范畴. 在本文中，所有

的模均指左 R 模. 假设C是 ModR  的一个子范畴，对于任意的 ModM R  ，

如果存在一个 C 复形：

2 1 0: 0      C C C C M ，
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也就是说，复形Hom ( , )R CC 是正合的，其中 iC C， 0i  ，那么我们称该复形C

为M 的一个 C 分解. 如果  NC ，上述复形通过函子Hom ( , )R N  作用后仍是

正合的，则该复形称为N 正合的.

陈在文献[16]中首次提出了平衡对的概念，主要证明了两个复形范畴的同伦

范畴是三角等价的[16]，特别地，当 R是左 Gorenstein 环时，Gorenstein 投射模

的同伦范畴与Gorenstein内射模的同伦范畴是三角等价的. 在对平衡对的研究中，

郑通过一个完全平衡对构造了一个三角范畴的粘合，见文献[17]中的定理 2.12.

李引入了有关平衡对的余挠对的概念[18]，并证明了当Y 的 X 分解维数和X 的

Y 余分解维数都是有限时，右 X 奇点范畴与左 X 奇点范畴是等价的，关于

余挠对的相关性质可参见文献[19,20,21]. 张在学习阿贝尔范畴的粘合时，提出了

相对倾斜对象的概念[22]，并给出了相对倾斜对象在粘合中三个范畴之间的保持关

系. 类似于 n 星模与 n 倾斜模之间的关系[23]，我们提出了 n  X 星模的概念，

主要证明了 n  X 星模和 n  X 倾斜模之间的关系，并得到了 n  X 倾斜模的

一个新的等价刻画.

在本文中，我们假设  ,X Y 是 ModR  中的容许平衡对，文章中出现的子范

畴X (或Y )总是来自于容许平衡对 ( , )X Y . 众所周知，函子Ext ( ,i  ）A 是基于经

典平衡 Proj InjR R（ , ）而得到的，也就是说，不论取第一个变量的投射分解还是取

第二个变量的内射余分解，它们诱导出的同调群均是同构的. 根据这个观点，我

们用任意一个容许平衡对  ,X Y 去替换经典平衡对 Proj , InjR R（ ），可以诱导出两

个相对同调函子  Ext ,i  X 和  Ext ,i  Y . 根据文献[16]中的引理 2.1，诱导出的

这两个同调函子是同构的.

1.2 预备知识

首先介绍一些在相对同调理论中广泛使用的符号. 设Q是一个 R 模， n是

一个正整数.

Add : { |Q K 存在一个 R 模 J使得 ( )JK J Q  ，对于某个集合 }I .

Pres : { |nQ LX 存在一个 X 正合列 1       0   nQ Q L ，其中

AddiQ Q 对任意的1 }i n  .
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  1 1: | Ext , 0i iQ M Q M  X
X .

定义 1.2.1 称子范畴B是反变有限的，如果对任何左 R 模 A，均存在一个 A的

右 B 逼近[24]，即存在态射 : f B A使得Hom ( , )R fB 都是满射. 对偶地，可

以定义 C 余正合， C 余分解和共变有限子范畴.

定义 1.2.1[16] 设A是一个阿贝尔范畴，称A的一个反变有限子范畴C是容许的，

如果每个右C 逼近都是满的. 它等价于对任何 X 复形都是正合的.

对偶地，可以定义余容许子范畴的概念. 如果X 是容许的，那么称平衡对

( , )X Y 是容许的，它也等价于Y是余容许的.

定义 1.2.2[16] 设X ，Y是阿贝尔范畴A中的两个子范畴. 称 ( , )X Y 为一个平衡对，

如果它满足以下三个条件：

(1) X 是反变有限子范畴，Y是共变有限子范畴；

(2) 对于 A 中的每个对象 M ，存在 X 分解  X M ，使得它在函子

Hom ( , )A Y 作用下是正合的，即该 X 分解是 Y 余正合的；

(3) 对于 A 中的每个对象 N ，存在 Y 余分解  N Y ，使得它在函子

Hom ( , )A X 作用下是正合的，即该 Y 余分解是 X 正合的.

定理 1.2.3[16] 在阿贝尔范畴A中，X 是反变有限子范畴(或Y是共变有限子范畴)，

则  ,X Y 是平衡对当且仅当所有 X 正合复形组成的类与所有 Y 余正合复形组

成的类相同.

命题 1.2.4[16]  ,X Y 是阿贝尔范畴A中的平衡对，X 是容许的当且仅当Y是余容

许的.

1.3 研究内容与结构安排

本文研究了逗号范畴中的半倾斜对象以及相对n 星模的等价刻画以及其相

关性质，并对其进行推广，文章具体组织如下.

作为倾斜的推广，我们介绍了半倾斜的概念[25]. 第二章首先给出逗号范畴中

半倾斜对象的刻画，利用在一定条件下逗号范畴同构于三角矩阵环范畴，研究证

明了一些半倾斜对象的等价刻画. 最后分别给出两个左模中的两个子范畴 1 2,C C

和 1 2,D D ，并证明了  1 2,C C 和  1 2,D D 是挠对的充要条件是  ,1 2

1 2

C C
D DB U 和
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 ,1 2

1 2

C C
D DU J 在一定条件下是挠对.

第三章首先给出 n  X 拟投射和 n  X 星模的定义及其等价刻画，介绍了

n  X 星模的一些基本性质，最后借助 n  X 星模得到了 n  X 倾斜模的两个

新的等价刻画. 在这部分中，无特别说明A总是一个阿贝尔范畴， ,X Y 是阿贝

尔范畴A 中的一个容许的平衡对，文中的的子范畴X 与 Y 总是容许平衡对

 ,X Y 中的两个范畴.



安徽工程大学硕士学位论文

5

第 2章 逗号范畴中的半倾斜对象和挠对

本章节主要研究了逗号范畴中的半倾斜对象和挠对. 首先在第 1节里回顾了

半倾斜对象和逗号范畴的定义，给出了逗号范畴中半倾斜对象的刻画，并研究证

明了一些相关性质. 然后在第 2节首先介绍了三个函子. 在特定条件下，逗号范

畴同构于三角矩阵环范畴，并且证明了两个左模的子范畴是挠对的等价条件.

2.1 半倾斜对象

在这一节中，首先介绍一些定义和观点. 设A是一个阿贝尔范畴，子范畴

C A，如果C在像下封闭，直和下封闭且扩张下封闭，则称C为挠对[4]. 给定

一个子范畴X A ，态射 : T X 称作T A的一个左 X 逼近使得对于任

意的 XX ，  Hom ,A X 是满射.

对于由A中所有投射对象所组成的ProjA中的一个态射 f ，我们考虑以下对

象类

  | Hom ,f X f X  是满射AD A .

定义 2.1.1[26] 设A是一个有足够多的投射对象的阿贝尔范畴且T 是A中的一个

对象.

(1) 如果存在T的一个投射表现 ，使得 D 是一个挠对且T D ，那么称T为部

分半倾斜对象；

(2) 如果存在T的一个投射表现 ，使得 GenT D ，其中Gen { |T X 对任意的

集合 I ，存在一个满射  T }I X ，那么称T为半倾斜对象.

一般地，我们也称T是与 相关的(部分)半倾斜对象.

根据文献[26]中的引理 3.6， D 在扩张下封闭和像下封闭，因此 D 是挠对当

且仅当它在直和下封闭.

定义 2.1.2[6] 设A是阿贝尔范畴， :A AF 是一个加法自函子，A通过 F 的

右平凡扩张记为 FA ，其定义如下： FA 中的对象为态射 : FA A ，其中

AA，且使得   0F   ； FA 中的态射为A中自然对  ,F  且使得下图

交换.
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图 2-1
定义 2.1.3[6] 设A和B是两个阿贝尔范畴， :A BF 是加法函子. 逗号范畴

 ,F B 定义如下：逗号范畴中的对象为
A
B 

 
 
 

(有时，可忽略)，其中 AA， BB ，

且  Hom ,FA B  ； 逗 号 范 畴 中 的 态 射 为 :
A A
B B 


 

     
          

， 其 中

 Hom ,  A A ，  Hom ,  B B 且使得下图交换.

图 2-2
同理，我们有右逗号范畴  ,G A ，其中 :B AG 是加法函子. 其对象为

三元组  ,X Y

，其中 X A ， Y B ， : GY X ，态射为从  

1
1 1,X Y


到

 
2

2 2,X Y


的 自 然 对  ,f g ， 使 得  1 2Hom ,f X X A ，  1 2Hom ,g Y Y B 且

2 1Gg f  . 在本文中，我们主要考虑左逗号范畴.

积范畴 A B的定义如下： A B的对象为  ,A B ，其中 AA，BB，态

射为从  ,A B 到  , A B 的  ,f g ，其中  Hom ,A f A A ，  Hom ,B g B B .

接下来我们给出一些关于逗号范畴的注释，有助于我们进一步了解逗号范

畴.

注 2.1.4设A和B是阿贝尔范畴， :A BF 是加法函子.

(1) 根据    , 0,G A B FA ，    , 0,G F   ，函子F 可以诱导出函子：

:A B A B  G .

根据在   G A B 中的对象
A
B 

 
 
 

到      0, : , ,G A B A B 的态射
A
B 

 
 
 

，可以

证明    ,F G  B A B .

(2) 设F 是右正合函子，可以看出上述函子G也是右正合函子. 根据文献[6]中的
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命题 1.1，   G A B 是阿贝尔范畴，并且根据(1)可知逗号范畴  ,F B 也是阿贝

尔范畴.

(3) 根据(1)和文献[6]中的推论 1.2，  ,F B 中的序列

1 2 3

31 2

31 2

0 0
    

       
     

AA A
BB B

  

正合当且仅当   G A B 中序列

     1 2 30 0, 0, 0, 0     

正合当且仅当 A B中序列

     1 1 2 2 3 30 , , , 0   A B A B A B

正合当且仅当A中序列

1 2 30 0   A A A

和B中序列

1 2 30 0   B B B

都正合.

(4)  ,F B 中的投射对象形式为
0 P
Q FP
   

   
   

，其中P是A中投射对象，Q是B中

投射对象[27].

设 R和 S是环，由所有左 R 模组成的范畴记为 ModR  ，

: Mod Mod  F R S 是右正合共变函子. 在这一节中，我们主要考虑左逗号

范畴 : ( , Mod)F S C .

设 ModA R  ， ModB S  ，序列

1 0 0  AP P A

和

1 0 0  BQ Q B

分别 A是 B和的投射表现，其中 0P ， 1P是投射 R 模， 0Q ， 1Q 是投射 S 模. 因

为 F 是右正合共变函子，所以序列 1 0 0  AFFP FP FA 也正合. 因此，

根据 2.1.4(4)，我们可以得到
0 A
B FA

   
   

   
的一个投射表现，记作

0
0
a

b


 
  
 

：
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01

0 01 1

00 0
0

          
               

          

PP A
Q FPQ FP B FA

 ，

其中
0

B

a

 

  
 

， A

A

b
F



 
  
 

.

接下来我们给出逗号范畴中 D 的一个刻画.

引理 2.1.5
h

M
N 

 
 

 
D 当且仅当

A
M D ，

B
N D .

证明：   ：对任意态射  1Hom ,Rf P M ，  1Hom ,Rm Q N ，我们需要找出

两个态射使得下图交换.

图 2-3 图 2-4
设 g h Ff  ，那么下图交换.

图 2-5

也就是说， 1

1 1

00
, Hom ,

Pf M
Q FPm g N

           
            

           
C . 根据假设，存在态射

0

0 0

00
, :

          
           

         

Px M
Q FPi y N

使得下图可交换.

图 2-6
根据逗号范畴中态射的定义，可以证明 y h Fx  . 因为上述图是可交换的，所以

得到以下等式
00 0

Bm i 
    

     
     

和 A

A

f x
Fg y



    
     

     
. 因此 Af x ， Bm i ，也
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就是说，
A

M D ，
B

N D .

  ：对于任意的 1

1 1

00
, Hom ,

h

Pc M
Q FPj d N

           
                        

C ，根据逗号范畴

中态射的定义，可以得到 d h Fc  . 接下来，我们需要找到一个态射使得下图可

交换.

图 2-7
因为

A
M D ，

B
N D ，所以存在两个态射 1j 和 1c 使得以下两个图是可交换的.

图 2-8 图 2-9
设 1 1d h Fc  ，我们有以下交换图.

图 2-10

01

0 01 1

00
, Hom ,

h

Pc M
Q FPj d N

           
                        

C 正是我们要找的态射. 因此我们要证

明以下等式成立：

1

0 00

Bjj 
   

    
    

和 1

1

A

A

cc
d Fd




   
    

    
.

第一个等式显然成立. 因为

        1 1 1A A Ad h Fc h F c h F c F d F           ，

所以第二个等式成立. 

根据上述结论，我们得到以下推论.

推论 2.1.6 设 ModM R  ， ModN S  ，则下列结论成立.
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(1) 如果
A

M D ，那么
0
M


 

 
 

D ；

(2) 如果
B

N D ，那么
0
N 

 
 

 
D ；

(3) 如果
A

M D 且
B

FM D
M
FM 

 
 

 
D .

引理 2.1.7 设 ModA R  ， ModB S  且函子F 与直和可交换. 那么 D 是挠类

当且仅当
A

D 和
B

D 都是挠类.

证明：根据文献[26]中的引理 3.6， D 在像下和扩张下封闭，因此 D 是一个挠类

当且仅当它在直和下也封闭.

  ：根据推论 2.1.6，对于任意的
AiM D ，有

0
iM


 

 
 

D . 对于任意的集

合 I ，因为 D 是一个挠类且 F 与直和可交换，所以
0 0
i i I i

i I

M M





   
     

   
D . 根

据引理 2.1.5，对于任意的集合 I ，有
Ai I iM  D ，也就是说，

A
D 是一个挠类.

同理，我们可以证明
B

D 是一个挠类.

  ：根据引理 2.1.5，对于任意的

i

i

i f

X
Y 

 
 

 
D ，有

AiX D ，
BiY D . 因

为函子 F 与直和可交换，所以我们有

i i

i i

i if f

X X
Y Y



   
       

. 因为
A

D 和
B

D 都是挠

类，所以
AiX  D ，

BiY  D . 根据引理 2.1.5，
i i

i i

i if f

X X
Y Y 



   
        

D ，也

就是说， D 是一个挠类. 

命题 2.1.8 设 ModA R  ， ModB S  且函子 F 与直和可交换. 那么

0A
FA B

   
   

   
是与 相关的部分半倾斜对象当且仅当：

(1) A是与 A 相关的部分半倾斜对象；

(2) B是与 B 相关的部分半倾斜对象：

(3)
B

FA D .
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证明：根据引理 2.1.5，推论 2.1.6和引理 2.1.7可以看出，结论显然成立. 

引理 2.1.9[26] 设 ModT R  且具有一个投射表现对象 Tσ ，那么T是关于 Tσ 的半

倾斜对象当且仅T是关于 Tσ 的部分半倾斜对象，且存在一个Mod R 中的正合列

0 1 0R T T   ，

其中 0T ， 1 AddT T ，且 是一个左
T
D 逼近.

接下来给出本节的主要结论.

定理 2.1.10 设 ModA R  ， ModB S  ，且函子 F 与直和可交换，那么

1
0

A
FA B  

 
 

 
  

是关于 的半倾斜对象当且仅当

(1) A是关于 A 的半倾斜对象；

(2) B是关于 B 的半倾斜对象；

(3) GenFA B .

证明：注意到
1
0

0A A
FA B FA B 

 
 

     
           

是显然成立的.

  ：因为
0A

FA B
   

   
   

是半倾斜对象，所以

0 0
Gen Gen GenD

        
           

        

A A
FA B FA B .

根据命题 2.1.8，因为 A是部分半倾斜对象，所以 Gen
A

A  D . 接下来证明

Gen
A

A D . 根据推论 2.1.6，对于任意的
A

X D ，我们有

0
Gen Gen

0
X A

FA B
     

       
     

D .

我们默认 Gen
0
X A

FA
   

   
   

. 根据注 2.1.4，如果
0
X 

 
 

有一个直和 1 0
Gen

0
X

B
   

   
   

，

那么存在一个正合列  
10

0
0

   
    

  
I

X
B

，也就是说， 10 0 X 是正

合的，那么 1 0X  . 所以我们有 Gen
0
X A

FA
   

   
   

. 根据注 2.1.4我们有 GenX A ，

因此 Gen
A

A D . 所以，A是关于 A 的半倾斜对象. 同理，我们可以证明B是关
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于 B 的半倾斜对象. 根据引理 2.1.5，因为
0

Gen Gen
A A
FA FA B 

      
        

      
D ，

所以我们有 Gen
B

FA B D .

  ：根据命题 2.1.8，有
0A

FA B
   

   
   

是部分半倾斜对象，根据文献[26]中

注 3.8有
0

Gen
A
FA B 

    
     

    
D . 所以我们只需要证明

0
Gen

A
FA B

    
     

    
D .

因为 A和 B分别是 ModR  和 ModS  中的半倾斜对象，因此存在两个正合

列：

0 1 0R A A  

和

0 1 0S B B   .

其中当 0,1i  时， AddiA A ， AddiB B ，和分别是左
A
D 逼近和

B
D 逼

近. 因为 F 是右正合的，所以存在逗号范畴中以下两个正合列

0 1

0 1

0
    

      
    

A AR
FA FAFR

和

0 1

0 00
0

    
      

    B BS
.

我们考虑逗号范畴中正合列

0 1

0 0 1 1

0 00
0

          
               

          
a A AR

FA B FA BFR S
，

其中

0

0
0

F
a






  
  
          

，态射 a是左  D 逼近 . 对于任意的
h

X
Y 

 
 

 
D 和态射

0 0
, Hom ,

f R X
g x FR S Y

            
             

            
，我们要找到使得下图交换的态射 .
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图 2-11
根据引理 2.1.5，有

A
X D ，

B
Y D ，并且存在态射 1f 和 1x 使得下列两图交换.

图 2-12 图 2-13

1

1

0
,

f
xy


   

    
    

是我们要找的态射，其中 1y h Ff  . 因此，我们只需要证明下面

两个图是交换的，其中第一个图显然是交换的.

图 2-14 图 2-15

根据
f
g

 
 
 

的定义有 g h Ff  . 因为

     1 1 1y F h Ff F h Ff F h F f h Ff g                ，

所以第二个图也是可交换的，对于任意的集合 X ，存在一个满射

 

   

0
:
     

           

X

XX
h

R X
b

YSFR
.

根据上面的结论，我们可以找到一个态射 c使得  Xb ca ，因此是 c满射，即，

0
Gen

h

X A
Y FA B

      
       

      
. 因此

0A
FA B

   
   

   
是与 相关的半倾斜对象. 

设 :Mod Mod  G S R 是右正合共变函子 . 同理，在逗号范畴
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( ,Mod )G R 中有以下结论.

定理 2.1.11 设 ModX R  ， ModY S  且函子 G 与直和可交换，那么

  1
0

,  
 
 

GY X Y 是半倾斜对象当且仅当 X 是半倾斜对象， Y 是半倾斜对象且

GenGY X .

根据命题 2.1.8，定理 2.1.10，我们可以直接得到以下推论.

推论 2.1.12 设 ModA R  ， ModB S  且函子F 与直和可交换，我们有以下结

论：

(1)
0   

   
   

A
FA S

是半倾斜对象(或，部分半倾斜对象)当且仅当 A是半倾斜对象(或，

部分半倾斜对象)；

(2)
0
B

 
 
 

是半倾斜对象(或，部分半倾斜对象)当且仅当 B是半倾斜对象(或，部分

半倾斜对象).

例 2.1.13 设T是以  ， 0  为界的箭图.

图 2-16
T的Auslander -Reiten箭图如下.

图 2-17
设 1 3 5e e e e   ，那么
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     
0

1 1 1
eTe

T
e Te e T e

 
     

.

令  : ( 5 3 1R eTe k      其中 0)  ，       : 1 1 4 2S e T e k     

和  : 1S UR e Te  ，那么右逗号范畴  ,ModS U R  同构于 Mod T [28].

5
3

3 3
1

1
RM    和

4
4

2SN   是APR-倾斜模[4]. 容易看出
4 3
2 1S U  ， 2 1S U  ，

4 3S U  ，那么
3

3 Gen
1SN U M    . 根据文献[26]中的命题 3.13， RM 和 SN

都是半倾斜模，且根据定理 2.1.11，    , ,0SN U N M  是Mod T 中的半倾斜

对象.

2.2 挠对

设U 是一个  ,S R 双模. 令 RF U  ，那么逗号范畴 ( , Mod)F S  同构于

范畴 ModT  [28]，其中
0R

T
U S
 

  
 

. 在本节中，我们主要考虑特殊的逗号范畴

 , Mod ModRU S T     . 在这种情况下，对于  , ModRU S   中的任意对

象
A
B

 
 
 

，我们有 ModA R  和 ModB S  .

我们首先给在积范畴和逗号范畴上的三个函子和三个类.

定义 2.2.1 (1) p : Mod Mod Mod    R S T 的定义如下：对于任意一个

Mod ModR S   中的对象  ,A B ，设

    1
0

p ,
R

A
A B

U A B  
 
 

 
    

，    p ,
R

f
f g

U f g
 

    
，

其中任意的  , Mod Modf g R S    ，可以得到      p , p ,0 p 0,A B A B  ；

(2) q :T -ModR -Mod S -Mod的定义如下：对于任意一个 ModT  中的对

象
A
B

 
 
 

，设  q ,
A

A B
B

 
 

 
,  q ,

f
f g

g
 

 
 

，其中任意的 Mod
f

T
g

 
  

 
；
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(3) h : Mod Mod Mod    R S T 的定义如下：

对于任意一个 Mod ModR S   中的对象  ,A B ，设    Hom ,
h , SA U B
A B

B
  

  
 

，

   Hom ,
h , Sf U g
f g

g
  

  
 

，其中任意的  , Mod Modf g R S    .

可以看出 p是q的左伴随矩阵且q是 h的左伴随矩阵.

Mitchell在文献[29]中介绍了函子 p，它是加法左Kan扩张函子的一个特例.

近年来，函子 p在文献[30]和文献[11]中出现过，函子q和 h在文献[12]中出现过.

设C是 ModR  的一个类，D是 ModS  的一个类.

我们用 C
DU 表示对象 : ,

C
C D

D
  

   
  

C D 的类；

C
DB 表示对象  : , / Im

C
C D

D 

 
      
   

且 是单射C D 的类；

C
DJ 表 示 对 象 : ker ,

C
D

D 

 
      
   

 且 是满射C D 的 类 ， 其 中  是 从 A 到

 Hom ,S U B 的态射，且      x u u x   ，其中u U ， x A .

下面我们给出一些 ModT  中Hom集合上的同构.

引理 2.2.2设
A
B

 
 
 

和
C
D 

 
 
 

在 ModT  中，则以下结论成立.

(1)  Hom , Hom ,
0T R

A C
A C

B
    

    
    

；

(2)  
0

Hom , Hom ,T S

C
B D

B D
    

    
    

；

(3)  Hom , Hom ,T R
R

A C
A C

U A D
    

        
；

(4)    ,
Hom , Hom ,S

T S

A Hom U D
B D

B D
   

        
；

(5) Hom , ker
0T

R C
D


    

    
    

 .
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证明：(1) 因为  q,h 是一个伴随对，所以我们有

   Mod ModHom , Hom ,h ,0 Hom , ,0
0T T R s

A C A A
C q C

B B B  

            
             

            
      Mod ModHom , , ,0 Hom ,R s RA B C A C    .

(2)-(4) 因为  p,q ，  q,h 是伴随对，其证明与(1)类似.

(5) 根据文献[12]中引理 4.1(2)，其结论成立. 

同理，范畴 Mod T 中的对象是三元组  ,X Y

，其中 ModX R  ，

ModY S  且 :  BY U X 是一个 R 模中的态射，从  
1

1 1,X Y

到  

2
2 2,X Y



的态射是自然对  1 2,g g 且使得  2 2 1 11g g   成立，其中  1 1 2Hom ,Rg X X ，

 2 1 2Hom ,Sg Y Y .

根据文献[31]中的命题 3.6.1，存在一个阿贝尔群的同构

      , /
T R S

A
X Y X A Y B H

B


 
     
 

,

其中 H 是由所有形式为     y u a y u a      的元素生成的子群，其中

y Y ，u U 且 a A . 从张量积的定义可以得出以下结论.

命题 2.2.3 设  ,A B 是右T 模，
C
D 

 
 
 

是左T 模，则以下结论成立.

(1)  ,0 T R

C
A A C

D
 

   
 

；

(2)  
0

, T SA B B D
D

 
   

 
；

(3)  , T R
R

C
A B A C

U C
 

    
；

(4)  U,S T S

C
B B B D

D
 

    
 

；

(5)[12]  0, / ImT

C
B D

D


 
  

 
.

以下命题给出了 C
DU 和 C

DB 的重要性质.

命题 2.2.4 设C是左 R 模的一个类，D是左 S 模的一个类，则以下结论成立.



安徽工程大学硕士学位论文

18

(1)   00

0






C C

D D
B U ；

(2)  
00

0



 C C
DD

B U . 当 S  D， RU 是平坦， SU 是投射，  
0 0

0

 

C C
D D

U B .

证明：(1) 对任意的   0A
B

 
 

 
C
DB ，CC 和 DD，根据引理 2.2.2(3)，因为

R

C
U C
 

  
C
DB ，所以我们有  Hom , Hom , 0R

R R

C C A
C A

U C U C B
      

               
.

根据引理 2.2.2(2)，因为
0
D

 
 

 
C
DB ，所以我们有

 
0

Hom , Hom , 0S

A
D B

D B
    

     
    

. 即，   00

0






C C

D D
B U .

相反，对于任意的
0

0

M
N





 
 

 
C
D

U 和
X
Y

 
 

 
C
DB ，根据 C

DB 的定义，我们可以得

到 ModT  中的正合列如下：

0
0 0

/
    

            R R

X X
U X Y U XY

.

将函子Hom ,T

M
N

  
  
  

作用在上述正合列，可以得到以下正合列：

0
0 Hom , Hom , Hom , 0

/
              

                                
.T T T

R R

XM X M M
Y U X U XN Y N N

根据 C
DB 的定义有 X C， / RY U X D . 根据引理 2.2.2(2)和(3)，我们有

 
0

Hom , Hom / , 0
/T S R

R

M
Y U X N

Y U X N
    

          
，

和

 Hom , Hom ,T R
R

X M
X M

U X N
    

        
.

根据上述正合列我们可以得到Hom , 0T

X M
Y N

    
    

    
，也就是说，  0 0

0






C C

DD
U B .

(2) 对于任意的
0

0

G
H





 
 

 
C

D
B ，PC和QD，根据

0

0




C

D
B 的定义，我们可以得到

ModT  中的正合列如下：
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0
0 0

/
    

            R R

G G
U G H U GH

.

其中 0G  C， 0/ RH U G   D . 将函子Hom ,T

P
Q

  
  
  

作用在上述正合列，可以

得到以下正合列：

0
0 Hom , Hom , Hom ,

/
              

                               
T T T

R R

GP G P P
H U G U GQ H Q Q

.

根据引理 2.2.2的(2)和(3)，我们有：

 
0

Hom , Hom / , 0
/T S R

R

P
H U G Q

H U G Q
    

          

和

 Hom , Hom , 0T R
R

G P
G P

U G Q
    

         
.

相反，根据上述正合列我们有Hom , 0T

G P
H Q

    
    

    
，即，  

00

0



 C C
DD

B U .

反之，  0I
J

 
 

 
C
DU ， CC 且 DD 时，根据引理 2.2.2(1)，我们有

 Hom , Hom , 0
0R T

I C
I C

J
    

     
    

，且 0I  C .

     0, ,Hom 0, ,T SS S   是伴随对，根据下面的同构，我们有

  0/ RJ U I   D .

根据张量积的定义，有     Hom / , Hom 0, ,S SR T

I
J U I D S D

J
  

    
  

，根据伴随

对的定义有     Hom 0, , Hom ,Hom 0, ,S T ST

I I
S D S D

J J
      

       
      

，所以

      0
Hom / , Hom ,Hom 0, , Hom , 0S T S TR

I I
J U I D S D

J J D
        

           
        

.

我们考虑 ModT  中以下正合列：

     0 ,0 , 0, 0   U U S S .
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将函子 T

I
J

 
  

 
作用在上述正合列，可以得到以下正合列：

       1Tor 0, , ,0 , 0, 0
        

              
        

T T T

I I I I
S U U S S

J J J J
.

根据命题 2.2.3的(1)和(4)，可以得到

 ,0 T R

I
U U I

J
 

   
 

和

   , ,T S T S

I I
U S S U S S J J

J J
   

         
   

.

由于  1 1

0
Tor 0, , Ext ,

I I
S

J J S





        
        

        
，根据文献[12]中的推论 3.3(2)，

因为是 S  单射，所以
0
S 

 
 
 

的维数最多为 1. 根据
0

Hom , 0T

I
J S 

    
    

    
可以证明

1

0
Ext , 0

I
J S 

    
    

    
. 即，  1Tor 0, 0T

I
S

J
  

   
  

. 所以  RU I J 是单射，

即，  
0 0

0

 

C C
D D

U B . 

根据上述命题中(2)的证明可知，可以用“     0

1Tor 0, , 0S


C
DU ”替代

“ S  D，RU 是平坦的， SU 是投射的”. 但是不能确定删除条件后结论是否依

然成立. 接下来，我们给出以下定理及其证明.

定理 2.2.5设 1C 和 2C 是左 R 模的两个子范畴， 1D 和 2D 是左 S 模的两个子范畴.

如果 D S ，RU 是平坦的且 SU 是投射的，那么  1 2,C C 和  1 2,D D 是挠对当且仅

当  1 2

1 2
,C C

D DB U 是挠对.

证明：   :根据命题 2.2.4(1)，因为  1 2,C C 和  1 2,D D 是挠对，所以

  00 1 2
0 21






 C CC

D DD
B U U ，且根据命题 2.2.4(2)有   00

2 2 1
02 12






 C C C

D DD
U B B .

  ：(1) 对于任意的 1AC ， 2BC ， 1

1
R

A
U A
 

  
C
DB 且 2

20
B 

 
 

C
DU ，根据

引理 2.2.2(3)，因为  1 2

1 2
,C C

D DB U 是一个挠对，所以
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 Hom , Hom , 0
0R T

R

A B
A B

U A
    

         
.

即  1 2Hom , 0R C C .

根据命题 2.2.4(1)，对于任意的 0
1X C ，有  0 0

2 1 2
0 1 220

X 



 
   

 
C C C

D DD
U B U ，即，

2X C .

根据命题 2.2.4(2)，对于任意的 0
2Y  C ，有  0 0

1 2 1
0 2 11

R

Y
U Y





 
    

C C C
D DD

B U B ，

即 1Y C . 因此，  1 2,C C 是一个挠对.

(3) 对于任意的 1M D， 2N D ，有 1

1

0
M
 

 
 

C
DB ， 2

2

0
N

 
 

 
C
DU . 根据引理 2.2.2(2). 因

为  1 2

1 2
,C C

D DB U 是一个挠对，所以有

 
0 0

Hom , Hom , 0S TM N
M N

    
     

    
.

根据命题 2.2.4(1)，对于任意的 0
1P D ，有  0 0

1 1 2
0 1 21

0
P





 
   

 
C C C

D DD
U B U . 即，

2PD .

根据命题 2.2.4(2)，对于任意的 0
2Q  D ，有  0 0

2 1 1
0 1 12

0
Q





 
   

 
C C C

D DD
B U B . 即，

1QD . 因此，  1 2,D D 是一个挠对. 

下面命题给出了 C
DU 和 C

DJ 之间的联系.

命题 2.2.6设C是左 R 模的一个类，D是左 S 模的一个类. 下列结论成立.

(1)   00

0 





C C

D D
J U .

(2)  0 0

0






C C

DD
J U . 当 RC， RU 是平坦的且 SU 是投射的，   00

0






C C

D D
U J .

证明：(1)   ：对于任意的  0  
X
Y

 
 

 
C
DJ ，其中CC，DD，根据引理 2.2.2(1)，

因为
0
C 

 
 

C
DJ ，所以  Hom , Hom , 0

0R T

X C
X C

Y
    

     
    

. 即， 0X  C .
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根据引理 2.2.2(4)，因为
 Hom ,S U D
D

 
 

 
C
DJ ，所以有

   Hom ,
Hom , Hom , 0S

S T

X U D
Y D

Y D
   

         
.

即 0Y  D . 因此   00

0 





C C

D D
J U .

  ：对于任意的
0

0

M
N





 
 

 
C
D

U ，
A
B 

 
 

 
C
DJ ，根据 C

DJ 的定义，可以得到以下

正合列：

 ker Hom ,
0 0

0
    

       
     

 SA U B
B B


，

将函子Hom ,T

M
N

  
  

  
作用在上述正合列，可以得到以下正合列：

 ker Hom ,
0 Hom , Hom , Hom ,

0
               

                                   

 S
T T T

M M A M U B
N N B N B


.

根据引理 2.2.2的(1)和(4)，有

 
ker

Hom , Hom ,ker 0
0T R

M
M

N



    

     
    




和

   Hom ,
Hom , Hom , 0S

T R

M U B
N B

N B
   

         
.

因此Hom , 0T

M A
N B

    
    

    
. 即，  0  

M
N

 
 

 
C
DJ .

(4) 对于任意的
0

0

G
H 





 
 

 
C
D

J ，
I
J

 
 

 
C
DU ，我们考虑以下正合列：

 ker Hom ,
0 0

0
    

       
     

 SG U H
H H


,

将函子作用在上述正合列，可以得到以下正合列：

 ker Hom ,
0 Hom , Hom , Hom ,

0
               

                                   

 S
T T T

I I G I U H
J J H J H


.

根据引理 2.2.2的(1)和(4)，有
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 
ker

Hom , Hom ,ker 0
0T R

I
I

J



    

     
    




和

   Hom ,
Hom , Hom , 0S

T S

I U H
J H

J H
   

         
.

因此Hom , 0T

I G
J H

    
    

    
. 所以

0

0



 C C
DD

J U .

反之，对于任意的   0P
Q 

 
 

 
C
DU ，其中CC，DD . 根据引理 2.2.2(5)，

因为
0
C 

 
 

C
DU ，所以有  Hom ,ker Hom ,Hom , Hom

0
     

            
R R T T

R P
C C

Q


, Hom , 0
0 0

          
            

          
R T

R P C P
C

Q Q
. 即， 0ker  C .

因为
0
D

 
 

 
C
DU ，所以有  

0
Hom , Hom , 0S T

P
D Q

D Q
    

     
    

. 即 0Q D .

我们考虑以下正合列：

0
0 0

0
     

        
     

R R
U U

，

将函子Hom ,T

P
Q

  
  
  

作用在上述正合列，可以得到以下正合列：

1

0
0 Hom , Hom , Hom , Ext ,

0 0
                      

                         
                      

.T T T

R P R P P R P
Q U Q U Q Q

根据文献[12]中的推论 3.3(1)可知，
0
R 

 
 

的投射维数最多为 1. 根据

Hom , 0
0T

R P
Q

    
    

    

可以得到 1Ext , 0
0
R P

Q
    

    
    

. 根据引理 2.2.2的(2)和(3)有

 Hom , Hom , Hom ,T T R
R

RR P P
R P P

U RU Q Q
         

                    
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和

 
0

Hom , Hom ,T S

P
U Q

U Q
    

    
    

.

即，
0

0

P
Q 





 
 

 
C
D

J . 所以   00

0






C C

D D
U J . 

与命题 2.2.4(2)相似，我们可以用“   0

1Ext , 0
0
R   

  
  

C
DU ”替代“RC，RU

是平坦的且 SU 是投射的”. 我们仍不能确定删除条件后结论是否依然成立，接

下来我们给出以下定理及其证明.

定理 2.2.7 设 1C 和 2C 是左 R 模的两个子范畴， 1D 和 2D 是左 S 模的两个子范畴.

如果 1RC ， RU 是平坦的且 SU 是投射的，那么  1 2,C C 和  1 2,D D 是挠对当且仅

当  1 2

1 2
,C C

D DU J 是挠对.

证明：   ：根据命题 2.2.6(2)，因为  1 2,C C 和  1 2,D D 是挠对，所以

  00
1 1 2

01 21






 C C C

D DD
U J J . 同时根据命题 2.2.6(1)，有   00

2 2 1
02 12

 





 C C C

D DD
J U U . 所以

 1 2

1 2
,C C

D DU J 是挠对.

  ：(1) 对于任意的 1X C ， 2Y C ，有 1

10
X 

 
 

C
DU ， 2

20
Y 

 
 

C
DJ . 根据引理

2.2.2(1)，因为  1 2

1 2
,C C

D DU J 是挠对，所以有  Hom , Hom , 0
0 0R T

X Y
X Y

    
     

    
. 即，

 1 2Hom , 0R C C .

根据命题 2.2.6(2)，对于任意的 0
1M C ，有  0 0

1 1 2
0 1 210

M 



 
   

 
C C C

D DD
J U J . 即，

2M C .

根据命题 2.2.6(1)，对于任意的 0
2N  C ，有  0 0

2 2 1
0 2 120

 
N 



 
   

 
C C C

D DD
U J U . 即，

1N C . 因此  1 2,C C 是一个挠对.

(2) 对于任意的 1I D ， 2J D ，有 1

1

0
I

 
 

 
C
DU ，

 
2

2

Hom ,JS U
J

 
 

 
C
DJ . 根据引
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理 2.2.2(2)，因为  1 2

1 2
,C C

D DU J 是一个挠对，所以有

   0 Hom ,J
Hom , Hom , 0S

R T

U
I J

I J
   

         
.

即，  1 2Hom , 0S D D .

根据命题 2.2.6(2)，对于任意的 0
1P D ，有

   0 0
1 1 2

0 1 21

Hom ,PS U
P





 
   

 
C C C

D DD
J U J .

即， 2PD .

根据命题 2.2.6(1)，对于任意的 0
2Q  D ，有  0 0

2 2 1
0 2 12

0
 

Q




 
   

 
C C C

D DD
U J U . 即，

1QD . 因此  1 2,D D 是一个挠对. 

根据命题 2.1.8，定理 2.1.10，定理 2.2.5，定理 2.2.7和文献[26]中的引理 2.3，

我们可以直接得到下面的推论.

推论 2.2.8 设
0A

FA B
   

   
   

是 ModT  中的半倾斜对象(或者，部分半倾斜对象)，

RU 是平坦的， SU 是投射的那么以下结论成立.

(1) 如果 0S B  ，那么  0 0

Gen GenB,A
A B B U 是一个挠对；

(2) 如果 GenR A ，那么  0 0

Gen GenB,A
A B U J 是一个挠对.

根据定理 1.2.2，我们可以得到以下推论.

推论 2.2.9 令
0R

T
R R

 
  
 

，那么以下结论成立.

(1) 如果 R D，那么  ,C D 是 ModR  中的挠对当且仅当  ,C D
C DB U 是 ModT 

中的挠对；

(2) 如果 RC，那么  ,C D 是 ModR  中的挠对当且仅当  ,C D
C DU J 是 ModT  中

的挠对.
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第 3章 X n 星模与平衡对

本章首先给出平衡对及其相关的一些概念，在第 1节先回顾了平衡对的定义，

在第 2 节中借助平衡对的定义引入了相对 n 拟投射和相对 n 星模的概念，并

研究证明了其基本性质、等价刻画及其二者之间的关系. 在第3节中借助相对 n 

星模，给出了 n  X 倾斜模的两个新的等价刻画.

3.1 平衡对

定义 3.1.1[32] 设A是一个贝尔范畴，X ，Y是A的两个子范畴且都关于直和项

封闭. 对于任意的M A，M 的一个右 X 逼近是指存在一个态射： fX M ，

其中 X X，且使得对于任意的 XX ，映射

     Hom , :Hom , Hom ,A A A  X f X X X M

都为满射. 如果A中每个对象都存在右 X 逼近，那么X 就称为中的一个反变有

限子范畴.

对偶地，我们可以定义左 X 逼近和共变有限子范畴.

定义 3.1.2 称A中的复形

2 1 0 1 2:         Q Q Q Q Q Q

是 X 正合的，如果对于任意的 X X，复形  Hom ,X Q
A 都是正合的. 称复形

Q是 Y 余正合的，如果对于任意的Y Y，复形  Hom ,Q Y
A 都是正合的.

定义 3.1.3 称A 中的复形 2 1 0 0      X X X M 是对象

M 的一个 X 分解，如果它是 X 正合的且所有的 iX X ， 0i  . 对偶地，可以

定义对象M 的 Y 余分解.

定义 3.1.4 称A 中的复形 2 1 0 0      X X X M 是对象

M 的一个 X 分解，M 的 X 分解维数用  dim MX 表示，其被定义为最小整数

0n  ，使得存在M 的 X 分解

2 1 00 0        nX X X X M .

对偶地，可以定义M 的 Y 余分解维数.

命题 3.1.5 设X ，Y 是阿贝尔范畴A的两个子范畴. 称 ( , )X Y 为一个平衡对，如



安徽工程大学硕士学位论文

27

果它满足以下三个条件：

(1) X 是反变有限子范畴，Y是共变有限子范畴；

(2) 对于 A 中的每个对象 M ，存在 X 分解  X M ，使得它在函子

Hom ( , )A Y 作用下是正合的，即该 X 分解是 Y 余正合的；

(3) 对于 A 中的每个对象 N ，存在 Y 余分解  N Y ，使得它在函子

Hom ( , )A X 作用下是正合的，即该 Y 余分解是 X 正合的.

3.2 n  X 星模

定义 3.2.1 一个 R  模 Q 称为 n  X 拟投射的，如果对任意 X 正合列

00 0   A Q B 都是Q 正合的，其中 0 AddQ Q ， 1PresnA Q X .

接下来，我们将给出 n  X 拟投射模的一个等价刻画.

命题 3.2.2对于任意一个 R 模Q，如果 1Pres Presn nQ Q X X ，那么下面命题等价.

(1) Q是一个拟投射模；

(2) 如果 00 0   A Q B 是 X 正合的，其中 0 AddQ Q ，

1PresnB Q X ，那么 1PresnB Q X 当且仅当该序列是Q 正合的.

证明：根据 n  X 拟投射模的定义，我们只需要证明(1) (2).

如果 1PresnA Q X ，结果显然成立. 另一方面，设上述序列为Q 正合的.

因为 1PresnB Q X ，则存在一个 X 正合序列 10 0   BB Q B ，

其中 AddBQ Q ， 1
1 PresnB Q X . 显然，根据(1)它是Q 正合的. 根据文献[13]

中的引理 2.3，我们有

1
1 0 Pres Presn n

BA Q B Q Q Q    X X .

所以存在一个 X 正合序列 00 0    BA Q A Q ，其中

0 Add Q Q， 1PresX
 nA Q . 因此我们可以得到下面的交换图：
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图 3-1

容易看出图 3-1中的所有列和行都是Q 正合且 X 正合的. 因为 1PresX
 nA Q，

所以存在一个 X 正合列0 0    AA Q A 其中 Add AQ Q，

2PresX
 nA Q因此，我们有下面交换图：

图 3-2
图 3-2中态射 f 的存在性是因为第三行是Q 正合的. 因为 2PresX

 nA Q，则从上

图的第二列可以看出， 1
2 PresnB Q X . 从图 3-1 的第二行，我们可以得到

1Pres Presn nA Q Q X X . 

下面，我们给出 n  X 星模的定义和一些性质.

定义 3.2.3 一个 R 模 S称为相对于容许平衡对  ,X Y 的 n星模(简称， n  X

星模)，如果 S是  1n   X 拟投射的，且 1Pres Presn nS SX X .
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命题 3.2.4 设 S是 n  X 星模，序列 0 0   X Y Z 是 X 正合

的.

(1) 如果 X 和Y都在Presn SX 中，那么 Z也在Presn SX 中；

(2) 如果序列是 S 正合的，且Z Presn S X ，那么 PresnX S X 当且仅当 PresnY S X ；

(3) 如果 X ，Y和 Z都在Presn SX 中，那么序列是 S 正合的.

证明：(1) 因为 1, Pres Presn nX Y S S X X ，所以存在下述两个 X 正合列

1
10 0   XX S X

和

20 ' 0   YY S Y

其中 , AddX YS S S ， 1, PresX nX Y S . 我们考虑下面的交换图：

图 3-3

由蛇引理可以看出，图 3-3中的第一行是 X 正合的. 因为 S是 ( 1)n   X 拟投

射的，所以序列 20 0   YY S Y 是 S 正合的，不难验证图 3-3

中的第二列也是 S 正合的. 因此由命题 2.3有 1 PresnY S X . 事实上，图 3-3中的

所有序列都是 X 正合的. 对图 3-3中的第一行重复上述过程，根据第三列，我

们可以得到 PresnZ S X .

(2) 如果 X 在Presn SX 中，类似于马蹄引理即可得证.

如果Y在Presn SX 中，则存在一个 X 正合列

10 0   YY S Y ，

其中 AddYS S ， 1 PresnY S X . 我们考虑下面的交换图：
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图 3-4

由图 3-4的第三行和第二列都是 S 正合的，可以直接证明图 3-4中第二行也是

S 正合的. 根据蛇引理，容易证明第二行和第一列都是 X 正合的. 考虑图 3-4

第二行，由于 S是 ( 1)n   X 拟投射的，我们可以得到 PresX nA S . 根据(1)，我

们可以从第一列中看出 PresnX S X .

(3) 根据 (1)的证明可以得到图 3-3，由 (1)可以看出 1 PresnZ S X . 因为 S 是

( 1)n   X 拟投射的，所以图 3-3 中的最右列是 S 正合的，即对于任意态射

: f S Z ，存在态射 :  Yg S S 使得 2f g .

由于  2 2

0
,

1
f g i g   

 
   

 
，因此  Hom ,R S  是满射的. 也就是说，图

3-3中第三行序列0 0   X Y Z 是 S 正合的. 

定理 3.2.5 若下列三个陈述是等价的.

(1) S是一个n X 星模；

(2) 如果序列0 0   U V W 是 X 正合的，其中 , PresnV W S X ，

那么 PresnU S X 当且仅当该序列是 S 正合的；

(3) 如果序列 00 0   U S V 是 X 正合的，其中 0 AddS S ，

PresnV S X ， 那么 PresnU S X 当且仅当序列是 S 正合的.

证明：(1) (2) 根据命题 3.2.4的(2)和(3).

(2) (3) 显然的.
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(3) (1) 根据命题 3.2.2，我们只需要证明 1Pres Presn nS SX X . 对于任意的

M Presn S X ，存在一个 X 正合列

10 0   MM S M ，

其中 AddMS S ， 1
1M Presn S X . 则我们有下面的交换图：

图 3-5

其中  是赋值映射且
  Hom ,  S M

MS S .

根据赋值映射的定义，存在态射 : M Mf S S 使得图 3-5中右边的正方形

是可交换的，进而存在态射 1 2: M M 使得图 3-5中左边的正方形是可交换

的. 对于任意态射 : X M ，其中 X X，存在态射 :  MX S 使得 g  ，

即， f   . 因此  Hom ,R X  是满射的. 即，第二行是 X 正合的. 注意到第

二行是 S 正合的，根据上述(3)，我们有 2 PresnM S X ，即， 1PresnM S X ，即

1Pres Presn nS SX X .

反之是显然的. 所以 1Pres Presn nS SX X . 

设C是 ModR  的一个子范畴，对于任一个 X 正合序列

0 0   X Y Z ，

如果 ,X Z C，那么Y C，则称C是 X 扩张下闭的.

命题 3.2.6 下面两个命题是等价的：

(1) S是一个 n  X 星模且Presn SX 在 X 扩张下是封闭的；

(2) 11Pres Presn nS S S   X
X X .

证明： (1)  (2) 我们只需要证明 1Presn S S  X
X . 也就是说，对于任意的

PresnM S X ，我们只需要验证 X 正合序列0 0   M N S 可裂

的. 因为Presn SX 在 X 扩张下是封闭的，所以 PresnN S X . 根据命题 3.2.4(3)可以

看出上面的序列是 S 正合的，因此它是可裂的.

(2) (1) 根据定义 3.2.3，可以看出 S是一个n X 星模. 对于任意一个 X 正合
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列0 0   L M N ，其中 , PresnL N S X . 因为 1Presn S S  X
X ，显

然序列是 S 正合的. 根据命题 3.2.4(2)， PresnM S X ，即，Presn SX 在 X 扩张下

封闭. 

设C是 ModR  的一个子范畴，称C在n X 像下是封闭的，如果对于任意

X 正合列 2 1 0    nC C C X ，其中对于所有的 i 有

iC C，那么 X C . 显然，子范畴 1Pres SX 在1 X 像下是封闭的. 我们不知道

Presn SX 在 n X 像下是否是封闭的. 但是如果 S是一个 n X 星模且 Presn SX

在 X 扩张下是封闭的，那么我们有如下的结论.

命题 3.2.7 设 S是一个n X 星模且Presn SX 在 X 扩张下是封闭的. 那么我们有

 Pres Pres Presk n kS SX X X ，其中 1k  . 特别地，Presn SX 在n X 像下是封闭的.

证明：这个  Pres Pres Presk k nS SX X X 是显然成立的. 因此我们只需要验证：当 1k 

时，  Pres Pres Presk n kS SX X X . 接下来我们将使用数学归纳法来证明该结论是成

立的.

当 1k  时，对于任意  1A Pres Presn S X X ，存在一个 X 正合列

10 0   A B A

满足 1Pres Presn nB S S X X ，进一步存在 X 正合列

10 0   BB S B

满足 AddBS S ，B Presn S X . 我们考虑以下交换图：

图 3-6
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注意到图 3-6的中间一行是 X 正合的. 因此 1PresA S X ，即当 1k  时结论是成

立的.

假设结果对所有1 i k  都成立. 下面我们将证明这个结果对于 1i k  也是

成立的. 设  1Pres Presk nX S X X ，即，存在一个 X 正合列

1 2 1 0      f
kY Y Y X

满足所有的Y Presni S X . 设 1Kerf X ，那么通过归纳假设，则有

 1 Pres Pres Presk n kX S S X X X .

因为 S是n X 星模，所以存在一个 X 正合列

1 10 0    Y S Y ，

其中 1 PresnY S X . 我们考虑下面的交换图：

图 3-7

容易看出所有的行和列都是 X 正合的. 因为 1 PreskX S X ，所以存在一个 X 正

合列

1 10 0    X S X ，

其中 AddS S， 1
1 PresX

 kX S . 因此我们考虑下面的交换图：
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图 3-8

容易看出，所有行和列都是 X 正合的.

在图 3-8 中，根据中间一行，因为 Presn SX 在 X 扩张下封闭，所以我们有

M Presn S X . 注意到  1 1
1 Pres Pres PresX X X

  k k nX S S . 根据第二列，可以看出

 Pres Pres Presk n kZ S S X X X . 从图 3-7中的中间一行可以看出 1X Presk S X . 

3.3 n  X 倾斜模

Bazzoni介绍了相对倾斜模的概念[33]. 在本节中，我们首先给出n X 倾斜

模的定义[12]，借助n X 星模主要给出了n X 倾斜模的若干个等价刻画，具

体参见定理 3.3.2和定理 3.3.5.

用 dimMX 表示M 的 X 维数，定义 dim inf{n |M X 存在一个M 的

X 分解： 1 00 X 0     n X X M 满足对每个 i都有

i C X . 如果不存在这样的整数，则 dimM  X . 下面我们回顾一下 n  X 倾

斜模的定义.

定义 3.3.1 一个 R 模T 被称为相对于容许平衡对 ( , )X Y 的 n倾斜模(简称，

n  X 倾斜模)，如果它满足下列条件：

(1) dimM n X ；

(2) T是 X 自正交的，即，   Ext , 0Ii T T X ，任意的 0i  ，对于所有的集合 I ；

(3) 对任意的 X X都存在一个 X 正合列
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00 0     nX T T

满足所有的 AddiT T .

接下来，我们将给出本部分中第一个结论.

定理 3.3.2下面四个命题是等价的：

(1) T是一个n X 倾斜模；

(2) 1Pres i nn T T   X
X ；

(3) T是一个 n  X 星模且Y Presn T X ；

(4) 11Y Pres Presn nT T T    X
X X .

证明：(1) (2) 根据文献[12]中的定理 3.9，结论显然成立.

(2) (3) 容易看出 1 Presi n nY T T  X
X . 下面我们只需要证明 T 是一个

n  X 星模. 对于任意的 X 正合列   0 0   U T V ，其中

AddT T ， PresnV T X . 通过维数转移可以得到 2 i nU T   X . 应用函子

Hom ( , )R T  作用于序列   ，由此可诱导出一个正合列

0 Hom ( , ) Hom ( , ) Hom ( , ) Ext ( , ) 0    R R R RT U T T T V T X ，

从该正合列很容易看出

序列   是 T 正合的 1U T  X  1 Presi n nU T T  X
X .

因此通过定理 3.2.5(3)可以得到T是一个 n  X 星模.

(3) (4) 只需要证明 1Presn T T  X
X 即可. 通过假设，对于任意的 PresnU T X ，

存在X 正合列  1 ：0 0   U Y V ，其中 PresnY Y T  X . 根

据命题 3.2.4(1)， PresnV T X . 根据命题 3.2.4(3)，可以看出序列  1 是T 正合的.

因为 1Y T  X ，根据维数转移不难验证 1U T  X . 即， 1Presn T T  X
X .

(4) (1) 根据文献[12]中的定理 3.9，我们只需要证明 1Pres in T T  X
X 即可.

对于任意的 PresnU T X ，取U的 X 余分解，即，存在一个 X 正合列

00 0   U Y V ，

其中 0 PresnY T  XY . 根据命题 3.2.4的(1)和(3)， PresnV T X 且该序列是T 正合

的. 可以看出 1,2U T  X
，即， 1,2PresnT T  X

X . 对V 重复上述过程，则可以得到

1Pres in T T  X
X .
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另一方面，对于任意的 1M T  X ，取M 的 一个 Y 余分解，即，存在一个

X 正合列 0 1
0 1 10        nf ff

n nM Y Y Y Y ，其中

jY Y对于任意的 j . 设 1Ker j jf M  ，1 1j n   其中 0M M . 通过维数转移，

对于任意的1 1j n   ，有 1
jM T  X . 根据命题 3.2.6，T是一个 n  X 星模且

Presn TX 在 X 扩张下封闭. 根据命题 3.2.7，因为 Presn T XY ，所以 PresnnM T X .

根据命题 3.2.4(2)，有 PresnM T X . 即， 1 Presi nT T X
X . 

设T是一个 R 模. 对象 T
nT  XC 当且仅当存在一个 X 正合列

1 1 0 0    n nT T T T U ，

满足所有的 AddiT T 且该正合列是T 正合的. 为了给出 n  X 倾斜模的一个

新的等价刻画，我们需要以下两个引理.

引理 3.3.3设0 0   iU V W 是 X 正合列.

(1) 如果 , T
nU V C X ，那么 1PresnW T X . 而且，如果这个序列是 T 正合的，那

么 T
nW C X .

(2) 如果 , T
nV W C X 且这个序列是T 正合的，那么 1

T
nU C X .

证明：(1) 我们用归纳法来证明. 对于 0n  ，结论显然成立.

我们假设结论对 1n k  是成立的. 设 , T
kU V C X ，那么存在两个 X 正合列

0 0   f
UU T U

和

0 0   g
VV T V

满足 , AddU vT T T ， 1, XC   T
kU V ，且两个序列都是T 正合的. 我们考虑下面的

交换图：
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图 3-9

容易看出，图 3-9 中的所有序列都是 X 正合的. 应用文献[13]中的引理 3.2 于

X 正合列

0 0   VV T V

和

0 0    U VV T T V ，

我们可以得到 1
XC       T

V U V kV T V T T . 对 X 正合列

10 0      V VU T V T W ，

使用归纳假设，可以得出 1 PreskW T X . 根据图 3-9 的第 3 列，我们可以得到

1PreskW T X . 此外，如果这个序列是T 正合的，不难验证图 3-9中的所有序列

也是T 正合的，从图 3-9的第 3列即可得证.

(2) 因为 , T
nV W  XC ，存在两个 X 正合列

0 0   VV T V

和

0 0   WW T W ，

其中 , AddV WT T T ， 1, XC   T
nV W ，且两个序列都是T 正合的. 我们考虑如下交

换图：



安徽工程大学硕士学位论文

38

图 3-10

容易看出图 3-10中的所有序列都是 X 正合的和T 正合的. 根据第一列，我们

可以得到一个新的 X 正合列

 2 ：0 0      W WV T W T U ，

其中 1
XC   T

W nV T . 显然序列  2 也是T 正合的. 考虑图 3-10中的第二行和序

列

0 0   WW T W ，

根据文献[13]中的引理 2.3，我们有 1
XC      T

W V nW T W T . 根据序列  2 ，通

过(1)我们有 1
T

nU  XC . 

引理 3.3.4如果T是一个 n  X 倾斜模，那么 PresT n
n TX

XC .

证明：显然， 1Pres PresT n n
n T T X

X XC . 另一方面，对于任意的 1PresnM T X ，存

在如下的 X 正合列

 3 ： 01
1 0 0      nf ff

nT T T M ，

其中 AddiT T 对于任意的 i . 设 1Im Presni if M T  X . 考虑 X 正合列

 4 ： 1 00 0   M T M .

根据定理 3.3.2，T 是  1n   X 拟投射的. 根据命题 3.2.2，序列  4 是T 正

合的. 类似可证所有的序列 1 00 0   i iM T M 都是T 正合的.

因此序列  3 是T 正合的，即， T
nM  XC . 所以 1Pres PresT n n

n T T X
X XC . 

在本文的最后，我们给出 n  X 倾斜模的另一个等价刻画.
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定理 3.3.5 一个 R 模T 被称为相对于容许平衡对 ( , )X Y 的 n倾斜模(简称，

n  X 倾斜模)，设T是一个 R 模. 那么T是n X 倾斜模当且仅当

(1) Hom( , )T  在 T
n
XC 中保持正合性；

(2) T
nY  XC ；

(3) T
n
XC 在 n  X 像下封闭.

证明：   ：根据定理 3.3.2，引理 3.3.4，命题 3.2.6 和命题 3.2.7，结论显然成

立.

  ：注意到 1Pres PresT n n
n T T X

X XC . 因为 T
n
XC 在 n  X 像下是封闭的且

Add T
nT  XC ，所以我们有Presn T

nT  X
X C . 因此 1Pres PresT n n

n T T X
X XC . 对于任意

的 T
nM  XC ，存在一个 X 正合列  5 ： 10 0   M Y M ，其中

Y Y . 根据引理 3.3.3的(1)， 1
1M Presn T

nT  X
X C . 根据条件(1)，序列  5 是T 

正合的，易证 1M T  X ，即， 1T
n T  XXC . 因此根据定理 3.3.2(4)，T是一个 n  X

倾斜模. 
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第 4章 结论与展望

4.1 结论

在第二章给出逗号范畴中半倾斜对象的刻画，并且说明在一定条件下，逗号

范畴同构于 ModT  范畴后主要对以下做出证明并得出结论：

1.
h

M
N 

 
 

 
D 当且仅当

A
M D ，

B
N D .

2. 设 ModA R  ， ModB S  且函子 F 与直和可交换. 那么 D 是挠类当且仅

当
A

D 和
B

D 都是挠类.

3. 设 ModA R  ， ModB S  ，且函子 F 与直和可交换，那么
1
0

A
FA B  

 
 

 
  

是

关于 的半倾斜对象当且仅当：(1) A是关于 A 的半倾斜对象；(2) B是关于 B 的

半倾斜对象；(3) GenFA B .

4. 设 C 是左 R 模的一个类， D是左 S  模的一个类，那么   00

0






C C

D D
B U ；

 
00

0



 C C
DD

B U .

5. 设 1C 和 2C 是左 R 模的两个子范畴， 1D 和 2D 是左 S 模的两个子范畴. 如果

S  D， RU 是平坦的且 SU 是投射的，那么  1 2,C C 和  1 2,D D 是挠对当且仅当

 1 2

1 2
,C C

D DB U 是挠对.

6. 设 C 是左 R 模的一个类， D是左 S  模的一个类 . 那么   00

0 





C C

D D
J U ；

 0 0

0






C C

DD
J U .

7. 设 1C 和 2C 是左 R 模的两个子范畴， 1D 和 2D 是左 S 模的两个子范畴. 如果

1RC ， RU 是平坦的且 SU 是投射的，那么  1 2,C C 和  1 2,D D 是挠对当且仅当

 1 2

1 2
,C C

D DU J 是挠对.

在第三章借助平衡对给出了 n  X 倾斜模和 n  X 星模的定义后，研究并

证明了一些基本性质，并得出以下结论：

1. n  X 星模在Presn SX 中的封闭性.



安徽工程大学硕士学位论文

41

2. n  X 星模的若干等价条件.

3. n  X 倾斜模的若干等价条件.

4. 如果T是一个 n  X 倾斜模，那么 PresT n
n TX

XC .

4.2 展望

本文我们主要研究了半倾斜(Silting)对象、平衡对(Balanced pairs)和相对星模

(Relative star modules)的相关性质. 首先我们学习了模范畴中半倾斜对象的定义

以及相关性质，类似于三角矩阵环上倾斜模的刻画，我们给出了逗号范畴(Comma

category)中半倾斜对象的刻画，并给出了一个 AR箭图的例子；其次借助平衡对

给出 n  X 星模，从而进一步推广得到 n  X 倾斜模的等价刻画. 在后续的研

究中，我们主要是在外三角范畴(Extriangulated categories)中考虑半倾斜对象、平

衡对和相对星模的相关知识，对学习外三角范畴，倾斜理论等均有着一定的帮助.
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