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I

相对倾斜对与 Auslander-Reiten 对应

摘要

本文在经典倾斜理论的基础上，研究相对倾斜理论. 令F为加法

函子 1
AExt ( , )  的子函子，首先通过研究倾斜模，余倾斜模与F -倾斜模，

F -余倾斜模之间的联系，类比考虑倾斜对所具备的特性，由此引入

- F -n 倾斜对(在本文中，也被称为相对倾斜对)的概念，它是倾斜对的

自然推广.

本文通过讨论 - F -n 倾斜对的重要性质，类比经典倾斜对的等价刻

画，我们给出了 - F -n 倾斜对版本的相似刻画. 此外，在经典的倾斜理

论中，有著名的 Auslander-Reiten 对应定理，即：倾斜模与共变有限

子范畴、余可解子范畴之间存在一一对应. 因此，本文还重点研究了

相对倾斜对如何诱导 Auslander-Reiten 对应.

本课题的研究，将进一步推广倾斜对的相关理论，对完善和发展

相对倾斜理论有重要的意义.

关 键 词 ： F - 正 合 列 , F - 自 正 交 模 , - F -n 倾 斜 对 , 倾 斜 理 论 ,

Auslander-Reiten 对应
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Relative tilting pairs and the Auslander-Reiten

correspondence

ABSTRACT

Based on the classical theory of tilting, this paper investigates the

relative tilting theory. Let F be a subfunctor of the functor 1
AExt ( , )  .

Firstly, by studying the relationship between the tilting modules, the

cotilting modules and the F - tilting modules, the F - cotilting modules,

the characteristics of the tilting pair are considered analogically.

Consequently, we introduce the concept of the - F -n tilting pair (also

referred to as the relative tilting pair in this paper), which naturally

generalizes the notion of the tilting pair.

This paper discusses the important properties of - F -n tilting pairs

and analogizes the equivalence characterization of classical tilting pairs,

providing a similar characterization for - F -n tilting pairs. Additionally, in

the classical theory of tilting, there is the well-known Auslander-Reiten

correspondence: there exists a one-to-one correspondence between tilting

modules and covariantly finite, corresolving subcategories. Therefore,

this paper also focuses on how relative tilting pairs induce an

Auslander-Reiten correspondence.

The research on this topic will further promote the relative theories

of tilting pairs, which is of great significance for the perfection and

development of relative tilting theory.

Tian Mengxue(Mathematics)

Supervised by Liu Dajun

KEY WORDS: F-exact sequences, F-selforthogonal modules, n-F-tilting

pairs, tilting theory
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第 1 章 绪论

1.1 研究背景

有限维代数表示理论的核心之一是倾斜理论. 经典倾斜理论是一种构造模

范畴中子范畴之间等价的方法，如今已经发展成为研究各种数学领域的有力工具，

包括交换和非交换代数、有限群理论和代数拓扑等.

Brenner 和 Butler[1]，Happel 和 Ringel[2]在 20 世纪 80 年代有限维代数的背景

下研究了经典倾斜模和余倾斜模的概念. 1985 年，Miyashita[3]考虑了有限投射维

数的有限生成倾斜模. 20 世纪 90 年代，Colpi 和 Trlifaj[4]引入了无限生成模的概

念. 这个定义推广了经典的倾斜模概念，它的自然对偶推广了经典的余倾斜模的

概念.

后来，Wakamatsu[5]和 Wei[6]研究了具有无限投射维数的倾斜模. 在研究 Artin

代数上的倾斜模时，Miyashita[7]引入了倾斜对的概念，接着，Wei 和 Xi[8]给出了

倾斜对的重要刻画. 倾斜对对于构造与一系列幂等理想相关的倾斜模很有用. 同

时，倾斜对的概念也统一了倾斜模和余倾斜模的概念.

另一方面，在 20 世纪 90 年代，相对倾斜理论引起了众多知名学者的关注.

Auslander 和 Solberg[9]利用相对同调理论的方法在 Artin 代数上引入了F -余倾斜

模的概念. Wei[10]研究了F -倾斜模，Ma 和 Sauter[11]研究了忠实平衡模上的F - 余

倾斜模. 关于倾斜对的最新进展，请参考[12].
为了加深对倾斜对的理解，基于相对倾斜理论，我们将引入 - F -n 倾斜对的

概念，这是 -n 倾斜对的相对概念. 这个概念统一了 - F -n 余倾斜模和 - F -n 倾斜模

的定义，对研究相对倾斜理论有重要的意义.

近年来，倾斜理论的研究取得了显著的进展 . 其核心理论之一的

Auslander-Reiten 对应理论也取得了一系列成果. Auslander 和 Reiten[13]给出了经

典倾斜模与某些特殊子范畴之间的一一对应关系：对于自正交 A - 模 T ，

(1) T T 给出基础倾斜模的同构类与共变有限余分解子范畴X 之间的一一对

应，使得 A - mod


X ；(2) AaddT T


 给出了基础倾斜模的同构类与有限投射维

数模范畴中反变有限分解子范畴之间的一一对应关系. 这对于倾斜模性质的刻
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画是很重要的. 2008 年，Wei [14]将倾斜模的 Auslander-Reiten 对应推广到倾斜对.

这些结果也被许多学者在其他范畴中推广. 例如，Di 和 Wei 等在交换范畴中引入

了关于余挠对的倾斜子范畴，并在此背景下给出了相应的 Auslander-Reiten 对应

[15]，同时介绍了在三角范畴中半倾斜子范畴的 Auslander-Reiten 对应[16]. 此外，

还研究了许多倾斜对象在外三角范畴中诱导的 Auslander-Reiten 对应. Zhu 和

Zhuang[17]定义了在外三角范畴中倾斜(余倾斜)子范畴的概念，同时还得到了倾斜

(共倾斜)子范畴和余可解共变(可解反变)有限子范畴之间的Auslander-Reiten 对应.

2021 年，Zhao，Zhu 和 Zhuang[18]引入了外三角范畴中倾斜对的另一种形式，同

时也给出了倾斜对的 Auslander-Reiten 对应，该对应对具有某些假设的自正交子

范畴中的有限倾斜子范畴进行了分类. 最近，Zhang，Wei 和 Wang[19]给出了在外

三角范畴中带有无限投射维数(内射维数)倾斜(余倾斜)的新定义，同时建立了

在倾斜(余倾斜)子范畴和带有E -投射生成元的余分解(可解)子范畴之间的部

分 Auslander-Reiten 对应.

作为模范畴中倾斜对的推广，文献[20]中引入了 - F -n 倾斜对的概念. 因此，

本文主要研究 - F -n 倾斜对与某类子范畴之间的 Auslander-Reiten 对应.

1.2 预备知识

本文中总是假定子范畴在同构下是闭的. 我们固定一个 Artin -k 代数A ，并

且下面提到的模都是有限生成的左A -模. 用A - mod 表示所有有限生成的左A -

模的范畴.

设F为 1
AExt ( , )  的加法子函子. 如果一个短正合列0 0   M N L 在

F( , )L M 中，就称这个正合列是F -正合的. 如果一个长正合列

0 1

0 1



       
n nd d dd

n nM M M M   

可以分裂成一些短的F -正合列，就称这个正合列是F -正合的. 值得注意的是，

通过态射 L L  和M M  作用在 F - 正合列 0 0   M N L 而得到的每

个拉回列和推出列都是F - 正合的. 此外，正合列的直和是F -正合的当且仅当其

中的每个正合列都是F -正合的[21].

A -模P是F -投射的，如果所有以 P为结尾的F -正合列是可裂的. 对偶地，

定义了F -内射模. 显然，所有的投射模都是 F -投射模，但反过来则不成立. 设
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( )P F ( ( )I F )表示 F - 投射模的子范畴 ( F - 内射模的子范畴 ). 如果对所有

  A - modM  ，存在F -正合列0 0   N P M ，其中  ( )P P F ，就称F有

足够多的投射对象 . 对偶地，可以定义有足够多的内射对象 . 对于任何的

  A - modM  ，如果存在一个 F - 正合列
01

1 0 0     
nd dd

nP P P M  ，其中

 ( )iP P F ，那么就称为模 M 的F -投射分解. 对偶地，可以定义F -内射分解. 此

外，对于任何的   A - modM  ，通过使用F -投射分解(或者F -内射分解)得到的

AHom ( , )M (或 AHom ( , )M  )的右导函子 FExt ( , )i M (或 FExt ( , )i M  )是定义良好

的. 在这里 1
FExt ( , ) F( , )M N M N . 如果M 有一个长度为 n的F - 投射分解，则

称A -模M 有F -投射维数 n (记为 Fpd n )，也就是说，对于所有的 A - modN  ，

有 1
FExt ( , ) 0n M N  . 下面的两个引理是 F -正合列的重要刻画，有助于我们在更

深层次上理解F -正合列.

引理 1.2.1：对于A -模的正合列0 0   A B C ，以下是等价的:

(1) 这个序列是F -正合的.

(2) A A AHom ( , ) Hom ( , ) Hom0 0( , )   P A P B P C 是正合的，其中

 ( )P P F .

(3) A A AHom ( , ) Hom ( , ) Hom0 0( , )   C I B I A I 是正合的，其中 ( )I  I F .

如果序列0 Ker( ) 0   f T N 是F -正合的，那么映射 : f T N就称为

F -满的. 如果序列0 Coker(g) 0   N T 是F -正合的，那么映射g : N T

就称为 F - 单的. 通过引理 1.2.1，可以得到 f 是 F - 满的当且仅当 f 是满的以及

AHom ( , )P f 是满的，其中 ( )PP F . 对偶地， g是F -单的当且仅当 g是满的以

及 AHom ( , )g I 是满的，其中 ( )I  I F .

引理 1.2.2：([10，引理 1.2])设0 0


   
i

M N L 是正合列，那么：

态射 是F -满的当且仅当 i是F -单的.

(1) 如果 : f T N是F -满的，那么 是F -满的当且仅当 f 是F -满的.

(2) 如果g : N T 是F -单的，那么 i是F -单的当且仅当 ig是F -单的.

设T是A -模， Aadd T 表示由T的复制的有限直和的所有直和项组成的子范

畴. 我们用 Fadd T


表示所有A -模M 的子范畴，使得对于正整数m存在F -正合列
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00 0    mM C C ，其中 AC addi T . 对偶地， Fadd T


表示所有A -模M

的子范畴，使得对于整数m存在 F - 正合列 00 0    mC C M ，其中

AC addi T . 设 FaddM T


 ，( FaddM T


 )，我们用
F

codim ( )T M (或
F

dim ( )T M )表

示 最 小 整 数 m ， 满 足 存 在 F - 正 合 列 00 0    mC C M ( 或

00 0    mM C C )，其中 AC addi T . 简单起见，用 F(add )nT


(或

F(add )nT


) 表 示 所 有 满 足 addM T


 F 且
F

codim ( )T M n 的 子 范 畴 ( 或

00 0    mC C M ，其中
F

dim ( )T M n ).

本文用T  (或 T )表示满足 1
FExt ( , ) 0i T N  的所有 A -模 N 的子范畴，(或

1
FExt ( , ) 0i N T  ). A -模T被称为F -自正交的，如果满足 1

FExt ( , ) 0i T T  ,也就是说，

对于任意的 1i ，有 FExt ( , ) 0i T T  . F
TX (或 F

TX )表示为T 的满子范畴(或 T )，

其 由 所 有 A - 模 N 组 成 ， 使 得 存 在 F - 正 合 列
02 1

1 0 0   
ff f

T T N ( 或

0 1 2

0 10    
f f f

N T T  )，其中 Aadd , Imi iT T f T   (或 Im if T ). 显而易见，有

F
Fadd TT T


 X (或 F

Fadd TT T


 X ).

设C为A -模的一个子范畴. FPres ( )n T 表示所有A -模M 的子范畴，满足F -

正 合 列 1 0   nC C M ， 其 中 Ci C . 简 单 地 用 FPres ( )n T 表 示

F APres (add )n T . 对 于 任 何 FPres ( )
C

nM T
X

， 存 在 一 个 F - 正 合 列

1 1

10 0


     
n nf f f

nX T T M ， 其 中 F
CX  X ， AaddiT T . 事 实 上 有

1
F FGen ( ) := Pres ( )T T . 显然， FGen ( )T 在直和项下是封闭的.

设C对某个A -模T具有 Aadd T 的形式，其中 Aadd T 由T的有限直和的直和项

组成. C中的相对内射余生成元是范畴  I C C ，满足C中的每个对象都可以

嵌入到 I 中的对象中. 对偶地，定义了C中的相对投射生成元. 注意，如果 I是

相对内射余生成元(分别为，C中的相对投射生成元)，那么它也是


C中的相对内

射余生成元(分别地，一个相对投射生成元在


C中). 现在假设 C是一个具有相对

内射余生成元 I的范畴，如果D在F -扩张、直和项和单态上核下是闭的，并且
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包含 I，那么称子范畴 D C在C中是相对余分解的. 对偶地，设C是一个具有

相对投射生成元P的范畴，如果D在F -扩张、直和项和满态核下闭，且包含P，

则称子范畴 D C在 I中是相对可解的.

Auslander 和 Smal[22]引入了函数有限子范畴的概念. 设CC 和 D C是在

直和项下闭的子范畴. 如果存在一个DD和一个态射 : f D C (或 : f C D )，

对于任意的DD，使得 AHom ( , )D f (或 AHom ( , )f D )是满射的，则称映射 f 为

C的右(左)D -逼近. 而且，如果 f 是右(左)极小的，即，每当 =f gf (或 =f fg )

满足满射(单射) g : D D是一个同构，则映射 f 被称为C的右极小(左)D -逼近.

注意，每当C具有右(左)D -逼近，则它具有右(左)最小D -逼近[23].

子范畴D称为在C中反变有限的(共变有限)，如果对于任意的CC，存在

F - 正合列 0
g

0 K W C    ( 0
g

0 C W K    ), 其中 g 是 C 的右极小

(左)D -逼近. 如果D在C中既反变有限又共变有限，则其在C中是函数有限的.

注意到，如果D包含一个在C中的相对内射余生成元(相对投射生成元)，那么每

个CC的左(右)D -逼近是一个单态(满态).

1.3 研究内容与结构安排

本文通过经典倾斜理论和相对倾斜理论的联系，类比得到相对倾斜对的一些

结果. 在倾斜模，余倾斜模和F -倾斜模的基础知识中，研究其之间的联系，接着

从中考虑 - F -n 倾斜对与倾斜对之间的联系，给出 - F -n 倾斜对的概念、性质以及

相关定理推论，最后给出 - F -n 倾斜对在子范畴方面的刻画，文章具体安排如下.

假设F为加法函子 1
AExt ( , )  的子函子，第二章首先考虑倾斜对具备的特性，

引入 - F -n 倾斜对(相对倾斜对)的概念，设A 是 Artin代数. 对 ( , )C T 是 - F -n 倾斜

的如果满足：(1) C 是 F - 自正交的；(2) T 是 F - 自正交的；(3) F(add )nT C


 ；

(4) F(add )nC T


 . 接着研究其相关的性质，最后给出 - F -n 倾斜对的等价刻画. 假

设C是F -自正交的， FCopres (Pres ( ))
C

n nC T
X

，那么 ( , )C T 是 - F -n 倾斜对当且仅

当 F
FPres ( )

C

n
CT T  X
X .

第三章主要研究 - F -n 倾斜对在子范畴方面的刻画. 首先主要讨论了F -自正
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交模的相关性质 . 然后通过一系列重要的命题给出了 - F -n 倾斜对的

Auslander-Reiten 对应. 设C是F -自正交的， F
CX 有相对内射余生成子， F

C



X 是

有限滤过范畴. 那么 F
TT  X 给出了基本 - C - F -n 倾斜模的同构类与 F

CX 中的

相对余分解、共变有限子范畴D之间的一一对应，其中 F
C



D X .
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第 2 章 - F -n 倾斜对

本章节主要研究 - F -n 倾斜对，令F为 1
AExt ( , )  的子函子. 第一节主要讨论

F -自正交模的相关性质；第二节将引入倾斜对的自然推广： - F -n 倾斜对的概念，

并研究其性质；第三节通过证明一系列重要命题及引理，最终得到了 - F -n 倾斜

对的等价刻画.

2.1 F -自正交模

本节主要介绍和F -自正交模相关的定理. 首先，回顾一下F -扩张闭的概念：

如果对于任意的F -正合列0 0L M N    ，其中 ,L N C，那么M C .

引理 2.1.1：设T是F -自正交的，那么：

(1) F
TX 在F -扩张、F -满射核、有限直和与直和项下是闭的.

(1) F
TX 在F -扩张、F -满射核、有限直和与直和项下是闭的.

(2) 1
FExt ( , ) 0i U V  ，其中 Fadd ,U T V T


  .

(2) 1
FExt ( , ) 0i U V  ，其中 F, addU T V T


  .

(3) F 1
F F(add ) { | Ext ( , ) 0 }n

n TT X Y X Y T


    X ,其中

F 1 F
F{ | Ext ( , ) 0, }n

T TX Y X Y   X X其中 .

(3) F 1
F F(add ) { | Ext ( , ) 0 }n

n TT X X Y Y T


    X ,其中

F 1 F
F{ | Ext ( , ) 0 }n

T TX X Y Y   X X,其中 .

(4) F(add )nT


在F -扩张、有限直和和直和项下是封闭的.

(4) F(add )nT


在F -扩张、有限直和和直和项下是封闭的.

(5)给定一个F -正合列0 0U V W    ，如果 F, TV W  X 和

1
FExt ( , ) 0T U  ，那么 F

TU  X .

(5)给定一个F -正合列0 0U V W    ，如果 F, TU V  X 和

1
FExt ( , ) 0W T  ，那么 F

TW  X .
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证明：(1)参考[11，命题 3.1]. 为了读者阅读方便，下面我们给出证明的细节.

首先证明 F
TX 在F -扩张下封闭.

设0 0A B C    是F -正合列，其中 F
TA,CX ，去证明 F

TBX . 通过

假设，可得两个 F - 正合列 00 0A T L    和 00 0C T K    ，其中

0 0 AaddT T T ， ， F
TL,K X . 接着考虑下面的推出图：

0

0 0

0 0

0 0

0 0

A B C

T U C

L L

 
   

 
   

 


 



图 2-1：推出图 1

因为 F
TC T X ，所以得到 1

F 0Ext ( , ) 0C T  ，也就是说， 0U T C . 那么

我们有下面的推出图：

0

0

0 0

0 0

0 0

0 0

B T C L

B T T V

K K

 
    

 
    

 


 



图 2-2：推出图 2

中间一列是两个F -正合列的直和，根据[13，引理 1.2]，它是F -正合的. 由

于右列是F -正合列 0 0 00 0T C T T K      的推出，那么它也是正合的.

根据引理 1.2.2，中间一行也是F -正合的. 又因为 ,K L T ， T 在扩张下封闭，
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所以有V T . 注意到 F, TL K X ，接着重复这个过程，易得 F
TBX . 因此 F

TX

在F -扩张下是封闭的.

其次证明 F
TX 在F -满态核下是闭的.

设0 0A B C    是F -正合列，其中 F, TB CX ，去证明 F
TAX . 通过

假设我们有一个F - 正合列 00 0B T E    ，其中 0 AaddT T ， F
TEX . 因

此可以构造以下交换图：

0

0 0

0 0

0 0

0 0

A B C

A T K

E E

 
   

 
   

 


 



图 2-3：交换图 1

类似地，根据引理 1.2.2，可得右边一列和中间一行也是 F - 正合的. 因为

F, TC EX ， F
TX 在F -扩张下封闭，可得 F

TK X ，因此我们有 F
TAX . 也就是

说， F
TX 在F -满射的核下是封闭的.

最后证明 F
TX 在有限直和及直和项下是闭的.

假设 B A C . 设0 0A B C    是F -正合列，其中 F
TBX ，去证明

F
TAX . 序列 0 0B A C A K E      是两个 F - 正合列通过上面交换

图的直和，因此它也是F -正合的[14，引理 1.2]. 又因为 F, TB EX ，我们得到，

F
TA K X ，因此有K T . 通过重复该过程 0 0K A K A     ，可得

F
TAX . 因此， F

TX 在有限直和项下是封闭的.

(2)如果 FaddU T


 ，则存在 F - 正合列 00 0nU T T     ，其中

AaddiT T  . 因此对于任意的V T  ，通过应用函子 AHom ( , )V ，得到了对于任



安徽工程大学硕士学位论文

10

意的 1i  ，通过维数转移有 F FExt ( , ) Ext ( , ) 0i i n
nU V T V  .

(3)一方面，对于任意的 F(add )nX T


 ，存在一个F -正合列

00 0nX T T     ，其中 AaddiT T . 因此，对于 Y T ，应用函子

AHom ( , )Y  ，通过维数转移可得 1 1
F FExt ( , ) Ext ( , ) 0n

nY X Y T  ，其中 1n  .

另一方面，对于任意的 F
TX X ，则存在F -正合列

0 1 2

0 10
f f f

X T T    ，

其中 AaddiT T 和 Im if T . 如果对于任意的Y T 有 1
FExt ( , ) 0n Y X  ，那么应

用函子 A 1Hom (Im , )nf   ，通过维数转移得到

1 1
F 1 F 1Ext (Im , Im ) Ext (Im , ) 0n

n n nf f f X
   .

所 以 ， 序 列 10 Im Im 0n n nf T f     是 可 裂 的 ， 也 就 是 说 ，

1Im Im n n nT f f  ，即 AIm addnf T ，因此得到 A(add )nX T


 .

(4)设0 0U V W    是F -正合列，如果 F, (add )nU W T


 ，则通过(1)得

F
TV X ，对于任意的 F

TY X ，通过(3)有 1
FExt ( , ) 0n Y V  . 再通过(3)可以得到

F(add )nV T


 . 其余部分的证明也是类似的.

(5)因为 F
TW  X ，则我们有F -正合列0 0    W T W ，其中 F

TW  X ，

AaddT T . 注意到 1
FExt ( , ) 0T U  ，所以我们可以构造下面的交换图：

0 0

0 0

0 0

0 0

W W

U U T T

U V W

 
 

 
     

 
   

 



图 2-4：交换图 2

因为 F, TV W  X 以及 F
TX 在F -扩张下是封闭的，那么有 F

TU T   X . 然后
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通过 (1)，可以得到 F
TU  X . 

设 A-modY 是有限直和项下闭的满子范畴. 假设T Y，如果对于任意的

Y Y，存在一个F -正合列0 0YY T Y    ，其中 AaddYT T ，Y Y，那

么T称为Y的相对生成元. 对偶的，如果对于任意的Y Y，存在一个F -正合列

0 0YY T Y     ，其中 AaddYT T ，Y Y，T称为Y的相对余生成元.

例如， F
TX 有一个相对生成元T，当 F

T X 有一个相对余生成元T  . 此外，T

和T 都是F -自正交的.

下面的引理对于得到某些特殊子范畴上的F -正合列是有用的，因此我们给

出了详细的证明.

引理 2.1.2：假设 A-modY 包含一个相对生成元T . 注意T是F - 自正交的，在

扩张、有限直和项下是封闭的. 设 X 是A-模，使得对于任意的 ,m Z，这里存在

一个F -正合列 10 0mX N N Z      ，其中 iN Y . 那么：

(1)存在一个F -正合列0 0m mU V X    ，其中 mU Y，对于 mV ，使得存在

一个F -正合列 10 0m mV T T Z      ，其中 AaddiT T .

(2)如果也有 Z Y，那么存在一个F -正合列0 0U V X    ，其中U Y，

V 满足 F(add )mV T


 .

(3)存在一个F -正合列0 0X U V    ，其中U Y，对于V ，存在一个F -

正合列 1 10 0mV T T Z      ，其中 AaddiT T ，此外，如果U Y，

那么V 满足 F 1(add )mT


 .

证明： (1)使用到 m 的归纳法证明 . 如果 1m  ，那么存在 F - 正合列

10 0X N Z    ，其中 1N Y . 因为 1N Y ，所以存在 F - 正合列

1 10 0U T N    ，其中 1U Y， AaddT T . 接着构造下面的交换图：
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1 1

1

1

0 0

0 0

0 0

0 0

U U

V T Z

X N Z

 


 
   

 
   

 



图 2-5：交换图 3

通过引理 1.2.2，因为 1:a T N  是 F - 满的，那么 1: N Z  是 F - 满的当且

仅当 a 是F -满的，也就是说，中间一行也是F -正合的. 所以左列就是所求的F -

正合列.

假设结果在 1m  的情况下成立. 接下来去证明这个结论对m也是成立的.

首先，通过归纳假设，存在一个F -正合列 1 10 0m mU V X       ，其中

1mU  Y，对于 1mV  使得存在一个 F -正合列 1 10 0m mV T T Z         ,

其中 AaddT T . 其次，定义 Coker( )mX X N   ，可以构造以下交换图：

1 1

1

0 0

0 0

0 0

0 0

m m

m

m

U U

X Y V

X N X

 



 
 
 

   
 

   
 



图 2-6：交换图 4

显然，中间一列和中间一行都是F -正合的. 因为 1,m mN U  Y，Y在F -扩张

下封闭，可以得到 Y Y . 因此这有 F - 正合列 0 0m YU T Y    ，其中

AaddYT T ， 1mU  Y . 所以有下面的交换图：
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1

1

0 0

0 0

0 0

0 0

m m

m Y m

m

U U

V T V

X Y V





 


 
   

 
   

 



图 2-7：交换图 5

最后，根据引理 1.2.2，中间的一行是F -正合的，很容易看出左边的一列正

好是所求的F -正合列.

(2)如果 Z Y，则存在F -正合列 00 0Z T Z    ，其中 A0 addT T ，

Z Y . 定义 1 1Ker( )X N Z  . 有下面的拉回图：

1 0

1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

Z Z

X Y T

X N Z

 
 
 
   
 

   
 



图 2-8：拉回图 1

得到中间列和中间行都是 F - 正合的 . 因此，存在一个 F - 正合列

2 00 0mX N N Y T       . 因为 1,N Z Y，通过引理 2.1.1，我们

可以从中间一列得到 Y Y . 因此通过 (1)，可以得到存在 F - 正合列

0 0U V X    ，其中U Y，对于V ，则存在F -正合列

1 00 0mV T T T      ，

其中 AaddiT T ，也就是说， F(add )mV T


 .
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(3)通过(1)，存在F -正合列0 0U V X     ，其中U Y，对于

V ，存在 F - 正合列 10 0mV T T Z      ，其中 AaddiT T . 表示

Coker( )mV V T  . 然后有下面的推出图：

0 0

0 0

0 0

0 0

m

U V X

U T U

V V

 
    

 
   

 


 



图 2-9：推出图 3

通过引理 1.2.2，中间的一行也是F -正合的，所以可以很容易地得到右边一

列就是所需的F -正合列.

其余的证明与(2)类似，所以可以省略它. 

下面是引理 2.1.2 的对偶陈述.

引理 2.1.3：假设T是 F - 自正交的， n是一个整数. 设 X 是A -模，存在 F -正合

列 10 0mZ N N X      ，其中 F(add )i nN T


 . 那么就存在F -正合列

0 0X V U    ， 其 中 F 1(add )nU T


 ， 对 于 V ， 存 在 F - 正 合 列

10 0mZ T T V      ，其中 AaddiT T .

注 2.1.4：假设T是F -自正交的. 注意 F
TX 有一个相对生成元T，所以如果存在

一个F -正合列
0

0 00 Ker 0
f

f T M    ，其中 F
0 TT  X ，则根据引理 2.1.2（1），

我们有两个F -正合列 0 0 00 Ker 0H T f    ， 0 00 0M T M    ，其中

F
0 TH  X ， A0 addT T .

2.2 -n 倾斜对和 - F -n 倾斜对

在这一节中，我们介绍了 - F -n 倾斜对的概念. 首先，我们回顾 -n 倾斜对的
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概念.

定义 2.2.1：(参考[7])设A 是 Artin代数. 对 ( , )C T 是 -n 倾斜的如果满足：

(1)C是自正交的；

(2)T是自正交的；

(3) A(add )nT C


 ；

(4) A(add )nC T


 .

定义 2.2.2：设A 是 Artin 代数. 对 ( , )C T 是 - F -n 倾斜的如果满足：

(1)C是F -自正交的；

(2)T是F -自正交的；

(3) F(add )nT C


 ；

(4) F(add )nC T


 .

在这种情况下，我们也称T是 - C - F -n 倾斜的或者C是 - T - F -n 倾斜的. 如

果满足定义 2.2.2 中的条件(1)、(2)和(3)，称T是部分 - C - F -n 倾斜的. 对偶的，

如果满足定义 2.2.2 中的条件(1)、(2)和(4)，称C是 - T - F -n 倾斜的.

从现在开始，我们假设C是F -自正交的，并且 1n  是一个固定的整数.

注 2.2.3：注意函子 1Gext ( , )  (参考[23])是 1Ext ( , )  的特殊子函子 . 所以设

1F Gext ( , )   ，那么所有的F -正合列都是G -正合列，所有的 - F -n 倾斜对都是

Gorenstein倾斜对. 设 1F Ext ( , )   ，那么所有的F -正合列都是正合列，所有的

- F -n 倾斜对都是倾斜对，其中长度 n . 也就是说， - F -n 倾斜对的概念是

Gorenstein倾斜对和倾斜对的推广.

2.3 - F -n 倾斜对的相关性质

本节给出了 - F -n 倾斜对的一些重要性质和一个等价刻画. 下面的引理告诉

我们如何比较 F
TX 和 F

CX 之间的关系.

引理 2.3.1：设T是F -自正交的.
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(1)如果 F(add )nC T


 ，那么T C  .

(2)如果 F
CT  X ， F(add )nC T



 ，那么 F F
T CX X .

特别的，如果 ( , )C T 是 - F -n 倾斜对，那么T C  ， F F
T CX X .

证明：(1)如果 F(add )nC T


 ，那么存在F -正合列
0 1

0 10 0
nf ff

nC T T T      ，

其中 AaddiT T . 如果对于任意的 N T  ，有 1
FExt ( , ) 0i T N  ，那么应用函子

AHom ( , )N ，可以通过维数转移得到 F FExt ( , ) Ext ( , ) 0i i n
nC N T N  ，其中 1i  . 因

此有T C  .

(2)设 F
TM  X ，则存在 F - 正合列

012

1 0 0
ff f

T T M    ，其中 AaddiT T ，

FKer Tif  X . 因 为 F
CT  X ， 通 过 应 用 引 理 2.1.2 到 F - 正 合 列

0 00 Ker 0f T M    ，则存在F -正合列

0 0 00 Ker 0H M f    ， (2.1)

其中 F
0 CH  X ， 0M 满足下面的F -正合列

0 00 0M C M    ， (2.2)

其中 0 AaddC C . 因为通过(1) F
0 CH C  X ， 0Ker f C 以及C在 F - 扩张下

是闭的，则有 0M C  . 现在可以构造以下交换图：

1 1

0 1

0 0 0

0 0

Ker Ker 

0 0

0 Ker 0

0 0

f f

H Y T

H M f

 


 
   

 
   

 



图 2-10：交换图 6

因为 F
0 1, CH T  X ， F

CX 在F -扩张下是封闭的，所以从中间一行得到 F
CY  X .
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因此存在F -正合列 1 10 0H C Y    ，其中 F
1 CH  X ， 1 AaddC C .

因此，我们有以下交换图：

1 1

1 1 0

1 0

0 0

0 0

0 Ker 0

0 0

H H

M C M

f Y M

 


 
   

 
   

 



图 2-11：交换图 7

通过引理 1.2.2，中间一行也是F -正合的，因此，存在F -正合列

1 1 00 0M C M    ， (2.3)

其中 1 AaddC C . 所以存在F -正合列

1 1 10 Ker 0H M f    ， (2.4)

其中 F
0 CH  X .

重复过程 (2.1)到 (2.4)，得到一个 F - 正合列
1 02

1 0 0
gg g

C C M    ，其中

AaddiC C ，Ker i ig M C   . 

命题 2.3.2：假设 ( , )C T 是 - F -n 倾斜对. 对于A -模M ，以下是等价的:

(1) F
TM  X ;

(2) F
CM T  X ;

(3) FPres ( )
C

nM T
X

.

证明：(1) (2) 因为 ( , )C T 是 - F -n 倾斜对，根据引理 2.2.1，得到 F F
T CM  X X .

所以当 F
TM T  X 时，有 F

CM T  X .

(2) (3) 首先证明如果 F
CM T  X ，那么 FGen ( )M T . 事实上，因为
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F
CM  X ，所以存在 F - 正合列 1 00 0M C M    ，其中 F

1 CM  X ，

0 AaddC C . 又因为 ( , )C T 是 - F -n 倾斜对，存在F -正合列 00 0C T X    ，

其中 AaddT T ， FaddX T


 . 接下来可以考虑下面的推出图：

1 0

1

0 0

0 0

0 0

0 0

M C M

M T Y

X X

 
   

 
   
 


 



图 2-12：推出图 4

因为M T  ， FaddX T


 ，通过引理 2.1.1 我们得到 1
FExt ( , ) 0i X M  ，接着

从中间一行可以看出Y M X . 因为 FGen ( )Y T ，可以得到 FGen ( )M T .

其次，取 F
CM T  X ，存在 F - 正合列 0 0MM T M    ，其中

M T  ， AaddMT T ，因为 FGen ( )M T . 又因为T C  ， F
Aadd CT  X ，通

过引理 2.1.1，得到 F
CM T  X . 最后通过对M 重复这个过程，可以得到，

FPres ( )
C

nM T
X

.

(3) (2) 对于任意的 FPres ( )
C

nM T
X

，存在F -正合列

1 1

10 0
n nf f f

nT MTX


      ，

其中 F
CX  X ， AaddiT T . 通过引理 2.1.1，很明显可以看出 F

CM  X . 所以只

需要去证明M T  . 因为T是F -自正交的，通过应用函子 AHom ( , )T  ，通过维

数转移得到 F FExt ( , ) Ext ( , )i i nT M T X ，其中 1i  . 因为T是 - C - F -n 倾斜的，则

存在 F -正合列 00 0nC C T     . 然后应用函子 AHom ( , )X ，通过维

数 转 移 得 到 F FExt ( , ) Ext ( , )i n i
nT X C X  ， 其 中 1i  . 根 据 以 上 结 果 得 到
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1
FExt ( , ) 0i T M  ，也就是说，M T  .

(2) (1) 在(2)到(3)的证明过程中，对于任意的 F
CM T  X ，我们注意到

存在一个长F -正合列
01

1 0 0
ff

T T M    ，其中 AaddiT T ， Im if T  . 根据

定义可得 F
TM  X . 

下面的命题介绍了一个特殊的子范畴 FPres ( )
C

n T
X

的一些重要性质. 首先，很

容易得到以下结果.

命题 2.3.3：如果 F
FPres ( )

C

m
CT T 

X
X ，其中 1m  ，那么 F

CT T  X .

命题 2.3.4：如果 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X ，那么 F F

1Pres ( ) Pres ( )
C C

n nT T
X X

.

证 明 ： 只 需 证 明 ， 对 于 任 意 得 FPres ( )
C

nM T
X

， 存 在 F - 正 合 列

0 0ML T M    ，其中 AaddmT T ， FPres ( )
C

nL T
X

. 事实上，如果

FPres ( )
C

nM T
X

，则存在F -正合列 10 0N T M    ，其中 F
1Pres ( )

C

nN T
X

，

1 AaddT T . 显然可以看出 F
1, CM T  X ，通过引理 2.1.1，可以得到 F

CN  X . 又

因为 F
CM  X ，可以得到另外一个 F - 正合列 0 0ML T M    ，其中

F
CL X ， AaddMT T . 因此通过命题 2.2.2 得T是F -自正交的，M T  . 因为T 

在F -满射核下是闭的，可得 L T  . 现在构造下面的拉回图：

1

0 0

0 0

0 0

0 0

M

N N

L Y T

L T M

 


 
   

 
   

 



图 2-13：拉回图 2

因为 F,M CT N  X ，以及 F
CX 在F - 扩张下封闭，则有 F

CY  X . 除此之外，
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因为 L T  ，根据中间一行我们有 1Y L T . 又因为 F
CX 也在直和项下封闭，所

以有 F
CL X . 最后，得到 F

F Pres ( )
C

n
CL T T 

X
X . 

命题 2.3.5：如果 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X ，那么 F F FPres ( ) Pres (Pres ( ))

C C C

n n nT T
X X X

.

证明：对于任意的 F FPres (Pres ( ))
C C

n nM T
X X

，存在F -正合列

10 0nX P P M      ，

其中 FPres ( )
C

n
iP T

X
， F

CX  X . 显然的， F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X 在 F -扩张、有

限直和项下是封闭的 . 此外，通过命题 2.2.2 得 T 是 F - 自正交的. 因此范畴

FPres ( )
C

n T
X

满 足 引 理 2.1.2 的 假 设 ， 然 后 就 可 以 得 到 一 个 F - 正 合 列

0 0U V X    ，其中 FPres ( )
C

nU T
X

，对于 V ，存在一个 F - 正合列

10 0nV T T M       ，其中 AaddiT T  . 因为 F, CU X  X ， F
CX 在

F -扩张下封闭，可得 F
CV  X . 因此 FPres ( )

C

nM T
X

. 

下面两个结果的目的是告诉我们何时满足 - F -n 倾斜对的最后两个条件.

命题 2.3.6：假设 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X ，如果 FCopres (Pres ( ))

C

n nC T
X

，那么

F(add )nC T


 .

证明：如果 FCopres (Pres ( ))
C

n nC T
X

，则存在F -正合列

1 00 0nC P P P      ，

其中 FPres ( )
C

n
iP T

X
，1 i n . 通过假设和命题 2.2.2 得到 F0 Pres ( )

C

nP T
X

. 对

FPres ( )
C

n T
X

应用引理 2.1.2，可以得到 F - 正合列 0 0U V C    ，其中

FPres ( )
C

nU T
X

， F(add )nV T


 . 注意通过假设有U C  . 因此得到V C U . 最

后通过引理 2.1.1 我们得到 F(add )nC T


 . 

命题 2.3.7：假设 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X ，如果 FCopres (Pres ( ))

C

n nC T
X

，那么

F(add )nT C


 .

证明：首先，去证明 1
FExt ( , ) 0n T M  ，其中 F

CM  X .
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对于任意的 F
CM  X ，存在F -正合列 10 0nZ C C M      ，其

中 F
CZ  X ， AaddiC C . 然后通过命题 2.2.5 可以得到 F(add )i nC T



 . 接着通过

引理 2.1.3我们得到F -正合列0 0M V U    ，其中 F 1(add )nU T


 ，对于V ，

存在F -正合列 10 0nZ T T V       ，其中 AaddiT T  . 很明显得到

F
FPres ( )

C

n
CV T T  

X
X . 所 以 通 过 维 数 转 移 和 引 理 2.1.1 可 以 得 到

1
F FExt ( , ) Ext ( , ) 0n nT M T U  .

通过命题 2.2.2 有 F
CT  X ，则存在F -正合列

1

1 1 00 0
nf f

n n nX C C C T      ，

其 中 F
1n CX   X ， AaddiC C . 通 过 维 数 转 移 和 上 述 结 论 得 到

1 1
F 1 F 1Ext (Im , ) Ext ( , ) 0n

n n nf X T X
   . 因此有 FIm addnf C ，即 F(add )nT C



 .

下面的结果是 - F -n 倾斜对的等价刻画，这是我们在本文中的主要结果.

定理 2.3.8：假设C是F -自正交的， FCopres (Pres ( ))
C

n nC T
X

，那么 ( , )C T 是 - F -n

倾斜对当且仅当 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X .

证明：根据命题 2.2.1，2.2.2，2.2.5，2.2.6，结论显然成立. 
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第 3 章 - F -n 倾斜对的 Auslander-Reiten 对应

本章节主要研究 - F -n 倾斜对与某类子范畴之间的Auslander-Reiten对应. 具

体安排如下. 第一节主要讨论了F -自正交模的相关性质. 在第二节中，我们通过

一系列重要的命题给出了 - F -n 倾斜对的 Auslander-Reiten 对应.

3.1 F -自正交模的相关性质

命题 3.1.1：假设C是F -自正交的. 则以下是等价的.

(1) F(add )T C



 . (或者 F
CT



 X ).

(2)这里存在一个F -正合列0 0   U V T ，其中 FaddU C


 (或者 F
CU  X )，

FaddV C


 .

(3)这里存在一个 F - 正合列 0 0    T U V ，其中 FaddU C


 (或者

F
CU  X )， FaddV C


 .

证明： (1) (2) 如果 F(add )T C



 ，我们有F -正合列 00 0    nT C C ，

其中 FaddiC C


 . 通过引理 2.1.2（2），则存在一个F -正合列0 0   U V T ，

其中 FaddU C


 ，V 满足F -正合列 00 0    mV C C ，其中 FaddiC C ，

也就是说， FaddV C


 .

(2) (3) 假设存在一个 F - 正合列 0 0   U V T ，其中 FaddU C


 ，

FaddV C


 . 因为 FaddV C


 ，所以存在一个F -正合列 00 0   V C V ，其

中 F0 addC C ， FaddV C


 . 那么我们有下面的推出图：
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0

0 0

0 0

0 0

0 0

 
   

 
   

 
 
 

U V T

U C U

V V



图 3-1：推出图 5

因为 FaddU C


 ， F0 addC C ，可得 FaddU C


 . 右边一列就是我们期望得

到的F -正合列.

(3) (1) 假设存在一个 F -正合列 0 0    T U V ，其中 FaddU C


 ，

FaddV C


 .因为 FaddV C


 ，存在一个F -正合列 00 0    nV C C ，其

中 FaddiC C . 可得存在一个 F - 正合列 00 0     nT U C C ，其中

FaddU C


 ， F Fadd addiC C C


  ，因此得到 F(add )T C



 . 

下面是命题 3.1.1 的一个简单推论.

推论 3.1.2：假设T是F -自正交的.

(1) F F
F( ) addT T T

 
 X X .

(2) F F F( ( ))T T T


  X X X .

证明：(1)如果 FaddM T


 ，那么存在一个F -正合列 00 0    nM T T ，

其中 F
Faddi TT T  X ，因此我们得到 F

TM


 X . 注意对于任意的 F
TN  X ，

F
TN T  X . 通过引理 2.1.1（2），有 F F( )T TM


 X X ，所以有 F( )TM  X .

另一方面，根据命题 3.1.1(2)，如果 F
TM



 X ，那么存在一个 F - 正合列

0 0   U V M ，其中 F
TU  X ， FaddV T



 . 进一步说，如果 F( )TM  X ，

我们得到对于任意的 F
TU  X ，有 1

FExt ( , ) 0M U  ，那么 V U M . 因此，通过
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引理 2.1.1 我们得到 FaddM T


 .

(2)很显然有 F F F( ( ))T T T


 X X X . 另一方面，假设 F

TM


 X ，那么存在

一个 F - 正合列 0 0    M U V ，其中 F
TU  X ， FaddV T


 . 注意

F
T T X ，通过引理 2.1.1（2）有 F

Fadd ( ) ( )TT T


    X ，如果 F( ( ))TM   X ，

有 1
FExt ( , ) 0V M  . 通过引理 2.1.1(2) ，对于任意的 F( )TV  X ，我们有

1
FExt ( , ) 0V M  ，因此我们得到F -正合列0 0    M U V 是可裂的，通过

引理 2.1.1（1）’ F
TM  X . 

命题 3.1.3：假设C是F -自正交的. 那么 F
C



X 在F -扩张，满同态核，单同态余核

下封闭.

证明：首先，假设序列0 0L M N    (*)是F -正合的.

如果 F, CL N


 X ，我们需要去证明 F
CM



 X . 因为 F
CL



 X ，通过命题 3.1.1

可得存在一个F -正合列0 0   LL X L ，其中 FaddL C


 ， F
L CX  X ，那

么我们有下面的推出图：

0 0

0 0

0 0

0 0

LX

L M

L L

N

Y N

 
   

 
   

 
 
 



图 3-2：推出图 6
因此，我们有两个F -正合列0 0   LX NY ，0 0   M Y L .

因为 F
CN



 X ，通过命题 3.1.1 可得存在一个F -正合列0 0   N NX N ，

其中 F
CN



 X ， F
N CX  X . 那么我们有下面的拉回图：
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0 0

0 0

0 0

0 0

 


 
    
 

   
 

N N

L

L

X X

X Y N

X Y N


图 3-3：拉回图 3

因此，我们得到一个 F - 正合列 0 0   N YX Y . 因为 F
CN



 X ，

F
L CX C X ，所以通过引理 2.1.1 我们可以得到 1

FExt ( , ) 0LN X  ，即

F
L CY X N   X . 因此存在一个 F - 正合列 0 0   YY X Z ，其中

F
Y CX   X ， FaddZ C



 . 所以我们可以考虑下面的交换图：

0 0

0 0

0 0

0 0

N

N Y Z

X Y Y

X

Z

X

Z

X 

 
   






   



 



图 3-4：交换图 8
我们得到一个 F - 正合列 0 0   NY X Z . 同时我们也有一个 F - 正合

列0 0   M Y L . 因此，我们可以构造下图：
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0 0

0 0

0 0

0 0

 
   

 
   

 


 

Z

M Y L

M X M

Z Z



图 3-5：交换图 9

很容易看出 F
Z CX  X ， FaddM C



 . 因此我们得到了 F
CM  X .

其次，因为序列(*)是F -正合的，如果 F, CL M


 X ，那么通过命题 3.1.1 存在

F -正合列 0 0   MM X M ，其中 FaddM C


 ， F
M CX  X . 那么我们有

下面的推出图：

0 0

0 0

0 0

0 0

 
   

 
   

 
 

 

M

L M N

L X K

M M



图 3-6：推出图 7

因为 F
CM



 X ， F
M CX  X ，所以我们有 F

CM


 X . 因为 F
CL



 X ，

F
M CX  X ，所以通过中间一行我们可以得到 F

CK


 X . 通过右边一列我们得到

F
CN



 X .

最后，如果在序列(*)中 F, CM N


 X ，那么通过命题 3.1.1 可得存在 F -正合

列0 0   MM X M ，其中 FaddM C


 ， F
M CX  X . 那么我们有下面的推

出图：
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0 0

0 0

0 0

0 0

 
   

 
   

 
 

 

M

L M N

L X K

M M



图 3-7：推出图 8

因为 F
CM



 X ， F F
M C CX



 X X ，所以通过中间一列我们有 F
CM



 X . 因

为 F
C



X 在F -扩张下封闭，通过右列我们可得 F
CK



 X . 因此有 F
CL



 X . 

以下结果对本文很重要. 特别地，我们将把它应用于 F
CC X 或 Fadd C



C 的

情况，其中C是F -自正交模.

引理 3.1.4：设C是一个范畴，在F -扩张，单同态余核下封闭. 假设


C在F -扩张，

单同态余核，满同态核下封闭. 令 0 0   L M N 在


C中是 F - 正合的. 表

示
F

codim ( )C L l ，
F

codim ( )C M m ，
F

codim ( )C N n . 则：

(1)如果 0l ，那么 m n .

(2)如果 0, 0 m l ，那么 1 l n .

(3)如果 0, 0n m  ，那么 l m .

(4)如果 min{ , }l m n ，那么 m n .

(5)如果 n l，那么 1 l n .

(6)如果 n m，那么 l m .

(7) max{ , }m l n .

(8) max{ , } 1 l m n .

(9) max{ , }n l m .

3.2 Fn - -倾斜对的 Auslander-Reiten对应

在这一节中，我们将给出 - F -n 倾斜对的 Auslander-Reiten 对应. 首先回顾
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一下 -n 倾斜对的概念. 设A 是一个 Artin 代数. ( , )C T 对被称为 -n 倾斜的，如果

满足：(1)C是自正交的；(2)T是自正交的；(3) A(add )nT C


 ；(4) A(add )nC T


 . 接

下来回顾一下 - F -n 倾斜对的概念. ( , )C T 对是 - F -n 倾斜的如果满足：(1)C是F -

自正交的；(2)T是F -自正交的；(3) F(add )nT C


 ；(4) F(add )nC T


 . 在这种情况

下，也称T是 - C - F -n 倾斜的或者C是 - T - F -n 倾斜的.

下面的引理3.2.1和命题3.2.2将证明当T是 - C - F -n 倾斜时子范畴 F
TX 的特

殊性质. 特别地，我们将建立模T和子范畴 F
TX 之间的双射，如定理 3.2.11 所详

述. 设 -A 模，我们表示

F }Gen ( ) - -| 0,{ nX A F X n    模 存在 满射： 对于某个整数 .

引理 3.2.1：设C是F -自正交的， F
C X . 如果也是F -自正交的，C 



 ，那

么有 C  ， F F
C  X X . 特别地，如果T 是 - C - F -n 倾斜的，那么有

T C  ， F F
C TT  X X .

证 明 ： 首 先 去 证 明 C  . 因 为 C 


 ， 则 存 在 F - 正 合 列

10

0 10 0
n nf f f

n nC   


      ， 其 中 i  . 通 过 对 F - 正 合 列

10 Ker 0n n nf      应用函子 AHom ( , )N . 我们观察到对于任意的

N  ， 可 以 得 到 1
F 1Ext ( , ) 0i

n N
  ， 那 么 通 过 维 数 转 移 得 到

1
F FExt ( , ) Ext (Ker , ) 0i n i

nC N f N   . 因此得到了 C  .

其次去证明 F F
C  X X . 假设 F CM  X ，先证明 FGen ( )M  . 因

为 F
CM  X ，所以存在 F - 正合列 1 00 0M C M    ，其中 F

1 CM  X ，

0 AaddC C . 又因为C 


 ，则存在F -正合列 00 0C T X    ，其中T  ，

X 


 . 接下来去考虑下面的推出图：
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1 0

1

0 0

0 0

0 0

0 0

M C M

M T Y

X X

 
   

 
   
 


 



图 3-8：推出图 9

通过引理 2.1.1(2)，很容易得到 1
FExt ( ,  ) 0i X M  ，即 FGen ( )M X Y   .

因此有 FGen ( )M  . 那么存在F -正合列0 0MM T M    ，其中M  ，

MT  . 因为 F
C  X ，通过引理 2.1.1(1)可以得到 F

CM  X . 因此，对M

重复此过程，依此类推，最终可以得到 FM  X .

最后去证明 F F
C X X . 因为 F

 X ，所以只需要去证明

F F
C X X . 对于任意的 FM  X ，存在F -正合列

02 1

1 0 0
ff f

T T M    ，其中

iT  ， FKer if  X . 然 后 通 过 注 2.1.4 ， 可 以 得 到 两 个 F - 正 合 列

0 0 00 Ker 0H M f    和 0 00 0M C M    ， 其 中 F
0 CH  X ，

0 AaddC C . 又因为 F
0Ker f C    X ，可以得到 0M C  . 因此我们可以

构造下面的拉回图：

1 1

0 1

0 0 0

0 0

Ker Ker

0 0

0 Ker 0

0 0

f f

H Y T

H M f

 


 
   

 
   

 



图 3-9：拉回图 4

因为 F
0 CH  X ， F

1 CT  X ，从中间的一行得到 F
CY  X . 那么就存在F -正合
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列 1 10 0H C Y    ，其中 F
1 CH  X ， 1 AaddC C . 接下来构造下面的交换

图：

1 1

1 1 0

1 0

0 0

0 0

0 Ker 0

0 0

H H

M C M

f Y M

 


 
   

 
   

 



图 3-10：交换图 10

因为 F
1 CH C X ， F

1Ker f C    X ，可以得到 1M C ，通过对F -

正合列 1 1 10 Ker 0H M f    重复上述过程，依此类推，可以得到F -正合列

02 1

1 0 0
gg g

C C M    ，其中 AaddiC C ， Ker i ig M C   . 因此，我们可得

F
CM  X . 

命题 3.2.2：假设T是 - C - F -n 倾斜的.

(1) F F  C T C


X X  .

(2) F F
T C



X X .

证明：(1)首先证明 F F  C T C


X X  . 现在只需要证明 F F
C T



X X . 通过假设，对

于任意的 F
CM  X ，存在 F - 正合列 10 0n nM C C M      ，其中

F
CnM  X ， AaddiC C . 注意 FaddiC T



 ，因此通过引理 2.1.2 的对偶结果，存

在 F - 正合列 0 0M V U    和 10 0n nM T T V      ，其中

FaddU T


 ， AaddiT T ，那么可得 F
CV  X . 现在去证明V T  . 通过应用函子

AHom ( , )T  ，对于任意的 1i  ，通过维数转移我们有 F FExt ( , ) Ext ( , )i i n
nT V T M .

因为T是 - C - F -n 倾斜的，考虑F -正合列 00 0nC C T     . 因此可以

得到 F FExt ( , ) Ext ( , ) 0i n i
n n nT M C M  ，其中 1i  . 于是有 1

FExt ( , ) 0i T V  ，也就是
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V T  . 因此有 F
TV  X ，可得 F

TM C


 X  .

现 在 去 证 明 F F  C T C


X X  . 设 F  TM C


 X  ， 存 在 F - 正 合 列

0

00 0
mf f

mM X X     ，其中 F
i TX  X . 因为  M C 以及通过引理 3.2.1

有 F F
T CX X ，得到了Ker if C . 那么通过引理 3.1.1 可以得到 FKer Cmf  X ，

类似的可得每个 FKer Cif  X . 因此可得 F
CM  X .

(2)通过(1)可得
F F F

T C C

 

 X X X ，所以我们只需要去证明 F F
C T

 

X X . 对

于任意的 F
CM



 X ，存在 F - 正合列 00 0nM C C     ，其中

F F  i C TC C


 X X  . 通过命题 3.1.3 可得 F
TM



 X . 

接下来，我们将证明 Wakamatsu’s 引理（F - Wakamatsu’s 引理，见引理 3.2.4）

的相对版本，这对定理 3.2.11的建立至关重要.

引理 3.2.3：如果 : E M  是右极小 -C 逼近以及

图 3-11：交换图 10

是交换图，其中GC，使得上面一行是 F -正合的，那么存在态射 : P E  使

得 ,f i     .

证明：考虑下面的推出图：

图 3-12：推出图 10
因为第一行是F - 正合的，则第二行也是F -正合的. 又因为 E,GC，C在F - 扩

张下封闭，所以有 X C . 那么通过推出图的性质，则存在态射 :h X M 使得

,hj hk   . 那么可以得到下面的交换图：
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图 3-13：交换图 12

因为 : E M  是极小右 -C 逼近，则存在态射 :g X E 使得 h g  . 因此，

hj gj    ，也表明了 :gj E E 是自同构. 然后设 gk  ，有 jf ki jgki j i   .

因为 j是F -单态射，所以 j也是单态射. 那么有 f i . 因为 ,hk h g    ，有

hk gk      . 

引理 3.2.4(F-Wakamatsu’s Lemma)：设 A - modM  ，C是一个范畴在F -扩张和

直和项下封闭.

(1) 如 果 E M


 是 M 的 右 极 小 -C 逼 近 ， 那 么 对 于 任 意 的 CC 有

1
FExt ( ,Ker ) 0C   .

(2) 如 果 M E


 是 M 的 左 极 小 -C 逼 近 ， 那 么 对 于 任 意 的 CC 有

1
FExt (Coker , ) 0C  .

证明：(1)设 :f C M 是M 的右极小 -C 逼近，设 : KerK  ， :i K E .

对于任意的CC，存在 F - 正合列 0 0S P C     ，其中 ( )P P F .

通过应用函子 AHom ( , )K ，我们得到F -正合列

1
A A FHom ( , ) Hom ( , ) Ext ( , ) 0P K S K C K   .

对于任意的态射 :f S K ，根据引理 3.2.3，存在态射 : P E  使得下图交

换：

图 3-14：交换图 13
那么有 Im Ker K    . 因此映射 A AHom ( , ) Hom ( , )P K S K 是满射，

1
FExt ( , ) 0C K  .
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(2)是(1)的对偶，所以我们省略了证明. 

范畴C是有限滤过范畴，如果存在C中的模的有限子集S，使得C中的每个

对象都有S中的部分有限滤过范畴. 显然，范畴A - mod 是限滤过范畴. 也很容易

看出，如果C是有限表示类的，则C是有限滤过范畴.

引理 3.2.5：设C是F -自正交的， F
C



X 是有限滤过范畴. 假设子范畴 F
CD X 在

F -扩张，单同态余核下封闭，其中 F
C



D X . 则

(1)存在 n使得 ( )n
 

D D .

(2) F
FaddC C


 D X .

证明：(1)因为 F
C



D X 是有限滤过范畴，则存在有限子集S使得在


D中的每个

对象都具有S中的部分有限滤过范畴. 设
F

max{codim ( ), }n S S D S ，通过引理

3.1.4 可得存在 n使得 ( )n
 

D D .

(2)对于任意的 F
CX  D X ，通过(1)很容易得到 1

FExt ( , ) 0n X


 D . 取F -正

合列
01

00 Ker 0
nf ff

n nf C C X      ，其中 FaddiC C ， FKer i Cf C  X . 通

过 假 设 有 Ker nf


D ， 那 么 通 过 维 数 转 移 我 们 可 以 得 到

1 1
F 1 FExt (Ker ,Ker ) Ext ( ,Ker ) 0n

n n nf f X f
  . 可得 10 Ker Ker 0n n nf C f    

是可裂的，即 1 FKer addnf C  . 因此，有 FaddX T C


  . 

引理 3.2.6：设C是F - 自正交的使得 F
CX 有相对内射余生成子 ( )F I . 对于任意

的 F
CX



 X ，如果子范畴 F
CD X 在 F

CX 中是相对余可解的，那么 X  D，其

中 1
FExt ( , ) 0X D .

证明：对于任意的 F
CD D X ，存在 F - 正合列

0 1

0 10
f f

D I I    ，其中

( )iI F I . 因为D在 F
CX 中是相对余可解的，我们得到每一个Ker if D . 因此，

如 果 F
CX



 X ， 其 中 1
FExt ( , ) 0X D ， 那 么 对 于 任 意 的 1i  ， 有
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1
F F 1Ext ( , ) Ext ( ,Ker ) 0i

iX X f  D  . 

引理 3.2.7：设C是F -自正交的，子范畴D在 F
CX 中是相对余可解，共变有限的.

对于任意的 F
CL X ，存在 F - 正合列 0 0L D M    ，其中 DD ，

M  D .

证明：通过共变有限的定义，存在F -正合列0 0
g

L D M    ，其中 g是C的

右极小D-逼近. 再通过引理 3.2.4 和 3.2.6 得M  D . 

引理 3.2.8：设C是F -自正交的，子范畴D在 F
CX 中是相对余可解，共变有限的.

对于任意的DD，存在F -正合列0 0DD D    ，其中DD， D  ，

  D D . 特别地， F
D X .

证明：对于任意的DD，存在F -正合列0 0DL C D    ，其中 AaddDC C ，

F
CL X . 通过引理 3.2.7，存在F -正合列0 0L D M    ，其中DD，

M  D . 我们接下来考虑下面的交换图：

0 0

0 0

0 0

0 0

D

D

L C D

D D

M M



 
   

 
   

 


 



图 3-15：交换图 14
不难看出，中间一行正好是所要求的F -正合列. 

引理 3.2.9：设C是F -自正交的使得 F
CX 有相对内射余生成子. 假设子范畴D在

F
CX 中是相对余可解，共变有限的，其中 F

C



D X . 表示  D D . 那么

F
C 


 D X . 特别地，C 



 .

证 明 ： 对 于 任 意 的 F
CX  X ， 通 过 引 理 3.2.7 ， 则 存 在 F - 正 合 列

0 10 0X D X    ，其中 0D D， 1X
 D . 因此，如果 X  D，我们有
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0D  D D . 然后有 F
1 CX  D X . 对 1X 重复上述过程，依此类推，可以

得到 F - 正合列
0 1

0 10
f f

X D D    ，其中 iD  ， FKer i Cf  D X . 因为

F F
C C

 

 X DX ，通过引理 3.1.4 可知存在 m 使得 Ker mf D . 然后可以得到

Ker mf  D D . 因此我们得到了 F
C 


 D X . 

命题 3.2.10：设C是F -自正交的， F
CX 有相对内射余生成子， F

C



X 是有限滤过

范畴. 假设子范畴D在 F
CX 中是相对余可解，共变有限的，其中 F

C



D X ，那么

对于唯一的基本 - C - F -n 倾斜模T，有 Fadd T  ，其中  D D，此外，在

这种情况下， F
D X .

证明：通过引理 3.2.9 有C 


 ，则存在F -正合列 0 10 0nC         ，

其中 i  . 设T是出现在 i 中的非同构不可分解直和项的直和，其中0 i n  .

T 是 F - 自正交的， FaddC T


 . 通过引理 3.2.5，有 FaddT T C


  . 因此 T 是

- C - F -n 倾斜的. 如果  ，我们可以得到T  也是 - C - F -n 倾斜的. 因为T

和T  具有相同数目的非同构不可分解的直和项，所以 Fadd T . 因此可得

到 Fadd T  .

根据引理 3.2.8 可得 F
D X ，接下来证明 F

 X D . 通过假设和引理 3.2.1

和 3.2.5，有 F F F ( )nC C

  

   D DX X X . 对于任意的 FM  X ，存在F -正合

列
0

00 Ker 0
nf f

n nf M       ，其中 i   D， FKer if  X . 然后通

过引理 3.1.4 有M D . 最后可得 F
 X D . 

定理 3.2.11：设C是F -自正交的， F
CX 有相对内射余生成子， F

C



X 是有限滤过

范畴. 那么 F
TT  X 给出了基本 - C - F -n 倾斜模的同构类与 F

CX 中的相对余分

解、共变有限子范畴D之间的一一对应，其中 F
C



D X .

证明：通过引理 2.1.1 和 3.2.1，可知 F
TX 是相对余分解的，通过命题 3.2.2 有
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F F
T C

 

X X ，然后我们声称 F
TX 在 F

CX 中是共变有限的，即对于任意的 F
CX  X ，

因为 F F
T C

 

X X ，我们得到 F
TX



 X . 因此存在F -正合列

0 21

0 10 0
f f f

mX T T T     ，

其中 F ,0i TT i m  X ，且m为整数. 通过引理 2.1.2（3）和 F
TX 有一个相对投

射生成元 T 的事实，对某个 F
TU  X 和某个 addFV T



 ，则存在 F - 正合列

0 0X U V    . 结合引理 2.1.1（2），我们得到 F
TX 在 F

CX 中是共变有限

的. 剩余部分可以通过命题 3.2.10 得到. 
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第 4 章 总结与展望

4.1 总结

以下列出本文的主要结论：

1. 如果 ( , )C T 是 - F -n 倾斜对，那么T C  ， F F
T CX X .

2. 假设 ( , )C T 是 - F -n 倾斜对. 对于A -模M ，下列条件是等价的:

（1） F
TM  X ;(2) F

CM T  X ;(3) FPres ( )
C

nM T
X

.

3. 如果 F
FPres ( )

C

m
CT T 

X
X ，其中 1m  ，那么 F

CT T  X .

4. 如果 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X ，那么 F F

1Pres ( ) Pres ( )
C C

n nT T
X X

.

5. 如果 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X ，那么 F F FPres ( ) Pres (Pres ( ))

C C C

n n nT T
X X X

.

6. 假设 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X ，如果 FCopres (Pres ( ))

C

n nC T
X

，那么 F(add )nC T


 .

7. 假设 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X ，如果 FCopres (Pres ( ))

C

n nC T
X

，那么 F(add )nT C


 .

8. 假设C是F -自正交的， FCopres (Pres ( ))
C

n nC T
X

，那么 ( , )C T 是 - F -n 倾斜对当

且仅当 F
FPres ( )

C

n
CT T 

X
X .

9. 假设T是F -自正交的. 有

（1） F F
F( ) addT T T

 
 X X . (2) F F F( ( ))T T T


  X X X .

10. 假设C是F -自正交的. 那么 F
C



X 在F -扩张，满同态核，单同态余核下封闭.

11.设C是 F - 自正交的， F
C X . 如果 也是 F - 自正交的，C 



 ，那么有

C  ， F F
C  X X . 特别地，如果T是 - C - F -n 倾斜的，那么有T C  ，

F F
C TT  X X .

12.假设T是 - C - F -n 倾斜的. 有(1) F F  C T C


X X  . (2) F F
T C



X X .

13. 设C是F -自正交的， F
CX 有相对内射余生成子. 假设子范畴D在 F

CX 中是

相对余可解，共变有限的，其中 F
C



D X . 表示  D D . 那么 F
C 


 D X .
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特别地，C 


 .

14. 设C是F -自正交的， F
CX 有相对内射余生成子， F

C



X 是有限滤过范畴. 那

么 F
TT  X 给出了基本 - C - F -n 倾斜模的同构类与 F

CX 中的相对余分解、共变

有限子范畴D之间的一一对应，其中 F
C



D X .

4.2 展望

1. Sun 和 Zhao[24]介绍了 Wakamatsu 倾斜对的概念，这是对 Wakamatsu 倾

斜模和倾斜对的自然推广. 最近，Zhao 和 Zhu[18]介绍了外三角范畴中引入倾斜对

的概念，这是十分创新的推广. 因此，在此基础上去考虑外三角范畴的 Wakamatsu

倾斜对将是十分有趣的课题.

2. 文章第三章中介绍了 - F -n 倾斜对诱导的 Auslander-Reiten 对应，接下来

考虑更为复杂的情形，即是否存在由 - F -n Wakamatsu 倾斜对诱导的

Auslander-Reiten 对应？
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