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基于 Aczel-Alsina 范数的几类模糊多属性决策方法研究 

摘 要 

在多属性决策理论基础上，本文基于 Aczel-Alsina 范数理论，分

析了在不同模糊环境下 Aczel-Alsina 范数分别与 Maclaurin 对称平均

算子、Hamy 平均算子和 Heronian 平均算子结合的决策方法，并将上

述方法应用于现实问题。 

第一章为绪论，梳理了多属性决策模型的研究背景及意义。根据

多属性决策在不同环境下的研究现状进行综述，然后介绍了本文的研

究内容、技术路线、研究方法以及可能的创新点。 

第二章为理论基础，描述了 Aczel-Alsina 范数的定义，介绍了

Aczel-Alsina 范数在区间值毕达哥拉斯模糊环境、多值中智模糊环境

下以及 ,  ,  r s t球形模糊环境下的运算法则，为基于 Aczel-Alsina 范数

在不同模糊环境下与各算子进行集成提供了理论依据。 

第三章研究了区间值毕达哥拉斯模糊（IVPF）多属性决策方法。

在 IVPF 环境下，构建 Aczel-Alsina Maclaurin 对称均值算子

（AAMSM）。首先分析了 IVPF Aczel-Alsina Maclaurin 对称均值算子

（IVPFAAMSM）的性质，其次提出了 IVPFAAWMSM 多属性决策方

法，最后将其应用于实际问题中并进行灵敏度分析。 

第四章提出了在多值中智模糊环境中的决策方法。在多值中智模

糊环境下，结合 Aczel-Alsina 范数构建 Aczel-Alsina Hamy 平均算子

（AAHM）和 AA 对偶 Hamy 平均算子（AADHM）。与改进的

IDOCRIW 法结合提出新的决策方法，并将决策方法应用于解决可再

生能源选择问题，结果表明该方法的可行性和有效性。 
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第五章研究了 ,  ,  r s t球形模糊环境决策方法。在 ,  ,  r s t球形模糊环

境下与 Aczel-Alsina 范数和Heronian 算子结合构建一种新的决策方

法，并通过案例分析表明该方法的有效性和实用性。 

第六章为结论与展望，总结了本文研究工作以及未来需要进一步

深入探索和研究的问题，并展望了 Aczel-Alsina 范数在复模糊多属性

决策需要进一步研究的方向。 

 

关键词：Aczel-Alsina 范数，多属性决策，Maclaurin 平均算子，

Hamy 平均算子，Heronian 平均算子 

  



安徽工程大学硕士学位论文 

 

VI 

 

THE ACZEL-ALSINA NORM-BASED SEVERAL TYPES OF 

FUZZY RESEARCH ON MULTI-ATTRIBUTE DECISION-

MAKING METHODS 

ABSTRACT 

On the basis of existing multi-attribute decision-making theories, this 

paper analyses the decision-making methods based on the theory of Aczel-

Alsina norm, combining the Aczel-Alsina norm with some kinds of 

operators, namely, Maclaurin symmetric averaging operator, Hamy 

averaging operator, and Heronian mean operator respectively, in different 

fuzzy environments, and applies the above methods to the real-world 

problems. 

The first chapter is an introduction, sorting out the research 

background and significance of multi-attribute decision-making models. It 

reviews the domestic and international literature according to the current 

research status of multi-attribute decision-making in different 

environments; then it introduces the research content, technical route, 

research methodology and innovations of this paper. 

Chapter 2 is the theoretical foundation, which describes the definition 

of Aczel-Alsina norm, introduces the application of Aczel-Alsina norm in 

interval-valued Pythagorean fuzzy environments, multi-valued 
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Neutrosophic fuzzy environments, and ,  ,  r s t  spherical fuzzy 

environments, and provides the theoretical basis for integrating with each 

operator based on Aczel-Alsina norm in different fuzzy environments. 

Chapter 3 investigates the decision-making method based on in 

interval-valued Pythagorean fuzzy (IVPF) environment. The Aczel-Alsina 

Maclaurin symmetric mean operator (AAMSM) is constructed in the IVPF 

environment. This chapter first analyses the properties of the IVPF Aczel-

Alsina Maclaurin symmetric mean operator (IVPFAAMSM), proposes a 

multi-attribute decision-making method for IVPFAAWMSM, and finally 

applies it to a real-world case and performs a sensitivity analysis. 

Chapter 4 proposes a decision-making method based on decision-

making in a multivalued neutrosophic fuzzy environment. The 

construction of Aczel-Alsina Hamy mean operator (AAHM) and AA dual 

Hamy mean operator (AADHM) combined with Aczel-Alsina norm in 

multi-valued WI fuzzy environments is investigated. Combined with the 

improved IDOCRIW method to form a new decision-making method, the 

decision-making method is applied to a renewable energy case to show the 

feasibility and effectiveness of the method. 

Chapter 5 investigates the decision making method in ,  ,  r s t   

spherical fuzzy environment. A new decision-making method is 

constructed in ,  ,  r s t   spherical fuzzy environment in combination with 

Aczel-Alsina norm and Heronian mean operator and the effectiveness and 
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practicality of the method is demonstrated through case study and 

sensitivity analysis. 

Chapter 6 is the conclusion and outlook, which summarises the results 

of the research work in this paper as well as the problems that need further 

in-depth research and exploration in the future, and looks forward to the 

direction of Aczel-Alsina norm in complex fuzzy multi-attribute decision 

making that needs further research. 

 

Li Longlian(Applied Mathematics) 

Supervised by Zhou Jinming 

KEY WORDS:  Aczel-Alsina norm, Multi-attribute decision making, 

Maclaurin symmetric mean operator, Hamy mean operator, Heronian 

Mean operator 
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第 1 章 绪论 

1.1 研究背景及意义 

多属性决策是一种综合考虑多种因素，对有限个方案进行排序，并从中选出

最佳方案的一种决策方法。其理论与方法在工程、科技、经济、管理、军事等众

多领域有着重要的应用。在传统的多目标决策方法中，专家们往往给出一个准确

的数值，用来表示各个属性下的备选方案的评价值。随着社会的进步，决策问题

日趋复杂化，决策者所提供的评估信息，通常含有“好”、“很好”、“一般”、“很

差”等不确定性。 

为了能够处理不确定性数据，直觉模糊集（IFS）[1]理论作为模糊集理论[2]的

拓展，是由隶属度和非隶属度组成。Yager[3]提出了毕达哥拉斯模糊集（PFS）。然

而，该方法仅能得到准确的实数值，无法对不确定性信息进行有效的处理。

Smarandache[4]将不确定度加入直觉模糊集并提出了中智集，Wang 等[5]在中智集

的基础上提出了单值中智集，并对它相关的运算规则和性质进行研究。随着研究

的发展，中智集的真实程度，不确定程度和失真程度不仅限于某个值或某个区间，

而是有限离散值的集合。因此，王坚强等[6]提出了多值中智集的概念。多值中智

模糊是单值模糊集的拓展，不仅可以实现多值中智元素间不同序列长度（基数）

的合理信息表达，而且可以反映出每个中智多值元素中接近相应平均水平的多值

序列[7]。Li 等[8]人根据真、假、不确定序列的平均值和香农熵，提出了中智多值

元素到中智熵元素(NEE)的转换方法。赵婷婷[9]基于单值中智模糊集的汉明距离

和欧式距离，提出单值中智模糊集的广义距离公式。由于真实度、不确定度和谬

误度的重要性并不相同，考虑到这些不同层次的重要性，Ali 和 Naeem[10]最近提

出了 , ,r s t  球面模糊集的概念。 

1.2 国内外研究现状 

1.2.1 多属性研究评述 

在各种情况下，决策过程由利益决定，而利益取决于我们的专业知识和先前

信息。由于人类疏忽中细节不足，它极有可能被环境累积的复杂性和缺乏框架知

识所纠缠。因此，在特定时间范围内找到最佳解决方案是极其困难的。为了解决
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所收集数据中的这些漏洞、歧义和不足，决策专家经常使用模糊集及其众多泛化，

证明了这是捕获信息不准确的有效数学工具。 

多属性决策问题是管理、工程以及经济学等领域的研究热点。备选方案的指

标值和权重一般是以实数表示的。然而，由于在决策过程中存在不确定性，决策

者很难确定一个最佳的选择。Yager 和 Abbasov[11]研究了毕达哥拉斯模糊加权平

均算子(PFWA)和毕达哥拉斯模糊有序加权平均算子(PFOWA)，可以处理模糊环

境下的权重问题。Peng 和 Yang[12]在毕达哥拉斯模糊信息集成中引入 Choquet 积

分。Zhang 和 Xu[13]提出了利用毕达哥拉斯模糊数的 TOPSIS 方法解决多准则决

策问题。为了求解多属性决策问题，Garg[14]在区间值毕达哥拉斯模糊条件下提出

了一种新的精确函数。Wu 和 Wei[15]利用 Hamacher 算子提出了若干毕达哥拉斯

模糊集成算子。Garg[16]提出了许多方法来解决概率毕达哥拉斯模糊条件下的决策

问题。在毕达哥拉斯模糊条件下，Wei 等[17]完成了各种集成算子处理多属性决策

问题。Aydin 等[18]提出了梯形毕达哥拉斯模糊数的集成算子。Liang 和 Xu[19]提出

了一种针对犹豫的 PFS 的多属性决策问题的 TOPSIS 方法的拓展。Rahman 等[20]

提出了毕达哥拉斯模糊加权 Einstein 几何集成算子。Liang 等[21]将 Bonferroni 平

均算子应用到了毕达哥拉斯模糊集（PFS）环境下，并利用它来更好地应用与解

决问题。Ren 等[22]采用 PF TODIM 方法解决多属性决策问题。Zhang[23]提出了一

种基于相似性度量概念的多属性决策策略。Gou 等[24]分析了连续 PFS 的特征。

此外，Maclaurin 对称平均算子(MSM)（Maclaurin[25]，Wang 等[26]，Liu 等[27]）考

虑了参数之间的相互关系，以提高集成结果的可靠性。Wei 和 Lu[28]以及 Wang 等

[29]将 MSM 算子应用于区间值毕达哥拉斯（IVPFS）框架。将幂平均算子和 MSM

算子相结合，既可以消除不合理参数的影响，又可以比较多个参数之间的关系。 

模糊集合能处理不完全、不准确的信息，中智集能处理不一致性、不连续性

等问题，在已有的信息不准确或不一致的情况下，将模糊集合与中智集相结合，

能有效地解决该问题。Das 等[30]提出了中智模糊集理论，该理论结合了模糊集和

中智集的优点，其中参与度由模糊隶属度表示，真实值隶属函数表示重要度，失

真值隶属函数估计不重要程度，不确定性表示未知事实，一定意义上讲，该模糊

集属于 2 型模糊集，考虑了隶属度函数，能处理受不确定性影响较大的复杂决策

问题，弥补了传统 1 型模糊集的不足。为了便于应用，Das[30]等人还提出了单值

中智模糊集的概念，并给出了相关的运算规则、距离测度和相似性度量。与单值
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三角中智集，单值中智犹豫模糊集，单值中智梯形语言集等这些单值中智集的扩

展形式不同，单值中智模糊集既保留了模糊集的隶属度函数，又保留了单值中智

集的形式，用中智数表征模糊隶属函数，即在一定程度上量化了模糊隶属度所涉

及的真、假和不确定程度。Peng 等[31]研究了多值中智模糊幂集成算子。Ji 等[32]

研究了基于投影的多值中智 TODIM 方法。在复杂决策过程中，多位决策者可以

根据实际情况给出一个或者多个评价值，因而所获得的信息为多值中智模糊信息。 

可以看出，前人提出的模糊集，如毕达哥拉斯模糊集、球面模糊集等，是具

有特定参数值的特定模糊集的扩展。Mahmood 等[33]为这些广义集创造了术语 t

球面模糊集（t-SPFS）。对评价数值的限制，表明 t-SPFS 比 PFS 和球形模糊更

全面。它可以为决策者提供更广泛的评估选项，使其成为表达模糊信息的动态媒

介（Akram 等[34]；Naz 等[35]；Akram 和 Martino[36]）。Wu [37]等通过引入一种利

用 Jensen Shannon 散度优势的新型散度度量，解决了准确测量 t-SPFS 之间距离

的挑战。Naz 等[38]开发了一些算子，并研究了 2 元语言 t 球模糊环境下的复比例

评估（COPRAS）方法。此外，Akram 和 Martino[39]将软 SPFS 的概念扩展到 t 球

模糊软粗糙集，并着手建立其核心理论和实际应用。Ju 等[40]介绍了 t-SPFS 的定

律和交互聚合算子。此外，他们还开发了基于 t-SPFS 的 TODIM 的创新扩展。

Alsalem 等[41]使用 t-SPFS 数据研究了新冠肺炎疫苗分发问题。然而，在 t-SPFS

中，术语水平是同义词。在实践中，隶属度、非隶属度和缪误隶属度可能有不同

的程度，可能需要使用不同的表达式。 

随着时间的推移，信息聚合已成为解决多准则决策者（MCDM）问题的主

要方法。由于其重要性和与 MCDM 困境的密切关系，它在众多学科中得到了

极大的认可。学者们为各种类型的模糊数据提出了各种各样的集成算子。尽管

如此，人们对这个话题仍然有很大的研究兴趣。最初，Mahmood 等[42]提出了 t-

SPF 加权几何集成算子。Zeng 等[43]通过结合与球形模糊的关联概率开发了新的

算子。Ullah 等[44]为 t-SPFS 开辟了基于 Hamacher 算子，以评估机器人性能。

Farid 等[45]利用他们提出的 t-SPF 动态 Einstein 算子研究了处理 MCDM 问题的

策略。Liu 等[46]率先提出了具有正态 tSPFS 的 Maclaurin 对称均值算子及其权

重。Khan 等[47]提出了 t-SPF 背景下的阿基米德集成算子及其对 MCDM 问题的

实现。 
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1.2.2 Aczel-Alsina 范数研究评述 

Menger[48]在其空间理论中提出了三角范数(t-NMs)的概念。t-NM 及其相关的

三角余范数(t-CNM)是 PFS 中的关键，例如，Einstein t-NM 和 t-CNM[49]，

Archimedes t-NM 和 t-CNM[50]，Lukasiewicz t-NM 和 t-CNM[51]，Hamacher t-NM

和 t-CNM[52]等。Klement 和 Mesia[53]对 t-NMs 的特征及性质进行了的研究。Aczel

和 Alsina[54]提出了新的三角范数，称为 Aczel-Alsina t-NM (AA t-NM)和 Aczel-

Alsina t-CNM (AA t-CNM)，它们对参数变化设置了很高的区间。由于所包含参

数的可变性质，Aczel-Alsina 范数与其余范数具有重大意义，Senapati 等人利用

AA - t-NMs 提出了决策理论的新思路。他们将 AA t-NMs 应用于 IFS[55]、区间值

IFS[56]、犹豫模糊[57]、图像模糊集[58]环境下的决策问题。 

Wang 等[59]设计了一种分数级评价，该技术同时增加了非真实距离并减小了

真实之间的距离。Naeem 和 Ali[60]介绍了一种基于 AA 球形模糊算子的新型

MCDM 方法，并讨论了它们在评估太阳能电池中的应用。同时，Ali 和 Naeem[61]

根据 AA 运算规律，提出了各种 ,  p q正交模糊集成算子。根据前面的讨论，MCDM

中使用的集成算子与现实世界的现象一致。为了在多属性决策中获得最优解，数

据应该更容易处理。此外， ,  ,  r s t -SPFS 环境比 IFS，PFS，SPFS 和 t-SPFS 更有

效地处理歧义。AA t-NM 和 t-CM 目前尚未在 ,  ,  r s t -SPFS 框架内使用。鉴于这

些考虑，将 AA 范数集成算子的概念引入 ,  ,  r s t -SPFS 环境，然后研究它们在多

属性决策中的应用。最近，Ali 和 Naeem[8]提出了 ,  ,  r s t -SPFNs 的加法、乘法、

标量乘法和标量幂等基本运算定律。利用这些定律，建立了一些 ,  ,  r s t -SPF 集成

算子，并都得到了良好的结果。然而，在 ,  ,  r s t  -SPF 的环境中论述关于 AA 范

数集成的算子的文献较少。 
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1.3 研究内容和技术路线 

 

图 1-1 本文研究框架 

基于 Aczel-Alsina 范数的几类模糊多属性决策方法研究 

 

研究背景描述与现有研究缺陷 

 

研究现状与背景 

基于区间毕达哥拉斯模糊集成算

子决策方法研究现状与研究意义 

究现状与研究意义 

基于中智模糊集成算子决策方法

研究现状与研究意义 

基于 r, s, t 球形模糊集成

算子决策方法研究现状

与研究意义 

1.算子可以考虑属性值之间的相关性 

2.缺少区间毕达哥拉斯模糊的 MSM

算子 

1.中智环境中的 IDOCRIW

法 

2.缺少中智模糊的 Hamy 算

缺少 r, s, t 球形模糊的

Heronian 算子 

 

相关预备知识 

区间毕达哥拉斯模糊 中智模糊 Aczel-Alsina 范数 r, s, t 球形模糊 

研究内容 

基于 Maclaurin 对称均值

算子在区间毕达哥拉斯

多属性决策 

r, s, t 球形模糊加权

Aczel-Alsina 范 数

Heronian 平均算子 

区间毕达哥拉斯模糊加权

MSM 集成算子 

基于 Hamy 算子和对称 Hamy

算子的多值中智多属性群决策

方法 

NEEAAWH

M 和 

NEEAAWD

HM 算子 

得分函数 

IDOCR

IW 法 

得分函数 

基于 Heronian 平均算子的 r, s, 

t 球形多属性决策方法 

得分函数 

案例应用和对比分析 

总结与展望 
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1.4 创新点 

本文主要分析了 Aczel-Alsina 范数在多属性决策上的应用研究，拓宽 Aczel-

Alsina 范数的应用领域，主要创新点有以下几个方面： 

（1）在区间值毕达哥拉斯模糊（IVPF）中构建 Aczel Alsina 范数的 Aczel 

Alsina Maclaurin 对称均值（AAMSM）算子，并应用于电池供应商选择案例。 

（2）在多值中智模糊环境下，结合 Aczel-Alsina 范数构建 Aczel-Alsina Hamy

平均（AAHM）算子和对偶 Hamy 平均（AADHM）算子，改进的 IDOCRIW 法

确定权重，并应用于可再生能源案例。 

（3）在 ,  ,  r s t 球形模糊环境下，结合 Aczel-Alsina 范数构建 Aczel-Alsina 

Heronian 平均（AAHrM）算子，并应用于机器人选择案例中。 
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第 2 章 理论基础 

本文回顾了几类模糊环境下的基础理论，包括区间值毕达哥拉斯模糊、多值

中智模糊环境、 ,  ,  r s t 球形模糊环境相关概念，然后解释了 Aczel-Alsina 范数的

相关概念以及在上述几类环境中的一些基本运算。 

2.1 几类模糊环境下的基础理论 

2.1.1 区间值毕达哥拉斯模糊相关概念 

 

定义 2.1.1[62]设 X 为论域，称  , ( ), ( )A AA x x x = 为论域 X 上的毕达哥拉斯

模糊集，其中  : 0,1A X → ，  : 0,1A X → 是 X 上的两个映射，并且满足 

 ( )
22( ( )) ( ) 1A Ax x +    (2.1) 

其中： A  是  0,1X → 的隶属度； A 是  0,1X → 的非属度，犹豫度 A 可以表示

为 

 ( )
221 ( ( )) ( )A A Ax x  = − −  (2.2) 

定义 2.1.2[62] ：设 X 为论域，称 

 , ( ), ( ) , ( ), ( )L U L U

A A A AA x x x x x      =     x X   

为论域 X  上的一个区间值毕达哥拉斯模糊集，其中  ( ), ( ) 0,1 ,L Ux x      

 ( ), ( ) 0,1L Ux x      分别表示元素 x 在 A 的区间值隶属度和区间值非隶属度，

且对于任意元素 x 都有 x A 有 ( ) 0L x  ， ( ) 0L x  ， ( )
2

20 ( ( )) ( ) 1U Ux x  +  ， 

( ) ( )
2 2

2 2( ) ( ( ), ( )) 1 ( ( )) ( ) , 1 ( ( )) ( )L U U U L L

A x x x x x x x      
 

= = − − − − 
 

  (2.3) 

( )A x 为 x 隶属于 A的犹豫度。 

 

2.1.2 中智模糊 

定义 2.1.3[8] 设 { 1,2, , }kY y k m= = 为有限全域集 Y 上多值中智模糊集  

的 M 被定义为  
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  , ( ), ( ), ( )k T k I k F k kM y M y M y M y y Y=    (2.4) 

其中 ( ), ( ), ( )T k I k F kM y M y M y  分别为具有相同或不同模糊值的真、不确定、假序

列， 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kr

T k T k T k T kM y y y y  = ， 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kr

I k I k I k I kM y y y y  = ， 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kr

F k F k F k F kM y y y y  = ， ky Y ， 

kr 表 示 序 列 的 长 度 ， 满 足 0 sup ( ) sup ( ) sup ( ) 3T k I k F kM y M y M y + + 

( 1,2, , )k m= 。 

为了方便，在按降序排列中，在 M 的 NMVE 第 k 个元素可以被表示为

1 2 1 2( ), ( ), ( ) ( ( ), ( ), , ( )), ( ( ), ( ), ,k

k

r

S T k I k F k Tk k Tk k Tk k Ik k Ik kM M y M y M y y y y y y    = =  

1 2( )), ( ( ), ( ), , ( ))k kr r

Ik k Fk k Fk k Fk ky y y y    。 

定义 2.1.4 [8] 设 ( ), ( ), ( )
kS T k I k F kM M y M y M y= ，其中 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kr

T k T k T k T kM y y y y  = ， 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kr

I k I k I k I kM y y y y  = ， 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kr

F k F k F k F kM y y y y  = ， 

为 NMVE 的第 k 个元素。其 NEE 可表示如下： 

  ( , ), ( , ), ( , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e  = ，  (2.5) 

其中 , , [0,1]Tk Ik Fk    为真、不确定性和假度序列的平均值， , , [0,1]Tk Ik Fke e e    

为真、不确定性和假度序列的归一化熵值，由下式得到： 

（1）
1

1 kr
j

Tk Tk

jkr
 

=

=   和
1

1 1

1
ln

ln

k

k k

r j j

Tk Tk
Tk r r

j j jk
Tk Tk

j j

e
r

 

 =

= =

 
 
 = −
 
 
 


 

 ； 
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（2）
1

1 kr
j

Ik Ik

jkr
 

=

=  和
1

1 1

1
ln

ln

k

k k

r j j

Ik Ik
Ik r r

j j jk
Ik Ik

j j

e
r

 

 =

= =

 
 
 = −
 
 
 


 

； 

（3）
1

1 kr
j

Fk Fk

jkr
 

=

=  和
1

1 1

1
ln

ln

k

k k

r j j

Fk Fk
Fk r r

j j jk
Fk Fk

j j

e
r

 

 =

= =

 
 
 = −
 
 
 


 

。 

注：由于 kr 分量的熵不能超过 ln ( 1)k kr r  ，所以定义的归一化香农熵测度满足

, , [0,1]Tk Ik Fke e e  ，并且存在如下结果： 

 

满足香农熵条件。当多值序列中所有分量的值相同时，归一化香农熵等于 1。 

 

2.1.3 , ,r s t 球形模糊 

定义 2.1.5 [10]设Y 为一个论域。 , ,r s t 球形模糊集( , ,r s t SPFS− ) M 在Y 上表

示为 

  , ( ), ( ), ( )M y y y y y Y  =    (2.6) 

其中 : [0,1]Y → ， : [0,1]Y → ， : [0,1]Y → ，表示为隶属等级（MG），中性

等级（NG），非隶属等级（NMG），对于任意的 y Y 有自然数 , ,r s t 使

0 ( ) ( ) ( ) 1r s ty y y   + +  ，不确定的度 ( ) 1 ( ) ( ) ( )r s tly y y y   = − − − ，其中 l

是 ,r s 和 t的最小公倍数。 

2.2 Aczel-Alsina 范数的相关运算定律 

定义 2.2.1[54] 设 x 和 y 为两个随机的非负实数，Aczel-Alsina 范数和余范数

可表示为： 

1 1 1

1 1 1

1, 1, 1
k k k

k k k

r r rj j j

Tk Ik Fk

r r r
j j jj j j

Tk Ik Fk

j j j

  

  = = =

= = =

= = =  
  
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1/( (( ln ) ( ln ) ))( , ) , 0x y

AT x y e
   − − + −=    (2.7) 

1/( (( ln(1 )) ( ln(1 )) ))( , ) 1 , 0x y

AS x y e
   − − − + − −= −    (2.8) 

基于 IVPFS 概念和定义 2.2.1，提出了 IVPFN 的 Aczel-Alsina 运算定律。 

定义 2.2.2[63] 设 ( ), , ,L U L Up       =      ， ( )1 1 1 1 1, , ,L U L Up       =      ， 

( )2 2 2 22
, , ,L U L Up       =     ，是三个区间毕达哥拉斯模糊集（IVPIFS），则

Aczel – Alsina 算子的定义运算如下： 

(1)  

2 2 1/ 2 2 1/
1 2 1 2

2 2 1/ 2 2 1/
1 2 1 2

(( log((1 ( ) )) ( log((1 ( ) )) ) (( log((1 ( ) )) ( log((1 ( ) )) )

1 2

(( log( ) ) ( log( ) ) ) (( log( ) ) ( log( ) ) )

1 , 1 ,

,

L L U U

L L U U

p p e e

e e

     

     

   

   

− − − + − − − − − + − −

− − + − − − + −

  = − −
  

  
  

； 

(2) 

2 2 1/ 2 2 1/
1 2 1 2

2 2 1/ 2 2 1/
1 2 1 2

(( log( ) ) ( log( ) ) ) (( log( ) ) ( log( ) ) )

1 2

(( log(1 ( ) )) ( log(1 ( ) )) ) (( log(1 ( ) )) ( log(1 ( ) )) )

, ,

1 , 1

L L U U

L L U U

p p e e

e e

     

     

   

   

− − + − − − + −

− − − + − − − − − + − −

  =
  

 − − 
  

； 

(3) 

2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/( ( log( ) ) ) ( ( log( ) ) ) ( ( log(1 ( ) )) ) ( ( log(1 ( ) )) ), , 1 , 1
L U L U

p e e e e
               − − − − − − − − − −   = − − 

      
； 

(4) 

2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/( ( log(1 ( ) )) ) ( ( log(1 ( ) )) ) ( ( log( ) ) ) ( ( log( ) ) )1 , 1 , ,
L U L U

p e e e e
               − − − − − − − − − −   = − − 

      
。 

定理 2.2.1[63]：设 ( ), , ,L U L Up       =     ， ( )1 1 1 1 1, , ,L U L Up       =      ， 

( )2 2 2 22
, , ,L U L Up       =     是三个区间毕达哥拉斯模糊集，则有 

（1） 1 2 2 1p p p p =  ； 

（2） 1 2 2 1p p p p =  ； 

（3） ( )1 2 1 2p p p p   =  ； 

（4） ( )1 2 1 2p p p   + =  ， 1 2, 0   ； 

（5） ( )1 2 1 2p p p p
 

 =  ； 
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（6）
1 2 1 2( )

p p p
   +

 = ， 1 2, 0.    

基于 NEE 概念和定义 2.2.1，提出了 NEE 的 Aczel-Alsina 运算定律。 

定义 2.2.3 [8] 设 1 1 1 1 1 1 1( , ), ( , ), ( , )T T I I F FNE e e e  = ， 

2 2 2 2 2( , ), ( , ) ,T T I INE e e =  2 2( , )F Fe  

是两个NEEs， 1 0  ， ，则 Aczel – Alsina 算子的定义运算如下： 

（1） 

( ) ( )

( ) ( )

1/ 1/
1 2 1 2

1/ 1/
1 2 1 2

(( log((1 )) ( log((1 )) ) (( log((1 )) ( log((1 ))) )

1 2

1/
(( log ) ( log ) ) (( log ) ( log ) )

1 , 1 ,

                     , ,

                 

T T T T

I I I I

e e

q
e e

NE NE e e

e e

     

     

 

 

− − − + − − − − − + − −

− − + − − − + −

  = − −
 

 
  

( ) ( )
1/ 1/

1 2 1 2(( log ) ( log ) ) (( log ) ( log ) )
    , ;F F F Fe e

e e
      − − + − − − + − 

 

； 

（2） 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1/ 1/
1 2 1 2

1/ 1/
1 2 1 2

1/
1 2

(( log ) ( log ) ) (( log ) ( log )) )

1 2

(( log((1 )) ( log((1 )) ) (( log((1 )) ( log((1 )) )

(( log((1 )) ( log((1 )) )

, ,

1 , 1 ,

1 , 1

T T T T

I I I I

F F

e e

e e

NE NE e e

e e

e

     

     

  

 

 

 

− − + − − − + −

− − − + − − − − − + − −

− − − + − −

  =
 

 − −
 

− −( )
1/

1 2(( log((1 )) ( log((1 )) )
;F Fe e

e
  − − − + − − 

 
； 

（3） 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1/ 1/
1 1

1/ 1/
1 1

1/ 1/
1 1

( ( log ) ) ( ( log ) )

1

( ( log((1 )) ) ( ( log((1 )) )

( ( log((1 )) ) ( ( log((1 )) )

, ,

           1 , 1 ,

           1 , 1

T T

I I

F F

e

e

e

NE e e

e e

e e

   

   

   

  

  

  

− − − −

− − − − − −

− − − − − −

 =
 

 − −
 

 − −
 

； 

（4） 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1/ 1/
1 1

1/ 1/
1 1

1/ 1/
1 1

( ( log((1 )) ) ( ( log((1 )) )

1

( ( log ) ) ( ( log ) )

( ( log ) ) ( ( log ) )

1 , 1 ,

, ,

,

T T

I I

F F

e

e

e

NE e e

e e

e e

   

   

   

  

  

  

 − − − − − −

− − − −

− − − −

 = − −
 

 
 

 
 

。 
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定义 2.2.4[8] 设 1NE , 2NE 为两个 NEEs，其中 

1 1 1 1 1 1 1( , ), ( , ), ( , )T T I I F FNE e e e  =  ； 

2 2 2 2 2 2 2( , ), ( , ), ( , )T T I I F FNE e e e  = ； 

两者关系被定义如下： 

（1） 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,T T T T I I I I F F F FNE NE e e e e e e            和   ； 

（2） 1 2 1 2 2 1NE NE NE NE NE NE=   和 ； 

（3） 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ),( , ),( , )T T T T I I I I F F F FNE NE e e e e e e     =        ； 

（4） 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ),( , ),( , )T T T T I I I I F F F FNE NE e e e e e e     =        ； 

（5） 1 1 1 1 11 1( ) ( ), ( ), ( ), , ,F F I I T T

C e eNE e  =  。 

基于 ,  ,  r s t -SPFS 概念和定义 2.2.1，提出了 ,  ,  r s t -SPFN 的 Aczel-Alsina 运算

定律。 

定义 2.2.5[64] 设 1 2, ,   为任意三个 ,  ,  r s t -SPFNs， 1  ，并且 0  ，则对

它们的 AA - t-NM 和 t-CM 运算表示为 

（1）

( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2

1/
* *

*
1 2

1/
* *

*
1 2

1/
* *

*
1 2

1 exp ln 1 ln 1 ,

exp ln ln ,

exp ln ln

r r
r

s s
s

t t
t

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 =

  
 − − − − + − − 
  
 

  
− − + −  
  

  
 − − + −    

 ； 

（2）

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )

1/
* *

*
1 2

1/
* *

*
1 2 1 2

1/
* *

*
1 2

exp ln ln ,

1 exp ln 1 ln 1 ,

1 exp ln 1 ln 1

r r
r

s s
s

t t
t

 

 

 

 

 

 

 

   

 

  
− − + −  
  

 
  

= − − − − + − −  
  

  
 − − − − + − −  

  

  ； 
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（3）

( )( )

( )( )( )

( )( )( )

*
1/

*

1/

*

1/
*

*

*

exp ln ,

1 exp ln 1 ,

1 exp ln 1

r

s

t

r

s

t






















 



  
− −  
  

 
  

= − − − −  
  

  
 − − − −  

  

 ； 

（4）

( )( )( )

( )( )

( )( )

1/

*

1

*

*

*

/

*

1/

*

1 exp ln 1 ,

exp ln ,

exp ln

r

s

r

s

t
t















 





 



  
 − − − − 
  
 

  
= − −  

  
  
 − −    

 。 

,  ,  r s t -球形模糊数的运算律由定理 2.2.2 给出。 

定理 2.2.2[64] 设 , 1 , 2 是任意三个任意 , , sr s t SPFN− ，有 

1. 1 2 2 1    =  ； 

2. 1 2 2 1    =  ； 

3. 1 2 1 2( ) , 0      =   ； 

4. 1 2 1 2 1 2( ) , 0, 0       + = +   ； 

5. 1 2 1 2( ) , 0       =   ； 

6. 1 2 1 2( )

1 2, 0, 0
       +
 =   。 

本章主要论述了模糊集的相关概念以及 Aczel-Alsina 范数分别与区间值毕

达哥拉斯模糊集、多值中智模糊集以及 ,  ,  r s t球形模糊相结合的 Aczel-Alsina 运

算定律。接下来，主要论述在不同模糊环境下的 Aczel-Alsina 范数相结合的决策

方法，并应用于实际案例中。 
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第 3 章 基于 MSM 的区间毕达哥拉斯模糊多属性决策方法 

 

在进行多属性决策时，决策者往往会出现判断犹豫不决的情况，其主要原因

是属性与属性之间的相关性。Aczel-Alsina Maclaurin 对称均值算子（AAMSM）

是在区间值毕达哥拉斯模糊（IVPF）中构建的。其优点是决策者可以根据风险偏

好做出决策，适用于处理不确定环境中的复杂数据。首先分析了区间值毕达哥拉

斯模糊 Aczel-Alsina Maclaurin 对称均值（IVPFAAMSM）算子的性质，提出了 

IVPFAAMSM 多属性决策方法，并进行了灵敏度分析。最后，将提出的方法应用

于选择电池供应商案例，说明了该方法的可行性和有效性。 

3.1 预备知识 

为了更好的对决策的综合属性进行分析，下面给出得分函数和精确函数的相

关定义。 

定义 3.1.1[65] 设 ( ), , ,L U L Up       =      为区间值毕达哥拉斯模糊数，则得

分函数定义为 

 ( ) ( )
2 2

2 21
( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

2

L U L US p x x x x    = + − −
  

. (3.1) 

定义 3.1.2[65]设 ( ), , ,L U L Up       =       为区间值毕达哥拉斯模糊数，则精

确函数定义为 

 ( ) ( )
2 2

2 21
( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

2

L U L UH p x x x x    = + + +
  

. (3.2) 

定义 3.1.3[66]设 X 为论域，若pi 是与 X 有关的两个 IVPFS ， 1,2i = ， 

(1) 若 1 2(p ) (p )S S ，则 1 2p p ，即 1p 优于 2p ； 

(2) 若 1 2(p ) (p )S S ，则 1 2p p  ，即 1p 劣于 2p ； 

(3) 若 1 2(p ) (p )S S= ，则有 

（i） 1 2(p ) (p )H H  则 1 2p p ，即 1p 优于 2p ； 

（ii） 1 2(p ) (p )H H  则 1 2p p ，即 1p 劣于 2p ； 

（iii） 1 2(p ) (p )H H=  则 1 2p ~ p ，即 1p 与 2p 无异。 
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根据在定义 2.2.2 IVPFE上的运算法则，设 ( 1,2, , )ip i n=  为一列 IVPFE  ，

相关权重向量 1 2( , , , )T

n   = ，满足 0i  且
1

1
n

i

i


=

= ，则有  

（1）区间毕达哥拉斯模糊加权平均（IVPFAAWA）算子[63]： 

 
( )

1/1/

22

11

1/ 1/

2 2

1 1

1 2
1

( log((1 ( ) ))( log((1 ( ) ))

( log( ) ) ( log( ) )

( , , , )

1 , 1 ,

,

nn
UL

i ii i

ii

q q
L U

i i i i

i i

n

n i i
i

IVPFAAWA p p p p

e e

e e





 

 

  

   



==

= =

=

 
 − − −− − −
 
 

   
   − − − −
   
   

= 

 
 

= − − 

 
   

 

 (3.3) 

（2） 区间毕达哥拉斯模糊加权几何（IVPFAAWG）算子[67]： 

 

 

( )

1/ 1/

2 2

1 1

1/1/

22

11

( log( ) ) ( log( ) )

1 2
1

( log((1 ( ) ))( log((1 ( ) ))

( , , , ) , ,

1 , 1

n n
L U

i i i i
i

i i

nn
UL

i ii i

ii

n

n i
i

IVPFAAWG p p p p e e

e e

 

 





   


  

= =

==

   
   − − − −
   
   

=

 
 − − −− − −
 
 

 
  

=  =  

 
  

− −  

 

(3.4) 

定义 3.1.4[25]设 ( 1, 2, , )ia i n= 是一组非空实数，并且 1,2, ,r n= ，如果 

 1

1/

1 1( )

1 2( , , , )
j

r

r
r

i

i i n jr

n n

r

a

MSM a a a
C

    =

 
 
 =
  

 
  (3.5) 

则称为 Maclaurin 对称平均算子，简称 ( )rMSM 。其中 1,2, ,n（ ）中遍历组合的 r 元

组为 1 2( , , , )ri i i ，
!

!( )!

n

r

n
C

r n r
=

−
为其中的二项式系数。 

(1) 若 0a  且对任意的 i ，都有 ia a= ，则 1 2( , , , )nMSM a a a a= ； 

(2) 若 i ia b ，则 ( ) ( )

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )r r

n nMSM a a a MSM b b b ； 

(3) ( )

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )r

n n nMIN a a a MSM a a a MAX a a a  。 
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3.2 区间毕达哥拉斯模糊 Maclaurin 对称平均算子

（IVPFAAMSM）及其性质 

定义 3.2.1 设 ( 1,2, , )ip i n= 是一组区间毕达哥拉斯模糊元，且 1,2, ,r n=  ，

若 

 1

1/

1 1( )

1 2( , , , )
j

r

r
r

i
i i n jr

n n

r

p
IVPFAAMSM p p p

C

    =

 
  

=  
 

 (3.6) 

则称其为区间值毕达哥拉模糊 Aczel – Alsina Maclaurin 对称平均算子，简记为

( )r
IVPFAAMSM 算子。其中 1,2, ,n（ ）中遍历组合的 r 元组为 1 2( , , , )ri i i ，

!

!( )!

n

r

n
C

r n r
=

−
为其中的二项式系数。 

定理 3.2.1 设 ( 1,2, , )ip i n= 为一列 IVPFE，则运用 ( )r
IVPFAAMSM 算子集

成得到的模糊集仍为 IVPFE，且有

 

2 1/ 2 1/( ( log(( ) ) ) ( ( log(( ) ) )

1 1

1 11/ 1/1 1

( ( log(

( )

1/ 1/

( log(1 )) ( log(1 ))

( ) ( )

( log(1

(

1 e , 1 ,

r r
L U

i ij j
j j

i i n i i nr r

n n
r r

r

r r

e e

C C

e

IVPFAAMSM

e

e

    
 

 

− − − − 
= =

       

− −

− − − −

− −

− −

−

=

    
             − −    

2 1/ 2 1/1 ( ) )) ) ( ( log(1 ( ) )) )

1 1

1 11/ 1/1 1

1/ 1/

)) ( log(1 ))

) ( )

,

r r
L U

i ij j
j j

i i n i i nr r

n n
r r

r r

e

C C
e

    
 

 

− − − − 
= =

       

− −

−

    
                   

  

(3.7) 

证明：（1）根据定义可得 

2 1/ 2 1/

1 1

2 1/ 2 1/

1 1

( ( log(( ) ) ) ( ( log(( ) ) )~

1

( ( log(1 ( ) )) ) ( ( log(1 ( ) )) )

,

1 , 1

r r
L U

i ij j
j j

j

r r
L U

i ij j
j j

r

i
j

p e e

e e

   

   

 

 

= =

= =

− − − −

=

− − − − − −

  
   

 =  

 
   

− −  

，
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1

2 1/ 2 1/( ( log(( ) )) ) ( ( log(( ) )) )
1/ 1/1 1

1 11 1

2 1/( ( log(1 ( ) )) )

1

1

~

1 1

( ( log(1 ) ) ( ( log(1 ) )

( ( log(1 )

1 , 1 ,

j
r

r r
L U

i ij j
j j

i i n i i nr r

r
L

i j
j

r

i
i i n j

e e

e

p

e e

e

    
   

 


− − − − 
= =

       

− − −
=



    =

− − − − − −

− − −

  =

 
  
 − −  

2 1/( ( log(1 ( ) )) )
1/ 1/1

11 1

) ( ( log(1 ) )

,

r
U

i j
j

i i n i i nr r

e

e

 
  

− − −
=

      

− − −

 
   
  

  

1

2 1/ 2 1/( ( log(( ) ) ) ( ( log(( ) ) )

1 1

1 11/ 1/1 1

1/
~

1 1

1/ 1/

( log(1 )) ( log(1 ))

( ) ( )

1 e , 1 ,

j
r

r r
L U

i ij j
j j

i i n i i nr r

n n
r r

r
r

i
i i n j

n

r

r r

e e

C C

p

C

e

    
 

 

− − − − 
= =

       

    =

− − − −

− −

 
  

= 
 
 

    
     
        − −    

2 1/ 2 1/( ( log(1 ( ) )) ) ( ( log(1 ( ) )) )

1 1

1 11/ 1/1 1

1/ 1/

( log(1 )) ( log(1 ))

( ) ( )

,

r r
L U

i ij j
j j

i i n i i nr r

n n
r r

r r

e e

C C
e e

    
 

 

− − − − − − 
= =

       

− − − −

− −







    
                   

  

( ) 0L x  ， ( ) 0L x  ， ( ) ( )
2 2

0 ( ) ( ) 1
j j

U U

i ivx x +  。 

对  1,2, ,i n ，满足0 1
j j

L U

i i    ，0 1
j j

L U

i iv v   ，有 

2 1/( ( log(( ) ) )

1

1 1/1

1/

( log(1 ))

( )
0 1

1

r

j

U
i j

i i nr
r
n

r

e

C
e

 




− −
=

   

− −

−

 
  
  

− 

， 

和

2 1/( ( log(1 ( ) )) )

1

1 1/1

1/

( log(1 ))

( )
0 1

r

j

i i nr
r

i j

n

Lv

r

e

C
e

 





− − −
=

   

− −

−

 
  
  
 

； 

且 ( ) ( )
2 2

( ) ( ) 1
j j

U U

i ivx x +  ，即 ( ) ( )
2 2

( ) 1 ( )
j j

U U

i ix v x  − ，对任意  1,2, ,i n ，有 

2 1/ 2 1/

1 1

( ( log(( ) )) ) ( ( log(1 ( ) )) )

r r

j

U U
i ij j

je e

    

= =

− − − − − 
， 

2 1/ 2 1/( ( log(( ) )) ) ( ( log(1 ( ) )) )
1/ 1/1 1

1 11 1

( ( log(1 ) ) ( ( log(1 ) )

1 1

r r
v

j j

i i n i i n

U U
i ij

r

j

r

e e

e e

   
   

− − − − − 
= =

       

− − − − − − 
− − ， 

2 1/ 2 1/( ( log(( ) ) )) ( ( log(1 ( ) ) ))

1 1

1 11/ 1/1 1

2/ 2/

( log(1 )) ( log(1 ))

( ) ( )
  

1 1

r r
v

j j

i i n i i nr r

r

U U
i

n

j

n

i

r

j

r r

e e

C C
e e

   
 

 

− − − − − 
= =

       

− − − −

− −

   
    
      

− −   

； 

即
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2 1/ 2 1/( ( log(( ) ) )) ( ( log(1 ( ) )) )

1 1

1 11/ 1/1 1

2 1/( ( log(1 ( ) ) ))

1

1/ 1/

( log(1 )) ( log(1 ))

( ) ( )

( log(1 )

(

  

1

1

U U
i ij j

U
i j

r r

j j

i i n i i nr r

r r
n n

r

j

r r

e e

C C

e

e e

e

    
 

 

 

− − − − − 
= =

       

− − −
=

− − − −

− −

− −

−

   
    +
      

−   



−

2 1/( ( log(1 ( ) )) )

1

1 11/ 1/1 1

2/ 2/

) ( log(1 ))

) ( )
  1

U
i j

r

j

i i n i i nr r

r r
n n

r r

e

C C
e

 
 

 

− − −
=

       

− −

−

   
    + 
      
   

. □ 

定理3.2.2 若 ( ), , ,L U L U

i i i ii
p       =     是一组 IVPFNs， ( )r

IVPFAAMSM 可满

足以下性质： 

（1）（幂等性）如果对于任意 1,2, ,i n= 都有 ip p= ，则 

 
( )

1 2( , , , )
r

nIVPFAAMSM p p p p=  (3.8) 

（2）（置变不换性）若
'

( 1,2, , )ip i n= 是 i
p 的任意一组置换，则 

 ( ) ( ) ' ''

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )
r r

n nIVPFAAMSM p p p IVPFAAMSM p p p=  (3.9) 

（3）（单调性）若
'

ip 和 i
p 为两个任意的 IVPFE，对于任意 1,2, ,i n= ，如果

有
' ' ' ', , ,L L U U L L U U

i i i i i i i i           ，则 

 ( ) ( ) ' ''

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )
r r

n nIVPFAAMSM p p p IVPFAAMSM p p p  (3.10) 

（4）（有界性）设 min ([min m, in ],[min min ]),,L U L U

i ii
i i i i

i ip p    
−

= − =   

max ([max ma, x ],[max max ]),,L U L U

i i i
i

ii
i i i

p p    
+

= =  

则有 

 ( )
1 2( , , , )

r

nIVPFAAMSM p ppp p
− +

  . (3.11) 

3.3 基于 IVPFAAWMSM 算子的多属性决策模型及其应用 

 3.3.1 IVPFAAWMSM 算子 

 

定理 3.3.1 设 ( ), , ,L U L U

i i i ii
p       =     是一系列 IVPFE，其中 1,2, ,i n= ，

相关的权重向量为 1 2( , , , )T

n   = ，满足 0( 1,2, , )i i n  = 且
1

1
n

i




=

= ，若 
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1

2 1/ 2 1/( ( log(( ) )) ) ( ( log(( ) )) )

1 1

1 11/1 1

1/

1 1
( )

1/

( log(1 )) ( log(1 ))

( ) (

1 , 1

i j

j
r

r r
L U

i i i ij j j j
j j

i i n i i nr r

r
n

r
r

i
i i n j

r

r

n

r

e e

C

p

IVPFAAWMSM
C

e e

      
 





− − − − 
= =

       

    =

− − − −

− −

  
   

 
 = =
 
  

 
 
  

− − 

1/

2 1/ 2 1/( ( log(1 ( ) )) ) ( ( log(1 ( ) )) )

1 1

1 11/ 1/1 1

1/

)

1/ 1/

( log(1 )) ( log(1 ))

( ) ( )

,

,

r
n

r r
L U

i i i ij j j j
j j

i i n i i nr r

r r
n n

r

C

r r

e e

C C
e e



      
 

 

− − − − − − 
= =

       

− − − −

− −

  
        

   
    
      
   




 

(3.12) 

则称 ( )r
IVPFAAWMSM 为区间毕达哥拉斯模糊 AA 加权 Maclaurin 平均算子。其

中 1 2( , , , )ni i i  遍历组合 1,2 ,n（ ， ）中所有 r 元组，
!

!( )!

r

n

n
C

r n r
=

−
为二项式系数。 

3.1.2 算法模型 

 

设方案集为  1 2, , , nX x x x= ，  1 2, , , nC C C C= 为属性集，属性权重向量

1 2( , , , )T

n   = ，满足 0j  且
1

1
n

j

j


=

= 。为了从方案中选择最佳方案，现邀

请专家针对选择方案运用专业知识进行综合评估得到多个区间值毕达哥拉斯模

糊集，进而构建出相应的区间值毕达哥拉斯模糊决策矩阵 ( )
ji m nE p = ，

1,2, ,i m= ； 1,2, ,j n= 。 

具体步骤如下： 

步骤 1 根据各选择方案相关的决策信息，构建相应的区间值毕达哥拉斯模

糊决策矩阵 ( )
ji m nE p = 。 

步骤 2 决策信息标准化。将决策矩阵 E 规范化转化为规范矩阵， 

j

j

j

i j

i C

i j

p
p

p




= 


，C 为效益型属性

,C 为成本型属性
。 

步骤 3 运用 IVPFAAWA算子、 IVPFAAWG算子、 IVPFAAWMSM 算子计算

各选择方案 ix 的综合属性 ip 。 

步骤 4 计算各选择方案综合属性 ip  的得分函数 ( )iS p 和精确函数 ( )iH p 。 
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步骤 5 对各选择方案排序，选择出这些方案中综合性能值最高的方案。 

3.4 案例分析 

江铃集团新能源汽车有限公司（JMEV）由江铃汽车集团股份有限公司创建。

其总部位于中国南昌。公司专注于新能源汽车的研发、制造、销售和服务，发展

迅速。该公司希望在未来五年内打造多款新能源汽车车型和整个电动汽车平台[68]。 

JMEV 希望为其新能源汽车的电池选择顶级电池供应商，以提高其市场竞争

力。经过初步筛选，以下五家供应商企业是潜在的电池供应商： 

1x :天津力神电池股份有限公司； 2x :宁德时代新能源科技股份有限公司； 

3x :远东福斯特新能源有限公司； 4x :深圳比亚迪锂电池有限公司； 

5x :中航锂电（洛阳）有限公司。 

公司要求决策者在五个备选方案  
5

1
 i i

X x
=

=   中，根据四个属性选择最佳电

池供应商。这些属性  
4

1iiC C
=

=  具体描述如下。 

电池价格 1( )C  ：除了降低生产过程中的能源消耗和废物处理成本外，价格低

廉的电池还能降低运营和维护成本。这不仅能提高企业的盈利能力和整体经济效

益，还能增强企业的竞争力。 

电池质量 2( )C   ：作为现代技术不可或缺的一部分，电池质量直接影响设备

的性能和用户体验。因此，制造商在追求更高质量的电池时需要考虑这些关键因

素，以满足用户对持久电力支持的需求。 

物流效率 3( )C  ：及时将产品运送到约定地点对于保持客户满意度和市场份

额至关重要。高效的物流系统可以帮助企业降低成本，提高生产效率，确保产品

按时送达目的地。 

电池安全 4( )C  ：虽然电池是我们日常生活中必需的能源，但使用或处置不

当会危及我们的健康、安全、环境甚至电池本身。因此，电池安全极为重要。 

为了保证决策结论的合理性，每年对潜在电池供应商进行评估是决策者的职

责所在。本方法中评价指标的加权向量为 ( )0.25,0.28,0.24,0.23
T

 = ，评价数据为

IVPFE。为了维护市场的公平性和透明度，这一评估过程是必要的，以确保电池

供应商的资质和产品质量得到考虑。 
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表 3-1 IVPF 决策矩阵 

 1C   2C   3C   4C   

1x  
([0.55,0.60], 

[0.25,0.30]) 

([0.55,0.60], 

[0.25,0.30]) 

([0.50,0.55], 

[0.30,0.30]) 

([0.50,0.50], 

[0.25,0.30]) 

2x  
([0.45,.0.50], 

[0.30,0.35]) 

([0.45,0.45], 

[0.35,0.35]) 

([0.50,0.50], 

[0.30,0.50]) 

([0.55,0.60], 

[0.25,0.35]) 

3x  
([0.50,0.50], 

[0.30,0.30]) 

([0.55,0.60], 

[0.25,0.30]) 

([0.60,0.60], 

[0.20,0.30]) 

([0.50,0.60], 

[0.20,0.40]) 

4x  
([0.60,0.65], 

[0.25,0.30]) 

([0.50,0.50], 

[0.30,0.35] 

([0.55,0.55], 

[0.20,0.30]) 

([0.55,0.65], 

[0.25,0.25]) 

5x  
([0.40,0.55], 

[0.10,0.40]) 

([0.45,0.50], 

[0.30,0.30]) 

([0.50,0.55], 

[0.30,0.35]) 

([0.50,0.55], 

[0.30,0.30]) 

 

步骤 1：根据相关决策信息，构建 IVPF 决策矩阵，如表 3-1 所示。 

步骤 2：根据上述信息，四个属性指标均为效益指标，因此无需对专家决策

信息矩阵进行归一化处理。 

步骤 3：根据表  3-1 所示的决策信息矩阵，利用 IVPFAAWA   算子、

IVPFAAWG 和 ( )r
IVPFAAWMSM   算子的相关信息计算各方案的综合值

( 1,2, , )ip i m= ，其中 3 = ，可得如下结果。 

   ( )1 0.5302,0.5739 , 0.2600,0.300x = ;    ( )2 0.4963,0.5289 , 0.2968,0.3730x = ;

   ( )3 0.5485,0.5840 , 0.2312,0.3166x = ;    ( )4 0.5564,0.6072 , 0.2456,0.2968x = ;

   ( )5 0.4709,0.5388 , 0.1952,0.3302x = . 

IVPFAAWG算子的综合值为： 

   ( )1 0.5241,0.5580 , 0.2671,0.300x = ;    ( )2 0.4790,0.4988 , 0.3131,0.4209x = ;

   ( )3 0.5319,0.5667 , 0.2567,0.3403x = ;    ( )4 0.5433,0.5669 , 0.2644,0.3131x = ;

   ( )5 0.4542,0.5339 , 0.2866,0.3514x = . 

1( 1)IVPFAAWMSM r = 算子的综合值为： 

   ( )1 0.6810,0.7004 0.2082,0. 00, 24x = ;    ( )2 0.6450,0.6707 0.2355,0. 23, 30x = ;

   ( )3 0.6939,0.7116 0.1832,0. 58, 25x = ;    ( )4 0.6916,0.7305 0.1947,0. 55, 23x = ;

   ( )5 0.6323,0.6792 0.1586,0. 58, 26x = . 
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2 ( 2)IVPFAAWMSM r = 算子的综合值为： 

   ( )1 0.7744,0.7958 0.4859,0. 82, 51x = ;    ( )2 0.7506,0.7646 0.5234,0. 43, 59x = ;

   ( )3 0.7806,0.8027 0.4676,0. 27, 54x = ;    ( )4 0.7883,0.8087 0.4788,0. 34, 52x = ;

   ( )5 0.7358,0.7815 0.5033,0. 41, 55x = . 

3( 3)IVPFAAWMSM r = 算子的综合值为： 

   ( )1 0.8224,0.8388 0.6332,0. 93, 65x = ;    ( )2 0.8012,0.8118 0.6669,0. 08, 73x =  ;

   ( )3 0.8286,0.8435 0.6225,0. 43, 68x = ;    ( )4 0.8324,0.8450 0.6295,0. 69, 66x =  ;

   ( )5 0.7905,0.8275 0.6485,0. 30, 69x = . 

4 ( 4)IVPFAAWMSM r = 算子的综合值为： 

   ( )1 0.8508,0.8643 0.7189,0. 01, 74x = ;    ( )2 0.8319,0.8404 0.7480,0. 54, 80x = ;

   ( )3 0.8540,0.8676 0.7118,0. 38, 76x = ;    ( )4 0.8586,0.8677 0.7170,0. 80, 74x = ;

   ( )5 0.8210,0.8548 0.7317,0. 99, 76x = . 

步骤 4：如表 3-2 所示，获取前面提到的运算符综合属性的准确度值和分值。 

步骤 5：根据得分函数值的大小，对每个算子的优劣程度进行排序；得分值

越高，说明合成情况越好，从而选出最佳选择。 

表 3-2  各算子综合属性值的评分函数以及比较 

算子名称 1x   2x   3x   4x   5x   排序结果 

IVPFAAWA  0.2265 0.1494 0.2441 0.2650 0.1825 4 3 1 5 2x x x x x   

IVPFAAWG  0.2123 0.1015 0.2111 0.2243 0.1429 4 1 3 5 2x x x x x   

1IVPFAAWMSM   0.4267 0.3595 0.4444 0.4593 0.3826 4 3 1 5 2x x x x x  

2IVPFAAWMSM   0.3642 0.2605 0.3703 0.3861 0.2959 4 3 1 5 2x x x x x   

3IVPFAAWMSM   0.2722 0.1611 0.2711 0.2829 0.2045 4 1 3 5 2x x x x x   

4IVPFAAWMSM   0.2032 0.0950 0.1960 0.2082 0.1383 4 1 3 5 2x x x x x   

 

根据可视化的最优新能源汽车选择结果，通过对图 3-1 的分析可以得出结

论，基于 IVPFAAWA，IVPFAAWG和 ( )rIVPFAAWMSM 的决策方法，选出的优秀

新能源汽车都是 4x 。这说明决策方法是合理有效的。 
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图 3-1 每个算子的得分值 

由于 r 和是参数变量，不同的参数可能对决策结果产生不同的影响。下面，

我们讨论 r 和参数变化对这个例子的排序结果的影响。为了研究备选方案对结

果的影响，选择参数 [1,4]r 和 [2,21] 的不同值。 

 

图 3-2. ( )1 1IVPFAAWMSM r = 的得分值随 的变化 



安徽工程大学硕士学位论文 

 

24 

 

 

图 3-3. ( )2 2IVPFAAWMSM r = 的得分值随 的变化 

 

图 3-4. ( )3   3IVPFAAWMSM r =  的得分值随 的变化 

 

图 3-5. ( )4 4IVPFAAWMSM r = 的得分值随 的变化 
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如果 {1 2 3 4}r ，，， ，参数 范围在区间[2,12]内，图 3-2和图 3-3显示，当 1,2r = ，

随着变化，排序没有变化， 4x 仍是最优选择。当 3r =  随着的变化， 1x 和 3x 发

生逆序，但是最优选择仍是 4x （如图 3-4）。当 4r = ，当参数较小是最优方案仍

是 4x ，但随着参数 的变大，最优方案是 1x ，同时其他选项的排序并没有更明显

的改变。 

 

3.5 本章小结 

文章在 IVPFS 环境下引入了 Maclaurin 对称平均算子，并基于 Aczel – Alsina

算子提出了区间毕达哥拉斯 AA Maclaurin 对称平均算子（ ( )rIVPIFAAWMSM ）， 

详细阐述其相关性质如幂等性，置换不变性，单调性及有界性；接着，根据参数

,r  的不同变化情况对算子 ( )rIVPIFAAWMSM 的几种特殊情况进行讨论，并构建

基于 ( )rIVPIFAAWMSM 算子的多属性决策模型；最后，将该模型应用于不确定环

境下选择计算机的决策问题，通过比较分析并且将 ( )rIVPIFAAWMSM 与其他算

子进行比较，结果表明本文提出的决策方法具有灵活性和有效性，决策结果能够

满足决策者的自身偏好等需求。本文提出的算子具有以下优点： 

（1）由于参数 ,r  取值的变动，排序结果也会出现微小的变化，表明本文构

建的算子更具有灵活性； 

（2）决策者可以根据个人的决策及风险偏好改变参数，以应对不同决策的需

求，优于个性化特点； 

（3）本文提出的算子可以考虑属性值之间的相关性，以确保决策过程中的信

息完整性，并尽可能避免了决策信息过程中的信息缺失。 
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第 4 章 基于 Hamy 算子和对偶 Hamy 算子的多值中智多属

性群决策方法 

第三章具体地介绍了区间毕达哥拉斯模糊环境下，Aczel-Alsina 范数与

Maclaurin 对称平均算子相结合的新的方法并进行案例分析与敏感度分析。但毕

达哥拉斯模糊环境无法解决不确定度的相关问题，中智模糊基于隶属函数，真实

值隶属度，失真值隶属度和不确定度这四个维度进行分析。本章主要在多值中智

模糊环境下，结合 Aczel-Alsina 范数构建 Aczel-Alsina Hamy 平均（AAHM）算

子和对偶 Hamy 平均（AADHM）算子。首先，分析中智熵元素 Aczel-Alsina Hamy

平均算子（NEEAAHM）和中智熵元素 Aczel-Alsina 对偶 Hamy 平均算子

（NEEAADHM）的性质。其次，提出多值中智环境下的改进的 IDOCRIW 法确

定权重，并将其与 NEEAAHM 和 NEEAADHM 算子结合形成新的决策方法；最

后，将决策方法应用于可再生能源案例，表明该方法的可行性和有效性。 

4.1 预备知识 

为了对 NEEs 进行分类，我们定义了 NEEs 的得分和精确函数以及排名。 

定义 4.1.1[8] 设 ( , ), ( , ), ( , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e  = ( 1,2)k = 为两 NEEs。其得

分函数与精确函数可表示： 

 ( ) (2 ) / 3, ( ) [0,1]k Tk Tk Ik Ik Fk Fk kS NE e e e S NE  = +  −  −     (4.1) 

 ( ) , ( ) [0,1]k Fk Fk Ik Ik kA NE e e A NE =  −    (4.2) 

因此， 1NE 和 2NE 这两个 NEEs按照以下规律排序: 

（1）若 1 2( ) ( )S NE S NE ，则 1 2NE NE ，即 1NE  优于 2NE 。 

（2）若 1 2( ) ( )S NE S NE ，则 1 2NE NE ，即 1NE  劣于 2NE 。 

（3）若 1 2( ) ( )S NE S NE= ，则有 

（i） 1 2( ) ( )H NE H NE ，则 1 2NE NE ，即 1NE 优于 2NE ； 

（ii） 1 2( ) ( )H NE H NE ，则 1 2NE NE ，即 1NE 劣于 2NE ； 

（iii） 1 2( ) ( )H NE H NE= ，则 1 2NE NE ，即 1NE 与 2NE 无异。 
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定义 4.1.2[69] 设 ( 1, 2, , )ka k n=  是一组非空实数，并且 1,2, ,n = ，如果 

 

1

1/

1 1( )

1 2

( )

( , , , )
jk

k k n j

n

n

a

HM a a a
C










    =
 

= , 
(4.3) 

则称 ( )HM  为 Hamy 平均算子。其中 1 2( , , , )k k k 遍历组合 1,2 n（ ， ， ）中的 元

组，
!

!( )!
n

n
C

n



 
=

−
 为二项式系数。 

定义 4.1.3[69] 设 ( 1, 2, , )ka k n=  是一组非空实数，并且 1,2, ,n = ，如果 

 

1

1/

1( )

1 2
1

( , , , )

n

j

C

k
j

n
k k n

a
DHM a a a











=

   

  
  

=   
  

  

 (4.4) 

则称 ( )rDHM 为对偶 Hamy 平均算子。其中 1 2( , , , )k k k  遍历组合 1,2, ,n（ ）中的

 元组，
!

!( )!
n

n
C

n



 
=

−
为二项式系数。 

（1）若 0a   且对任意的 i，都有 ia a= ，则 1 2( , , , )nHM a a a a= ； 

（2）若 i ia b ，则 ( ) ( )

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nHM a a a HM b b b  ； 

（3） ( )

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )n n nMIN a a a HM a a a MAX a a a  。 

4.2 中智熵元素算子及其性质区间 

4.2.1 中智熵元素加权 Hamy 算子（NEEAAWHM）  

 

定义 4.2.1 设 ( , ), ( , ), ( , ) ( 1,2, , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e k n  = = 是一组 NEE，

NEEAAHM 算子可以被定义为： 

 

1

1/

1 1
( )

1 2( , , , )
jk

k k n j

n

n

NE

NEEAAHM NE NE NE
C










    =

 
  

 =  
(4.5) 

因此， NEEAAHM 算子具有以下定理。 

定理 4.2.1 设 ( , ), ( , ), ( , ) ( 1,2, , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e k n  = = 是一组 NEEs，
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则 NEEAAHM 算子的仍为 NEE，且有 

1 11/ 1/( ( ( log( )) )) ( ( ( log( )) ))
1/ 1/

1 1

1 11 1

1
( ( ( log(1

( )

1 2

1 1
( ( ( ln(1 )) )) ( ( ( ln(1 )) ))
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.  

(4.6) 

证明： 
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明显可得出，集成后的算子仍是 NEE。 

定理 4.2.2 若 ( , ), ( , ), ( , ) ( 1,2, , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e k n  = =  是一组 NEEs，
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( )NEEAAHM 
 可满足以下性质： 

(1) 幂等性：如果对于任意 ( 1,2, , )k n=  都有 kNE NE= ，则 

( )

1 2( , , , )nNEEAAHM NE NE NE NE =  。 

(2) 单调性，若 kNE 和 'kNE 为两个任意的 NEE ，对于任意 1,2, ,i n= ，如果

有 ', ', ', ', ', 'Tk Tk Tk Tk Ik Ik Ik Ik Fk Fk Fk Fke e e e e e           ，则 

( ) ( )

1 2 1 2( , , , ) ( ', ', , ')n nNEEAAHM NE NE NE NEEAAHM NE NE NE   。 

(3)有界性，若 NEEs 的最大值和最小值表示如下： 

max ( ( ), ( )), (min( ),min( )), (min( ),min( ))Tk Tk Ik Ik Fk Fk
k k kk k k

NE max max e e e  =  ， 

min (min( ),min( )), ( ( ), ( )), ( ( ), ( ))Tk Tk Ik Ik Fk Fk
k k k kk k

NE e max max e max max e  = ， 

则有 

( )

min 1 2 max( , , , )nNE NEEAAHM NE NE NE NE   。 

定理 4.2.3 设 ( , ), ( , ), ( , ) ( 1,2, , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e k n  = = 是一组 NEE，

其权重为 1 2( , , , )nw w w w=  对满足 [0,1]iw  且
1

1
n

ii
w

=
= 。则 NEEAAWHM 算

子的仍为 NEE，由公式给出： 
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（4.7） 

4.2.2 中智熵元素加权对偶 Hamy（NEEAAWDHM）算子 

定义 4.2.2 设 ( , ), ( , ), ( , ) ( 1,2, , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e k n  = = 是一组 NEEs， 

NEEAADHM 算子可以被定义为： 
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 (4.8) 

因此，NEEAAWDHM 算子具有以下定理。 

定理 4.2.4 设 ( , ), ( , ), ( , ) ( 1,2, , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e k n  = = 是一组

NEE，则 NEEAADHM 算子的仍为 NEE，由公式给出:  
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(4.9) 

证明： 
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明显可看出，集成后的算子仍是 NEE。 

定理 4.2.5 若 ( , ), ( , ), ( , ) ( 1,2, , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e k n  = = 是一组 NEEs，

( )NEEAADHM  可满足以下性质： 

（1）幂等性：如果对于任意 ( 1,2, , )k n=  都有 kNE NE= ，则 

( )

1 2( , , , )nNEEAADHM NE NE NE NE =  

（2）（单调性）若 kNE 和 'kNE 为两个任意的NEE ，对于任意 1,2, ,i n= ，如

果有 ' , ' , ' , ' , ' , 'Tk Tk Tk Tk Ik Ik Ik Ik Fk Fk Fk Fke e e e e e           ，则 

 ( ) ( )

1 2 1 2( , , , ) ( ' , ' , , ' )n nNEEAADHM NE NE NE NEEAADHM NE NE NE   

（3）（有界性）若 NEEs 的最大值和最小值可表示为 

max ( ( ), ( )), (min( ),min( )), (min( ),min( ))Tk Tk Ik Ik Fk Fk
k k kk k k

NE max max e e e  = ， 
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min (min( ),min( )), ( ( ), ( )), ( ( ), ( ))Tk Tk Ik Ik Fk Fk
k k k kk k

NE e max max e max max e  = ， 

则有 

( )

min 1 2 max( , , , )nNE NEEAADHM NE NE NE NE  . 

定理 4.2.6 设 ( , ), ( , ), ( , ) ( 1,2, , )k Tk Tk Ik Ik Fk FkNE e e e k n  = = 是一组 NEE，

其权重为 1 2( , , , )T

nw w w w=  对满足 [0,1]iw  且
1

1
n

ii
w

=
= 。则 NEEAAWDHM 算

子的仍为 NEE，  
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(4.10) 

如以上定理 4.2.4 证明 

4.3 基于中智模糊环境下的多属性决策模型及其应用 

 

4.3.1 IDOCRIW 法 

4.3.1.1 模糊熵法 

模糊熵方法根据准则的固有信息确定各准则的权重[70]。该方法可以消除人

的意见的随机性和可变性，从而避免人为的标准权重误差。同时它是基于备选方

案的实际性能数据，因此，熵法确定权重可能更符合实际。为了确定熵权，设方

案集为  1 2, , , nA A A A= ，  1 2, , , nC C C C=  为属性集。为了从上述方案中选择

最佳方案，现邀请相关领域一群专家运用中智多值模糊集对方案进行综合评估

NMVE

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , ,q q q

ij Tij Iij Fij Tij Tij Tij Iij Iij Iij Fij Fij FijND M M M         = = 分
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别表示真、不确定性和假的度序列，其中 0 sup sup sup 3Tik Iik FikM M M + +  和

, , [0,1]q q q

Tik Iik Fik    ，q Z + 。进而构建一个中智多值模糊决策矩阵 ( )ij m nM ND =  ，

1,2, ,i m= ； 1,2, ,j n= 。 

步骤 1 根据定义 2.1.4，对NMVEs进行转化为NVEs，有 , , ,ij Tij Iij FijND   = ，

其中 , , [0,1]Tij Iij Fij    ， 1,2, ,i m= ， 1,2, ,j n=   ，构建中智熵模糊决策矩阵

( )ij m nN ND = ，可构建新中智模糊下表示为 ( , , )T I F

ij ij ijX x x x= 。 

步骤 2 对决策矩阵中的准则值进行归一化处理，使每个准则都归一到同一

个基中，消除各准则单元中的歧义。归一化准则值由式求得。 

 

1

v
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ijT

ij n
T

ij

i

x

x
=

=


 ， 

1

v

I

ijI

ij n
I
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i

x

x
=

=


， 

1

v

F

ijF

ij n
F

ij

i

x

x
=

=


， 

(4.11) 

其中 ijv 是第 i 个选项，第 j 个准则的标准化(无单位)值。 

步骤 3 得到每个准则的熵度 ( 1,2, , ;  0 1)j jE j m E=     

 

1

1
v ln(v )

ln  n

n
T T T

j ij ij

i

E
=

= −   ，

1

1
v ln(v )

ln  n

n
I I I

j ij ij

i

E
=

= −  ，

1

1
v ln(v )

ln  n

n
F F F

j ij ij

i

E
=

= −  . 

(4.12) 

步骤 4 确定各指标的差异程度 ( )jD 为 

 

1T T

j jD E= − ， 

1I I

j jD E= − ， 
(4.13) 
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1F F

j jD E= − . 

步骤 5 准则 ( )j 的熵权 jw 为 jD 的归一化值，其中
1 1

1,  1,
m m

T I

j j

j j

w w
= =

= = 

1

1 =1,2, ,m
m

F

j
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w j
=

= ； ； 
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j
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j

D
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D
=

=


，  

1

I

j

m

I

j
I

j

j

D
w

D
=

=


，  

1

F

j

m

F

j
F

j

j

D
w

D
=

=


 

(4.14) 

4.3.1.2 Criteria impact loss (CILOS) 加权方法 

熵的应用的一个缺点是标准的相对重要性(影响)几乎不受标准数量增加的

影响[71]。此外，熵法获得的标准权重可能显著高于其他方法。这可能导致显著性

(影响)的丧失。为了克服这些问题，采用了 CILOS 方法，当其他标准中的一个达

到最大值或最小值时，考虑每个标准的影响损失。详见文献[72]，具体如下: 

步骤 6 使用将最小化(负)准则转换为最大化(正)准则，形成一个如式所示的

新矩阵 R， 

min( ) min( )
, ,

' '

T I

ij ij
i i

T IF I
ij ijij ij

T I

ij ij

v v
j j

v vv v

v j v j

 
 

= = 
 
 

第 个准测为负准则 第 个准测为负准则
，

,第 个准测为正准则 ,第 个准测为正准则

min( )
,

'

F

ij
i

F T
ij ij

F

ij

v
j

v v

v j




= 



第 个准测为负准则

,第 个准测为正准则

，其中 1,2, ,j m= 。 

 

1

'

'

T

ijT

ij n
F

ij

i

v
r

v
=

=


 ， 

(4.15) 
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1

'

'

I

ijI

ij n
I

ij

i

v
r

v
=

=


， 

1

'

'

F

ijF

ij n
T

ij

i

v
r

v
=

=


 

 

 T T

ijR r= ， I I

ijR r= ， F F

ijR r=  (4.16) 

步骤 7 使用计算矩阵中每列(即准则)的最大值。从矩阵中取 kijx 的值形成方

阵G  ，它对应于式中 ik 行的第 i个标准的最大值。在方阵G 中，所有标准的最大

值位于前导对角线处。 

max (r )
j

T T T

j ij K j
i

x r= = ， max (r )
j

I I I

j ij K j
i

x r= = ， max (r )
j

F F F

j ij K j
i

x r= = ， jK 表示第 j 列

的最大元素的行数。 

g ,T T

ijG =  
T T

ij ig r= ，
j

T T

ij K jg r= ； 

g ,I I

ijG =  
I I

ij ig r= ，
j

I I

ij K jg r= ； 

g ,F F

ijG =  
F F

ij ig r= ，
j

F F

ij K jg r= ； 

步骤 8  p ,T T

ijP =  其中
T T T T

j ij ii ijT

ij F F

j ii

r g g g
p

x g

− −
= = ( 0; , 1,2, , )T

ijP i j m= = ； 

 p ,I I

ijP =  其中
I I T T

j ij ii ijI

ij I I

j ii

r g g g
p

x g

− −
= =  ( 0; , 1,2, , )I

ijP i j m= = ； 

 p ,F F

ijP =  其中
F F F F

j ij ii ijF

ij T T

j ii

r g g g
p

x g

− −
= =  ， ( 0; , 1,2, , )F

ijP i j m= = ； 

表示标准显著性相对损失矩阵" "P ， 
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m m

p p p

p p p
F

p p p

=

=

= 

 
− 
 
 

− =
 
 
 
 −
  







， 

1 12 1

i 1

21 2 2m

i 1

1 2

i 1

m
I I I

i m

m
I I I

iI

m
I I I

m m im

m m

p p p

p p p
F

p p p

=

=

= 

 
− 
 
 

− =
 
 
 
 −
  







， 

1 12 1

i 1

21 2 2m

i 1

1 2

i 1

m
F F F

i m

m
F F F

iF

m
F F F

m m im

m m

p p p

p p p
F

p p p

=

=

= 

 
− 
 
 

− =
 
 
 
 −
  







； 

表示标准权重系统矩阵" "F 。 

步骤 9 权重 1 2( , , , )T T T T

mq q q q= ， 1 2( , , , )I I I I

mq q q q= ， 1 2( , , , )F F F F

mq q q q=

( )1,2,,j m= ，准则是由所示的齐次线性方程组得到的。 

有 0T TF q = ，其中
1

1
m

T

j

j

q
=

= ； 0I IF q = ，其中
1

1
m

I

j

j

q
=

= ； 0F FF q = ，其

中
1

1
m

F

j

j

q
=

= 。 

步骤 10 利用方程对模糊熵法和 CILOS 方法进行积分，得到了准则权值的

改进综合确定(IDOCRIW)，其中
1

1
m

j

j

W
=

= ， 

 

1

1 1 1 1 1 1
( ) ( )
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( ) ( )
3 3 3 3 3 3

T I I T I I

j j j j j j

j m
T I I T I I

j j j j j j

j

q q q w w w

W

q q q w w w
=

+ + + + +

=
 

+ + + + + 
 


 . (4.17) 
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4.3.2 基于 NEEAAWHM 和 NEEAWDHM 算子的决策模型 

 

具体步骤如下： 

步 骤 11 根 据 以 上 定 义 与 公 式 ， 对 NMVEs 进 行 转 化 为 NEEs,

( , ), ( , ), ( , )Eij Tij Tij Iij Iij Fij FijN e e e  = ，其中 , , [0,1]Tij Iij Fij    ， , , [0,1]Tij Iij Fije e e  ，

1,2, ,i m= ， 1,2, ,j n= ，构建中智熵模糊决策矩阵 ( )( )ij m n
N ND


= 。 

步骤 12 决策信息标准化。将决策矩阵 E 规范化转化为规范矩阵

( )ij m nN NE =  ， 

ij j

ij C

ij j

ND C
NE

ND C


= 


， 为效益型属性,

, 为成本型属性.
 . 

步骤 13 利用NEEAAWHM 和 NEEAAWDHM 算子计算各备选方案 iA 的综合

属性信息 EiN 。 

步骤 14 计算个备选方案综合属性信息 iNE 的得分函数 ( )iS NE 和精确函数

( )iH NE 。 

步骤 15 对各备选方案进行优劣排序，选出综合性能最高的方案。 

4.4 案例分析 

面对气候变化和环境恶化，谋求可持续发展已导致向可再生能源的重大转变。

一种可靠的、负担得起的、稳定的可再生能源必须满足未来几乎所有的能源需求。 

国际能源署发布的 2020 年可再生能源报告显示，中国是 2020 年全球可再生

能源容量增长的主要推动力之一。截至 2020 年底，我国可再生能源累计装机容

量达到 9.34 亿千瓦，占全球可再生能源总装机规模的三分之一。特别是我国风

电、光伏在去年新增装机约 1.2 亿千瓦，占全球风电、光伏新增装机容量的一半

以上，成为全球可再生能源发展的中坚力量[73]。 

有五种方案 ( )1,2,3,4,5iA i = ，其中 1A ：太阳能， 2A ：固体废物能源， 3A ：

生物质能， 4A ：风能， 5A ：核能。 

属性如表 4-1 
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表 4-1 属性类型 

 属性 类型 

1C  社会因素(社会效益、社会接受度) 效益型 

2C  技术因素(国家能源安全、国家经济效益) 成本型 

3C  经济因素(技术成熟度、电网可用性、效率) 效益型 

4C  环境因素(碳排放) 效益型 

5C  政治因素(投资成本、管理成本) 效益型 

 

表 4-2 多值中智模糊矩阵 

 1C  2C  3C  4C  5C  

1A  
( )

( )

( )

0.961,0.754,0.431

0.342,0.342,0.675

0.532,0.112,0

,

,

.332

 
( )

( )

( )

0.675,0.253,0.435 ,

0.342,0.346,0.435 ,

0.752,0.223,0.436

 
( )

( )

( )

0.285,0.213,0.237 ,

0.342,0.434,0.564 ,

0.843,0.432,0.649

 
( )

( )

( )

0.723,0.311,0.322 ,

0.564,0.134,0.542 ,

0.462,0.345,0.431

 
( )

( )

( )

0.237,0.342,0.543 ,

0.453,0.234,0.534 ,

0.745,0.253,0.524

 

2A  
( )

( )

( )

0.543,0.135,0.533 ,

0.432,0.654,0.342 ,

0.454,0.245,0.422

 
( )

( )

( )

0.545,0.355,0.532 ,

0.542,0.342,0.762 ,

0.354,0.135,0.422

  
( )

( )

( )

0.154,0.745,0.432 ,

0.453,0.654,0.453 ,

0.531,0.335,0.421

 
( )

( )

( )

0.567,0.435,0.422 ,

0.432,0.654,0.453 ,

0.432,0.343,0.521

 
( )

( )

( )

0.345,0.345,0.421 ,

0.773,0.342,0.654 ,

0.532,0.323,0.321

 

3A  
( )

( )

( )

0.745,0.435,0.432 ,

0.854,0.632,0.321 ,

0.431,0.135,0.457

 
( )

( )

( )

0.335,0.321,0.542 ,

0.513,0.243,0.432 ,

0.575,0.243,0.632

 
( )

( )

( )

0.422,0.243,0.532 ,

0.321,0.524,0.432 ,

0.555,0.532,0.522

 
( )

( )

( )

0.321,0.342,0.533 ,

0.621,0.455,0.542 ,

0.434,0.356,0.632

 
( )

( )

( )

0.432,0.423,0.543 ,

0.232,0.234,0.543 ,

0.342,0.324,0.527

 

4A  
( )

( )

( )

0.454,0.332,0.432 ,

0.432,0.323,0.432 ,

0.642,0.354,0.521

  
( )

( )

( )

0.723,0.456,0.643 ,

0.532,0.432,0.451 ,

0.441,0.521,0.539

 
( )

( )

( )

0.426,0.163,0.543 ,

0.322,0.134,0.543 ,

0.531,0.349,0.531

 
( )

( )

( )

0.432,0.223,0.543 ,

0.321,0.234,0.532 ,

0.353,0.531,0.451

 
( )

( )

( )

0.345,0.353,0.432 ,

0.321,0.671,0.572 ,

0.183,0.223,0.451

 

5A  
( )

( )

( )

0.732,0.323,0.543 ,

0.369,0.542,0.441 ,

0.541,0.231,0.432

  
( )

( )

( )

0.543,0.765,0.654 ,

0.624,0.342,0.431 ,

0.531,0.153,0.220

  
( )

( )

( )

0.234,0.764,0.543 ,

0.521,0.127,0.579 ,

0.434,0.254,0.522

 
( )

( )

( )

0.543,0.554,0.435 ,

0.343,0.334,0.431 ,

0.335,0.254,0.529

 
( )

( )

( )

0.542,0.265,0.542 ,

0.342,0.331,0.348 ,

0.535,0.585,0.234

 

步骤 1-5 由模糊熵法可得到： 

1 0.1422Tw = ， 1 0.0259Iw = ， 1 0.0811Fw = ； 

2 0.0720Tw = ， 2 0.2822Iw = ， 2 0.2711Fw = ； 

3 0.0694Tw = ， 3 0.4244Iw = ， 3 0.1367Fw =   ； 

4 0.2184Tw =  ， 4 0.1728Iw =  ， 4 0.1884Fw =  ； 

5 0.4980Tw =  ， 5 0.0948Iw =  ， 5 0.3228Fw =  。 
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步骤 6-9 由 CILOS 法可得到： 

0.2887,0.4749,0.0912,0.0545,0.0 6)( 90Tq =  ； 

0.3662,0.1921,0.0840,0.1107,0.2 0( )47Iq = ； 

0.2089,0.1691,0.2847,0.1426,0.1 7( )94Fq =  。 

步骤 10 由式（4.17）利用方程对模糊熵法和 CILOS 方法进行积分，得到了

准则权值的改进综合确定(IDOCRIW)法： 

0.185,0.244,0.182,0.148,0( .241)w =  . 

步骤 11 根据定义 2.1.5 得到 NEE 决策矩阵 DN ；  

步骤 12 标准化，由表 4-1 得 2C 为成本型； 

步骤 13 利用 NEEAAWHM 和 NEEAAWDHM 算子计算各备选方案 iA 的综合

属性信息 EiN ，其中 3 = 。 

1)(NEEAAWHM  = 的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.6979,0.9999 0.1908,0.7245 0.3234,0. 97, , 83A = ；

( ) ( ) ( )2 0.6680,0.9907 0.2396,0.7426 0.2958,0. 76, , 90A = ；

( ) ( ) ( )3 0.6922,0.9866 0.2243,0.7897 0.3210,0. 51, , 93A = ；

( ) ( ) ( )4 0.6279,0.9922 0.2020,0.7883 0.3365,0. 34, , 94A = ；

( ) ( ) ( )5 0.6375,0.9808 0.2465,0.6842 0.3094,0. 18, , 90A = 。 

2)(NEEAAWHM  = 的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.6767,0.9657 0.1998,0.8219 0.3398,0. 35, , 86A = ；

( ) ( ) ( )2 0.6596,0.9806 0.2611,0.8204 0.2992,0. 66, , 92A = ；

( ) ( ) ( )3 0.6465,0.9846 0.2318,0.8650 0.3321,0. 77, , 94A = ；

( ) ( ) ( )4 0.6044,0.9902 0.2322,0.8288 0.3432,0. 49, , 95A = ；

( ) ( ) ( )5 0.6262,0.9762 0.2500,0.7449 0.3241,0. 68, , 94A = 。 
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3)(NEEAAWHM  = 的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.6683,0.9539 0.2034,0.8562 0.3466,0. 19, , 88A = ；

( ) ( ) ( )2 0.6554,0.9721 0.2739,0.8468 0.3006,0. 74, , 93A = ；

( ) ( ) ( )3 0.6322,0.9842 0.2341,0.8888 0.3350,0. 61, , 95A = ；

( ) ( ) ( )4 0.5905,0.9890 0.2440,0.8755 0.3460,0. 13, , 96A = ；

( ) ( ) ( )5 0.6238,0.9731 0.2515,0.7645 0.3304,0. 61, , 95A = 。 

4)(NEEAAWHM  = 的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.6647,0.9526 0.2053,0.8724 0.3502,0. 56, , 90A = ；

( ) ( ) ( )2 0.6528,0.9681 0.2823,0.8773 0.3013,0. 65, , 94A = ；

( ) ( ) ( )3 0.6234,0.9841 0.2353,0.8974 0.3363,0. 48, , 96A = ；

( ) ( ) ( )4 0.5810,0.9882 0.2500,0.9374 0.3475,0. 81, , 96A = ；

( ) ( ) ( )5 0.6228,0.9706 0.2522,0.7708 0.3338,0. 03, , 96A = 。 

5)(NEEAAWHM  = 的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.6627,0.9519 0.2064,0.8784 0.3524,0. 01, , 97A = ；

( ) ( ) ( )2 0.6510,0.9653 0.2881,0.9499 0.3017,0. 55, , 95A = ；

( ) ( ) ( )3 0.6172,0.9840 0.2359,0.9018 0.3371,0. 90, , 97A = ；

( ) ( ) ( )4 0.5739,0.9876 0.2532,0.9480 0.3484,0. 84, , 97A = ；

( ) ( ) ( )5 0.6222,0.9686 0.2527,0.7740 0.3358,0. 23, , 96A = 。 

)( 1NEEAAWDHM  = 的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.3408,0.7804 0.5230,0.9809 0.6745,0. 78, , 99A = ；

( ) ( ) ( )2 0.3100,0.8253 0.6269,0.9949 0.6344,0. 75, , 99A = ；

( ) ( ) ( )3 0.2974,0.8708 0.5685,0.9886 0.6742,0. 90, , 99A = ；
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( ) ( ) ( )4 0.2553,0.9069 0.5585,0.9958 0.6807,0. 93, , 99A = ；

( ) ( ) ( )5 0.2871,0.8398 0.5776,0.9541 0.6671,0. 80, , 99A = 。 

)( 2NEEAAWDHM  =  的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.3488,0.8179 0.5055,0.9685 0.6703,0. 78, , 97A = ；

( ) ( ) ( )2 0.3313,0.8791 0.5750,0.9631 0.6326,0. 15, , 99A = ；

( ) ( ) ( )3 0.3277,0.8822 0.5496,0.9786 0.6606,0. 58, , 99A = ；

( ) ( ) ( )4 0.2824,0.9128 0.5414,0.9784 0.6762,0. 62, , 99A = ；

( ) ( ) ( )5 0.2987,0.8520 0.5766,0.9365 0.6537,0. 59, , 99A = 。 

)( 3NEEAAWDHM  = 的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.3523,0.8562 0.4997,0.9558 0.6692,0. 46, , 97A = ；

( ) ( ) ( )2 0.3396,0.8468 0.5545,0.9525 0.6321,0. 80, , 98A = ；

( ) ( ) ( )3 0.3453,0.8888 0.5399,0.9685 0.6563,0. 42, , 99A = ；

( ) ( ) ( )4 0.2949,0.8755 0.5324,0.9588 0.6744,0. 50, , 99A = ；

( ) ( ) ( )5 0.3031,0.7645 0.5763,0.9202 0.6460,0. 34, , 99A = 。 

)( 4NEEAAWDHM  =  的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.3542,0.8870 0.4971,0.9426 0.6687,0. 35, , 97A = ；

( ) ( ) ( )2 0.3437,0.9022 0.5470,0.9427? 0.6319,0. 6, , 98 3A = ；

( ) ( ) ( )3 0.3564,0.8918 0.5344,0.9605 0.6542,0. 27, , 99A = ；

( ) ( ) ( )4 0.3011,0.9168 0.5266,0.9577 0.6735,0. 38, , 99A = ；

( ) ( ) ( )5 0.3053,0.8612 0.5761,0.9089 0.6409,0. 92, , 98A = 。 

)( 5NEEAAWDHM  =  的综合属性值为： 

( ) ( ) ( )1 0.3553,0.9951 0.4957,0.9253 0.6684,0. 29, , 97A = ；
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( ) ( ) ( )2 0.3458,0.9065 0.5429,0.9331 0.6318,0. 48, , 98A = ；

( ) ( ) ( )3 0.3633,0.8945 0.5311,0.9525 0.6530,0. 17, , 99A = ；

( ) ( ) ( )4 0.3046,0.9177 0.5223,0.9572 0.6730,0. 28, , 99A = ；

( ) ( ) ( )5 0.3066,0.8637 0.5760,0.9060 0.6373,0. 07, , 98A = 。 

步骤 14 计算各备选方案综合属性信息 iA 的得分函数 ( )iS A 。 

步骤 15 对各备选方案进行优劣排序，选出综合性能最高的方案。 

基于 NEEAAWHM 算子， NEEAAWDHM 算子和NEEAAWG算子以及

NEEAAWA算子决策方法选择的最佳可持续能源均为 1A （见表 4-3）。说明了本

文提出的决策方法具有合理性和有效性。 

表 4-3 各算子的得分值与排序结果 

 
1( )S A  2( )S A  

3( )S A  
4( )S A  

5( )S A  排序结果 

1)(NEEWHM  =  0.7627 0.7385 0.7352 0.7155 0.7258  1 2 3 5 4A A A A A  

2)(NEEWHM  =  0.7319 0.7185 0.7071  0.6928  0.7061  1 2 3 5 4A A A A A     

3)(NEEWHM  =  0.7192 0.7078 0.6979  0.6793  0.6996  1 2 5 3 4A A A A A   

4)(NEEWHM  =  0.7123 0.6997  0.6926  0.6678  0.6965  1 2 5 3 4A A A A A  

5)(NEEWHM  =  0.7025  0.6888  0.6882  0.6620  0.6947  1 5 2 3 4A A A A A  

( 1)NEEWDHM  =  0.3600 0.3331  0.3411 0.3317  0.3414  1 2 3 5 4A A A A A     

( 2)NEEWDHM  =  0.3801 0.3701  0.3645 0.3515  0.3545  1 2 3 5 4A A A A A  

( 3)NEEWDHM  =  0.3906 0.3783 0.3772 0.3589  0.3532  1 2 3 5 4A A A A A  

( 4)NEEWDHM  =  0.3982 0.3904  0.3850  0.3675  0.3684  1 3 5 2 4A A A A A  

( 5)NEEWDHM  =  0.4149 0.3949  0.3905  0.3705 0.3726  1 2 3 5 4A A A A A  
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续表 4-3 各算子的得分值与排序结果 

NEEAAWA   0.5950 0.5834  0.5796  0.5496  0.5578  1 2 3 5 4A A A A A   

NEEAAWG   0.5381 0.5191  0.5200 0.4899 0.5193 1 3 5 2 4A A A A A   

 

4.4.2 敏感度分析 

由于 , 是参数变量，不同的参数可能对决策结果产生不同的影响。对 , 

进行敏感度分析，可以观察 ,  的变化对备选方案排序条件的影响。 [1,4]  和

[3,21] 的不同值来检验对备选方案的影响。 

 

(a) 1 =  

 

(b) 2 =  
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(c) 3 =  

 

(d) 4 =  

 

(e) 5 =  

 

图 4-1 NEEAAWHM 得分值随 和 的影响 

当 取为 2,3,4,5 时，参数 在[3,21]的范围内变化，图 4-1 中NEEAAWHM

算子排序结果发生变化，特别是 2 3 4 5, , ,A A A A 的排序发生变化，但 1A 始终都是最
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优解；当 1 = 时，随着 的增大，其最优解的结果发生变化， 3A 成为最优选择。 

 取为1,2,3,4时，参数 在[3,21]的范围内变化，图 4-2 中NEEAAWHM 算子

排序结果发生变化，特别是 2 3 4 5, , ,A A A A 的排序发生变化，但 1A 始终都是最优解；

当 5 = 时，随着的增大，其最优解的结果发生变化， 3A 成为最优选择。 

 

(a) 1 =  

 

(b) 2 =  
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(c) 3 =  

 

(d) 4 =  

 

(e) 5 =  

图 4-2 NEEAAWDHM 得分值随 和 的影响 
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4.5 本章小结 

MADM 技术是一种著名的集成决策工具，广泛应用于计算科学、环境生物

学、绿色供应商系统、可再生能源企业和社会决策过程等多个生活领域。同时，

Aczel-Alsina 集成工具理论是一种强大的鲁棒数学表达式，用于克服集成过程中

的信息丢失。利用 HM 集成模型理论来表达多个决策过程中不同输入参数之间

的相互关系。在本文中，一些集成方法包括 NEEAAHM 、 NEEAAWHM 、

NEEAADHM 和 NEEAAWDHM 算子。为了证明我们提出的算子的稳健性和可靠

性，最后用实验案例研究来评估不同最佳选择的可替代能源，并于现有方法的结

果与目前提出的算子的结果进行了对比。 

本文提出的算子具有以下优点： 

（1）随着参数 , 取值的变化，属性值的排序结果最佳选择比较稳定； 

（2）本文提出在中智模糊环境下的 IDOCRIW 方法计算属性权重，决策方

法更具有稳健； 

（3）利用本文提出的决策方法处理属性值具有相关性的多属性决策问题会

更加科学并可能避免了决策信息过程中的信息缺失。 

 

  



安徽工程大学硕士学位论文 

 

48 

 

第 5 章 基于 Heronian 平均算子的 , ,r s t 球形模糊多属性决策

方法 

第三章和第四章主要介绍了区间值毕达哥拉斯模糊和中智模糊环境下的

Aczel-Alsina 范数分别与不同算子集合形成新的决策方法。但其仍存在缺陷，其

评价结果不仅需要在[0, 1]之间，而且还需满足平方或立方的累加小于等于 1。但

, ,r s t 球球形模糊可以运用参数不同更大范围的容评评价信息的多元化。本章在

, ,r s t 球形模糊环境下与 Aczel-Alsina 范数和 Heronian 算子结合形成新的决策

方法并通过案例分析，证明新的方法的有效性和实用性。 

5.1 预备知识 

定义 5.1.1[74]对于一组非负实数集  ， 1,2,3, ,n = 。HrM 运算符定义为： 

 ( )

1

p
p, p

1 2
1 1

2
( , , , )

( 1)

q
q q

n
j

n n

jHrM 


    
 

+

= =


   
 =    

+   


 
  (5.1) 

定义 5.1.2[64] 设 ( , , )   = 是任意的 , ,r s t SPFN− ，则得分函数定义为 

 
1

( ) 1 ( )
2

r s tS     = + − −    (5.2) 

定义 5.1.3[64] 设 ( , , )   = 是任意的 , ,r s t SPFN− ，则精确函数定义为 

 
1

( ) 1 ( )
2

r s tA    = + + +    (5.3) 

定义 5.1.4[64]设 ( , , )   = 是任意的 , ,r s t SPFN− ， ( , , )( 1,2)i i i i i   = = ，有 

(1) 若 1 2( ) ( )S S  ，则 1 2  ，即 1 优于 2 ； 

(2) 若 1 2( ) ( )S S  ，则 1 2  ，即 1 劣于 2 ； 

(3) 若 1 2( ) ( )S S = ，则有 

（i） 1 2( ) ( )A A  ，则 1 2  ，即 1 优于 2 ； 

（ii） 1 2( ) ( )A A  ，则 1 2  ，即 1 劣于 2 ； 

（iii） 1 2( ) ( )A A = ，则 1 2  ，即 1 与 2 无异。 
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5.2 r s t, , 球形模糊 Heronian 算子( , ,r s t SPFAAHrm−  )及其性质 

定理 5.2.1 设 ( 1,2, , )i i n = 为一列 , ,r s t SPFN− ，则运用 , ,r s t SPFAAHrM−  

算子集成得到的模糊集仍为 , ,r s t SPF− ，且有  

( )

1

p
p, p

1 2
1 1

2
, , ( , , , )

( 1)

n n

j

q
q q

n
j

r s t SPFAAHrM
n n
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    
+

= =
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 

 



 
= =

                 − − − − − − − − + −                         

     

 
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


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




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(5.4) 

证明： 
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 
 
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证明得证。 
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定理 5.2.2 若 ( , , )i i i i   = 是一组 , ,r s t SPFN− ， , ,r s t SPFAAHrM− 可满足

以下性质： 

（1）（幂等性）如果对于任意 1,2, ,n = 都有 i = ，则 

 1 2, , ( , , , )nr s t SPFAAHrM    − =  (5.5) 

（2）（置变不换性）若 ( 1,2, ,' )i n = 是 i 的任意一组置换，则 

1 2 1 2, , ( , , , ) , , ( ', ', , ')n nr s t SPFAAHrM r s t SPFAAHrM     − = − (5.6) 

（3）（单调性）若 'i 和 i 为两个任意的 , ,r s t SPFE− ，对于任意 1,2, ,n = ，

如果有 ', ', '             ，则 

 1 2 1 2, , ( , , , ) , , ( ', ', , ')n nr s t SPFAAHrM r s t SPFAAHrM     −  − . (5.7) 

（4）（有界性）设 

min min min m( , in, )
    

  
    − = =  ，

max max max m( , ax, )  



 

    + = =  , 

则有 

 
1 2, , ( , , , )nr s t SPFAAHrM    − +−  . (5.8) 

 

5.3 基于 , ,r s t SPFAAHrm−  算子多属性决策模型及其应用 

5.3.1 , ,r s t SPFAAWHrM−  算子 

 

定理 5.3.1 假设 ( , , )      = 是一系列 , ,r s t SPFE− ，其中 1,2, ,n = ，相

关的权重向量为 1 2( , , , )T

n   = ，满足 0( 1,2, , )n  = 且
1

1
n






=

= ，若 

( ) ( )( )
1

p
p,

1 2
1 1

2
, , ( , , , )

( 1)

n n qqpq

n j j
j

r s t SPFAAWHrM
n n

 


    
+

= =

  
−  =   

+  



  
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n 1r r

j

n n

jq
p

n
q

n




 
  

 



   
= =

                   − − − − − − − − − − − − + − − − − −                                       
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则称 , ,r s t SPFAAWHrM− 为 , ,r s t 球形模糊 AA 加权 Heronian 平均算子。 

 

5.3.2 算法模型 

 

设方案集为  1 2, , , mX x x x= ，  1 2, , , nC C C C= 为属性集，属性权重向量

1 2( , , , )T

n   = ，满足 0j  且
1

1
n

j

j


=

= 。为了从方案中选择最佳方案，现邀

请专家针对选择方案运用专业知识进行综合评估得到多个 , ,r s t 球形模糊集，进

而构建出相应的 , ,r s t 球形模糊决策矩阵 ( )ij m nE  = ， 1,2, ,i m=  ； 1,2, ,j n= 。 

具体步骤如下： 

步骤 1 根据各选择方案相关的决策信息，构建相应的 , ,r s t 球形模糊决策矩

阵 ( )ij m nE  = 。 

步骤 2 决策信息标准化将决策矩阵 E 规范化转化为规范矩阵 ( )ij m nE  = ， 

ij

ij

i

j

C

j j







= 


，C 为效益型属性

,C 为成本型属性
 。 

步骤 3 运用 , ,r s t SPFAAWA− 算子、 , ,r s t SPFAAWG− 算子、 

, ,r s t SPFAAWHrM− 算子计算各选择方案 ix 的综合属性 i 。 

步骤 4 计算各选择方案综合属性 i 的得分函数 ( )iS  和精确函数 ( )iH  。 

步骤 5 对各选择方案排序，选择出这些方案中综合性能值最高的方案。 

 



安徽工程大学硕士学位论文 

 

53 

 

5.4 案例分析 

现代焊接技术最明显的体现是机器人焊接。第一代机器人焊接系统采用两道

焊接工艺，第一道用于学习焊缝的几何形状，第二道用于跟踪和焊接焊缝。第二

代机器人焊接系统采用了突破性的技术，可以实时监测焊缝，同时学习和跟踪焊

缝。第三代机器人焊接系统是机器人焊接技术中最复杂的，因为它们可以实时操

作，并且在混乱的环境中工作时可以理解焊缝快速变化的形状。根据工业弧焊机

器人的选择，更高的产品质量要求应该导致更便宜的成本和更可靠的焊缝。机器

人的特点可能是它们的质量密度、可复制性、载货能力、最大到达距离、平均能

耗和运动。在为特定应用选择机器人时，必须考虑所有这些因素。本研究了弧焊

过程中工业机器人的选择。使用四个独立的机器人，它们具有五个可编程轴和来

自各自制造商的不同控制器来收集弧焊机器人的数据。在审查了机器人制造商提

供的几个数据表来定义他们的产品后，评估了选择标准。表 3 列出了选择弧焊机

器人时需要考虑的五个最重要的因素[10]： 

现有四个方案  1 2 3 4, , ,O =     以及五个属性  1 2 3 4 5, , , ,C C C C C C= 。 

重量密度( 1C )：考虑了机器人的物理重量。消费者通常想要轻型机器人。 1C

为成本型属性。 

可复制性（ 2C ）：指机器人重复做一项工作的能力。通常，复制以毫米为单

位进行测量。 2C 为效益型属性。 

载货能力（ 3C ）：指机器人能够提起转弯的最大总重量。多多益善。通常，

重量密度以公斤表示。 3C 为效益型属性。 

最大到达距离（ 4C ）：是机器人完成一项工作的最大垂直和水平长度的平均

值。这是典型的想要获得更多。通常，机器人最大的岩石以毫米为单位测量。 4C

为效益型属性。 

机器人的运动（ 5C ）：指机器人在接近执行器尖端轨迹的参考点上的运动。

在描述机器人时，通常会用到速度、加速度和加速度导数。通常，机器人的速度
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用米每秒或米每秒平方表示。 5C 为效益型属性。 

表 5-1 , ,r s t 球形模糊矩阵 

 1C   2C   3C   4C   5C  

1   (0.5,0.3,0.4) (0.4,0.2,0.5) (0.8,0.4,0.3) (0.6,0.6,0.4) (0.4,0.5,0.5) 

2   (0.5,0.3,0.6) (0.7,0.5,0.6) (0.4,0.5,0.5) (0.5,0.2,0.6) (0.5,0.4,0.6) 

3   (0.6,0.5,0.4) (0.5,0.4,0.6) (0.3,0.6,0.7) (0.4,0.3,0.5) (0.4,0.3,0.5) 

4   (0.5,0.6,0.5) (0.4,0.7,0.3) (0.7,0.4,0.6) (0.6,0.5,0.4) (0.6,0.5,0.6) 

 

步骤 1 根据相关决策信息，构建区间毕达哥拉斯模糊决策矩阵 ( )ij m nE  = ，

如表 5-1 所示。 

步骤 2 根据上面信息得知 1C 为成本型指标，其他属性指标 ( 2,3,4)jC j = 均为

效益型指标，对专家决策信息矩阵进行标准化得到 ( )ij m nD  = 。 

步骤 3 根据表 5-1 决策信息矩阵， , ,r s t SPFAAWA− 算子、 , ,r s t SPFAAWG−  

算子、 , ,r s t SPFAAWHrM− 算子计算出各选择方案的综合属性 ( 1, 2,3, 4)i i = ，设

2 = ， 3, 3, 3r s t= = = 可得。 

由 , ,r s t SPFAAWA− 算子得到的综合属性为： 

1 (0.6956,0.3484,0.3993) =  ； 2 (0.5881,0.3501,0.5489) = ； 

3 (0.4206,0.4031,0.5795) = ； 4 (0.6237,0.4985,0.4473) = 。 

由 , ,r s t SPFAAWG− 算子得到的综合属性为： 

1 (0.4977,0.4914,0.4567) = ； 2 (0.4985,0.4543,0.5672) = ； 

3 (0.3772,0.5150,0.6268) = ； 4 (0.5445,0.5881,0.5427) = 。 

由 , ,r s t SPFAAWHrM−  ( 2, 2)p q= = 算子得到的综合属性为： 

1 (0.5587,0.6026,0.6447) = ； 2 (0.4721,0.5984,0.7377) = ； 

3 (0.3359,0.6309,0.7548) = ； 4 (0.5021,0.7164,0.6745) = 。 

步骤 4 计算各选择方案综合属性 i 的得分函数 ( )iS  和精确函数 ( )iH  。 

 



安徽工程大学硕士学位论文 

 

55 

 

表 5-2 各算子得分函数值及排序结果 

各算子 1   2   3   4   排序结果 

, ,r s t SPFAAWHrM−   0.3438  0.2447  0.1784  0.2260  1 2 4 3      

, ,r s t SPFAAWA−   0.6153  0.4976  0.4072  0.5146  1 2 4 3      

, ,r s t SPFAAWG−   0.4547  0.4238  0.3354  0.3991  1 2 4 3      

 

最终得出 , ,r s t SPFAAWHrM− 、 , ,r s t SPFAAWA− 、 , ,r s t SPFAAWG− 算子的

排序都为 1 2 4 3    。 

本节重点进行敏感性分析，以评估不同参数如何影响排名结果。由于 *, *r s  

和 *t 以及 , ,p q 是参数变量，不同的参数可能对决策结果产生不同的影响。 

表 5-3 *r  值不同的结果 

*, *, *r s t  排序结果 

* 5, * 3, * 3r s t= = =  1 2 4 3      

* 7, * 3, * 3r s t= = =  1 2 4 3      

* 9, * 3, * 3r s t= = =  1 2 4 3      

* 13, * 3, * 3r s t= = =  1 2 4 3      

* 17, * 3, * 3r s t= = =  1 2 4 3      

* 20, * 3, * 3r s t= = =  1 2 4 3     

 

首先，我们讨论 r 和 参数变化对这个例子的排序结果的影响。为了展示上

述图示的可靠性和一致性，我们在一个结构化框架内检查了不同参数（如 *, *r s  

和 *t ）的敏感性。为此，我们设置了 * 3s = 和 * 3t = 的值，并探索了 *r 的不同值。

通过改变 *r 的值，不同选择的排名结果保持一致，即 1 2 4 3    ，如表 5-

3 所示。此外，在确定 * 3r = 和 * 3t = 并增加 , ,r s t SPFAAWHrM− 算子中

 5  7  10  13  17  20* 3  t = , , , , , , 的值后，从表 5-4 中可以看出，选择的排名结果最佳排

名不变，但有排序发生稳定变化，即 1 4 2 3    。同样，如果我们固定 * 3r =

和 * 3s =   ，并改变 , ,r s t SPFAAWHrM− 中  5 7101* 31 203 7t = , , , , , , 的值，排名结果
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保持不变，即 1 2 4 3    （如表 5-5）。因此，在 , ,r s t SPFAAWHrM− 算子

下，所提出的方法在不同的 *, *r s  和 *t  值下表现出稳定性。 

表 5-4 *s 值不同的结果 

*, *, *r s t   排序结果 

* 3, * 5, * 3r s t= = =   1 4 2 3      

* 3, * 7, * 3r s t= = =   1 4 2 3      

* 3, * 9, * 3r s t= = =   1 4 2 3      

* 3, * 13, * 3r s t= = =   1 4 2 3      

* 3, * 17, * 3r s t= = =   1 4 2 3      

* 3, * 20, * 3r s t= = =   1 4 2 3      

 

表 5-5 *t 值不同的结果 

*, *, *r s t  排序结果 

* 3, * 3, * 5r s t= = =   1 2 4 3      

* 3, * 3, * 7r s t= = =   1 2 4 3     

* 3, * 3, * 9r s t= = =  1 2 4 3     

* 3, * 3, * 13r s t= = =  1 2 4 3      

* 3, * 3, * 17r s t= = =  1 2 4 3     

* 3, * 3, * 20r s t= = =  1 2 4 3     

 

表 5-6 ,p q值不同的结果 

,p q   排序结果 

1, 5p q= =   1 2 4 3      

5, 1p q= =   1 2 4 3      

2, 10p q= =   1 2 4 3      

10, 2p q= =   1 2 4 3      

 

其次，对 ,p q和 进行敏感度分析。如表 5-6 Heronian 算子中参数 ,p q对于
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最终的排序结果没有较大影响， 1 仍是最优选择。得分函数随着 的变化而改变

如表 5-6，但其排序没有发生改变 1 2 4 3    。 在[5,21]之间排序结果也

没有发生变化，排序结果一直为 1 2 4 3    （如图 5-1）。 

 

图 5-1 得分函数随值不同的结果 

5.5 本章小结 

本章在 ,  ,  r s t  球形模糊环境下提出基于 AA 范数的 Heronian 平均算子，并

将其应用到机器人的选择中，通过敏感度结果分析， 1 算子的有效性。根据比

较分析，该模型框架的优点和成果如下： 

（1）与其他评估框架相比，框架方法利用更合理的输入数据，即

, ,r s t SPFNs− 来评估替代方案。然而，其他评估框架中的数据没有利用三个灵活

的参数 , ,r s t 。这些可调参数的加入扩大了应用范围，并允许更合理地捕获数据。 

（2）本文在 , ,r s t SPFAAWHrM− 环境下与 AA 范数和 Heronian 算子结合，

更加注重属性与其自身之间关联性，使结果更具有稳定性。  

（3）所提出的框架只需要几个简单的步骤，突出了其计算便利性。这种可

访问性使其非常适合紧急决策支持场景。  
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第 6 章 总结与展望 

6.1 总结 

本文在对多种模糊信息——区间值毕达哥拉斯集、多值中智集、 ,  ,  r s t 球形

模糊集研究的环境中，对 Aczel-Alsina 范数的多属性决策方法环境下的集成算法

进行了如下研究： 

（1）随着多属性决策方法在决策领域中的地位越来越重要，关于区间毕达

哥拉斯模糊环境的相关决策方法也得到了进一步完善。在区间毕达哥拉斯模糊环

境下，提出了与 Aczel-Alsina 范数结合的 Maclaurin 对称平均算子。该方法充分

考虑属性值之间的相关性，并尽可能避免决策信息过程中的信息缺失。 

（2）在多值中智模糊环境下，提出了与 Aczel-Alsina 范数结合的 Hamy 平

均算子和对偶 Hamy 平均算子，将该算子与 IDOCRIW 法结合起来，使决策结果

更具有稳定性。最后通过实例分析以及敏感度分析，证明其算法模型的实用性。 

（3） ,  ,  r s t  球形模糊环境对于评价值更具有包容性，为决策者面对不确定

评价信息进行有效决策。基于 ,  ,  r s t  球形模糊集，提出与 Aczel-Alsina 范数结合

的 Heronian 平均算子，并对 ,  ,  r s t -SPFAAHrM 算子的性质进行分析。最后通过

案例分析以及关于 ,  ,  r s t等参数的敏感度分析，验证了提出方法的有效性和可行

性。 

6.2 展望 

关于多属性决策的研究是未来继续研究的重点工作，进一步研究工作如下： 

（1）提出更高效的 Aczel-Alsina 范数计算方法，探索其在人工智能、大数

据分析等环境中的应用。Aczel-Alsina 范数有望在更多领域发挥重要作用，为解

决复杂的实际问题提供新的思路和方法。 

（2）本文主要研究了多种模糊环境与Aczel-Alsina范数融合的多属性决策，

未来可以考虑将本文的研究方法拓展于不同的算法当中，并将其应用于解决现实

问题。 

（3）本文主要在区间毕达哥拉斯模糊环境中介绍了 Aczel-Alsina 范数，未

来研究将在复模糊多属性决策中进行探索研究，并将其应用于更多实际场景中。 
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