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两类非线性非高斯随机过程的统计推断 

 

摘 要 

 

由布朗运动驱动的随机微分方程在排队论、金融、生物等领域有

着广泛应用，但现实世界中许多随机现象具有显著的拖尾特性且较

为复杂，该模型无法有效地刻画这些现象的统计特性。相比之下，α-

稳定分布能够很好地描述具有尖峰脉冲特性和严重拖尾特性的随机

现象。鉴于 α-稳定分布在描述这些复杂现象上的优势，本文将研究

两类非线性非高斯随机过程的统计推断问题，主要内容可分为两个

部分。第一部分，研究连续时间状态观测下 α-稳定过程驱动的非时

齐随机微分方程的参数估计量的相合性、收敛速率以及渐近分布。第

二部分使用核型估计方法分析第二类 α-稳定过程驱动的随机微分方

程非参数估计量的相合性和渐近分布。 

具体而言，本文的研究架构与内容安排如下： 

第一章，本文系统地介绍了本文所研究问题的背景和意义，详细

阐述了随机微分方程统计推断问题的国内外研究现状，给出该领域

已有成果存在的不足。 

第二章，简要介绍文中需要用到的一些定义、定理和不等式等。 

第三章，使用加权拟合估计方法研究了 α-稳定过程驱动的非时

齐非线性随机微分方程参数估计问题。首先利用鞅大数定律、α-稳定
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积分矩最大值不等式、Markov 不等式等工具分析了轨迹拟合估计量

的相合性。其次，结合 α-稳定过程自相似性质、映射定理、Toeplitz

引理等理论建立了轨迹拟合估计量的渐近分布。 

第四章，使用核型非参数估计方法研究第二类 α-稳定过程驱动

的随机微分方程非参数估计问题。使用 α-稳定分布基本性质、α-稳定

积、分矩不等式、Markov 不等式等工具分别分析了估计量的相合性。

其次，利用 Taylor 展开公式、α-稳定积分核性质分析建立了非参数估

计量的渐近分布。 

最后对全文的研究成果进行了系统的总结，并提出展望。 

 

关键词：α-稳定过程；非时齐随机微分方程；非参数估计；相

合性；渐近分布 
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STATISTICAL INFERENCE FOR TWO CLASSES OF 

NONLINEAR NON-GAUSSIAN STOCHASTIC 

PROCESSES 

 

ABSTRACT 

 

In recent years, stochastic differential equations driven by Brownian 

motion have been widely studied in fields such as queuing theory, finance 

and biology. However, in the real world, many random phenomena exhibit 

characteristics of spike-pulse and heavy tails, stochastic differential 

equations driven by Brownian motion fails to describe the statistical 

characteristics of these phenomena accurately. In the contrast, the α-stable 

processes can well describe random phenomena with characteristics of 

spike-pulse and heavy tails. Therefore, this paper deals with the problems 

of statistical inference for two types of nonlinear non-Gaussian stochastic 

processes. The research content includes two parts. The first part discusses 

the parameter estimation problem for time inhomogeneous stochastic 

differential equations driven by α-stable processes, the consistency, 

convergence rate, and asymptotic distribution of the trajectory fitting 

estimator are discussed. The second part discusses the nonparametric 

estimation problem for the second type of stochastic differential equations 
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driven by α-stable processes, the consistency and the asymptotic 

distribution of the nonparametric estimators are discussed. 

Specifically, the study is organized as follows: 

First of all, this paper mainly introduces the research background and 

research significance of the problems related to this paper, as well as the 

current status of domestic and international research on the parameter 

estimation problem of stochastic differential equations and also points out 

the deficiencies of the exisiting achievements in this field.  

 The following part is preliminaries. It mainly introduces the α-stable 

process, gives the definition and properties of the α-stable process, the 

definition of the characteristic fuction of a random variable, and the related 

lemmas. 

Then, we discuss the problem of trajectory fitting estimation for time 

inhomogeneous stochastic differential equations driven by α-stable 

processes. By using tools such as the law of large numbers for martingales, 

the maximum inequality of moments of α-stable integrals, and the Markov 

inequality, the consistency of the trajectory fitting estimator is proved. 

Then, by combining theories such as the self-similar property of α-stable 

processes, the mapping theorem, and the Toeplitz lemma, the asymptotic 

distribution of the trajectory fitting estimator is established. 

After that, the problem of kernel-type nonparametric estimation of 

stochastic differential equations driven by the second type of α-stable 
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process is studied. By using the basic properties of α-stable distributions, 

α-stable products, integral moment inequalities, Markov inequalities and 

other tools, the consistency of the estimators is discussed. Then, by using 

the Taylor expansion formula and the properties of α-stable integral 

kernels, the asymptotic distribution of the nonparametric estimators is 

established. 

Finally, the results of this paper are summarized and we provide 

suggestions for the further study. 

Wan Shanlin (Applied Mathematics) 

Surpervised by Wu Xiaotai 

KEYWORDS: α-stable processes; time inhomogeneous stochastic 

differential equations; nonparametric estimation; consistency; asymptotic 

distribution 
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第 1 章 绪论 

1.1 研究背景和意义 

在过去的数十年间，统计推断在现代随机过程理论与应用研究中发挥着重

要作用。其中，由布朗运动驱动的随机微分方程的统计推断问题在金融、生物等

领域引起了广泛关注。2003 年，许之彦[1]基于转移密度不等式，建立了不含未知

参数的误差界，分析了时齐扩散过程的漂移项和扩散项的局部多项式估计，给出

了局部线性估计的相合性和渐进正态性的证明。2009 年,Tang 和 Chen[2]对连续

时间下扩散过程的参数估计问题展开研究，讨论了 Vasicek 过程和 CIR 过程参

数估计的偏差和方差，提出了适用于一般扩散过程的偏差校正方法。2014 年，

邢雪丹[3]对多种常见形式的伊藤过程进行蒙特卡罗模拟，并进行了相应的统计推

断研究，选取股票样本数据模拟后，提出指数 OU 过程（Ornstein-Uhlenbeck 

process）模型，推导其股票价格表达式及相关性质，拓展了伊藤过程在金融建模

中的应用范围。2015 年，王允艳[4]围绕扩散型过程的统计推断问题展开深入研

究。将复加权方法应用于和分扩散过程的扩散系数估计，把经验似然方法引入和

分扩散过程的统计推断，针对扩散过程和带跳扩散过程，提出局部 M 估计量，

拓宽了扩散过程统计推断的应用场景。2016 年，Wei 和 Shu[5]等研究了离散观测

条件下 CIR 模型的参数估计问题，证明了极大似然参数估计量的相合性，并用

数值模拟证明该方法的有效性。2019 年，Pan[6]采用伪极大似然估计法和最小二

乘法估计随机 SIS 流行病模型的参数。在研究过程中，讨论了参数的点估计值、

区间估计值以及联合置信区间，通过分析和模拟实例，研究了影响置信区间宽度

和置信区域面积的因素。2020 年，EI 和 Ali[7]基于欧拉极大似然估计法对 HIV 传

播随机 SIS 流行病模型的部分参数进行估计，讨论了估计量参数的相合性和收

敛性，为传染病模型的研究提供了重要的理论依据。2022 年，付金玉[8]聚焦于高

频和低频金融数据的波动率建模与统计推断，构建 GARCH-Itô-Jumps 模型与 

GQARCH-Itô-Jumps 模型，针对市场微观结构噪音和跳跃问题，提出了结合门限

技术和核光滑的稳健估计方法，确保在复杂市场环境下估计量的有效性。2023

年，Zhang 和 Shu[9]针对基于离散观测的 Ait-Sahalia 型利率模型的参数估计问题
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展开研究，证明了极大似然估计量的强相合性。 

实际上，许多自然现象可以用 α-稳定分布来描述，如地震发生的频次和强

度，生物种群个体大小以及网络流量的波动等。α-稳定分布是一类重要的非高斯

分布，在诸多领域展现独特价值与意义。它与高斯分布显著不同，概率密度函数

形式更为复杂，却能更好拟合现实中具有厚尾、尖峰等特征的数据分布。例如，

2002 年，Mikosch[10] 等人的研究表明，连接速率适中时，相较于重尾连接长度

分布尾，α-稳定过程几乎可近似表示一段时间内累计的宽带网络流量，为网络流

量建模提供新视角。2003 年，Nolan[11]发现，从 1975 年 1 月到 1997 年 9 月，美

元与坦桑尼亚先令每月汇率服从 α-稳定分布。2006 年，李旭涛[12] 的研究指出，

用 α-稳定分布描述实际信号的非高斯性和重尾性比正态分布更为恰当，能准确

捕捉信号特征。2007 年，武东和汤银才[13]通过研究股票收益率数据发现，其具

有显著尖峰厚尾特征，运用稳定分布模拟股票收益率比正态分布效果更理想，能

更准确反映股票市场实际波动情况。2011 年，Xu[14]等发现上海综合指数和深圳

成分指数收益呈现非对称尖峰厚尾特征与 α-稳定分布相吻合。2017 年，于玲[15]

发现信号、雷达和生物医学信号处理中，许多信号和噪声脉冲性较强，使用 α-

稳定分布比高斯分布更能反映实际情况。 

正态分布、柯西分布是 α-稳定分布的特殊情形。鉴于此，且考虑到 α-稳定

分布在诸多领域能精准拟合厚尾、尖峰数据分布而展现出独特价值，本文研究两

类非线性非高斯随机过程的统计推断问题。 

1.2 研究现状 

近年来，由布朗运动驱动的随机微分方程的统计推断问题引起了学者们的

广泛关注，一般由如下随机微分方程表示：  

 𝑑𝑋𝑡 = 𝑓(𝑋𝑡)𝑑𝑡 + 𝑔(𝑋𝑡)𝑑𝑊𝑡， (1.1) 

其中，𝑓(𝑋𝑡)是漂移项系数，𝑔(𝑋𝑡)是扩散项系数，𝑊𝑡是标准布朗运动。而统

计估计在统计推断中占据重要地位，统计估计方法通过构建样本函数，对总体的

分布函数、分布参数或数字特征进行估计。例如，用样本均值估计总体均值，用

经验分布函数估计总体分布函数等。进一步细分，统计估计可划分为参数估计与

非参数估计两大范畴。近些年来，随着研究不断深入，在随机微分方程参数估计
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研究中，参数估计又分为时齐随机微分方程参数估计和非时齐随机微分方程参

数估计两个方面。譬如，在时齐随机微分方程参数估计方面： 2001 年，Dietz[16]

讨论了一类非遍历随机微分方程轨迹拟合估计量的强相合性和渐近正态性。

2003 年，Dietz 和 Kutoysnts[17] 研究了一类遍历随机过程轨迹拟合估计量的强相

合性和渐近正态性。2011 年，Bo[18]等讨论了遍历反射 OU 过程下极大似然估计

量的相合性和渐近正态性。2015 年，Jiang 和 Dong[19]研究了非遍历情形下带有

线性漂移项 OU 过程极大似然估计的渐近行为。2018 年，Abiayad[20]讨论了一类

非遍历随机微分方程轨迹拟合估计量的强相合性和渐近分布。2019 年，Zang 和

Zhang[21]分析了非遍历情形下反射 OU 过程轨迹拟合估计量的相合性和渐近正

态性。 

目前，由第二类高斯过程驱动的随机微分方程的参数估计问题成为新的研

究热点，被学者们广泛研究（见文献 Azmoodeh & Morlanes[22]; Azmoodeh & 

Viitasaari[23];Balde[24]等;El Onsy[25]等; El Onsy[26]等），2020 年，Alazemi[27]等讨论

了高斯均值回复第二类 OU 过程的最小二乘估计量的相合性和渐近分布。 

在现实的金融市场中，诸如股票价格、金融资产的收益率和波动率变化等数

据会随着时间的推移而发生变化。许多学者采用布朗运动驱动的非时齐随机微

分方程来刻画这类现象。例如，2005 年，Fan[28]研究了非时齐和时间依赖扩散过

程的瞬时收益和波动函数，跃迁密度和状态价格密度估计等金融经济计量学中

的非参数技术问题。2019 年，邵金[29]研究了非时齐扩散过程参数估计量的渐近

性质，同时探讨了扩散过程遍历性假设检验的无偏性和相合性。2011 年，Zhao

和 Gao[30]讨论了非时齐扩散过程极大似然参数估计量的大偏差问题。 

值得注意的是，上述文献大多基于漂移函数已知的前提条件。然而，在实际

情况中，漂移项函数往往是未知的，此时就需要运用非参数估计方法对其进行估

计。本文采用非参数平滑法来估计漂移项函数。非参数平滑法的优势在于，它无

需预先指定先验模型，能够为探索变量之间的关系提供多样化的途径。最经典的

Ndaraya-Watson 估计法由 Ndaraya[31]和 Watson[32]提出。在独立和相同分布观测

条件下，N-W 估计数的非参数方法的主要统计特性（如相合性和收敛速率）是

在 1980 年至 1990 年间发展起来的（见 Hardle[33]），并在 20 世纪 90 年代

被进一步研究（见 Bosq[34]）。 

目前，在随机微分方程的非参数估计研究方面，许多学者针对高斯噪声情形
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下的非参数趋势估计展开了探讨。Pham[35] （1981）和 Prakasa Rao[36] （1985）

模仿 Nadaraya-Watson 估计法构造了非参数估计量，并讨论了 N-W 估计量的渐

近行为。1995 年，Arfi[37]讨论了遍历情形下 N-W 估计量的强相合性。其他非参

数估计法也得到了广泛研究：1994 年，Kutoyants[38]研究了小白噪声非参数趋势

估计量的渐近性为。2011 年，Mishra 和 Prakasa Rao[39]讨论了分数随机微分方程

中核估计量的相合性和渐近正态性。2019 年，Prakasa Rao[40]研究了由混合分数

布朗运动驱动带有小噪声的随机微分方程中非参数趋势估计问题。 2020

年,Prakasa Rao[41]讨论了次分数布朗运动驱动的随机微分方程非参数估计量的

渐近行为。 

不难发现，上述文献的研究主要集中在高斯过程驱动的随机微分方程的统

计推断方面。随着非高斯随机微分方程在金融、生物、工程等领域的广泛应用，

学者们对非高斯随机微分方程统计推断问题产生了浓厚的兴趣。譬如，参数估计

方面： 2007 年，Hu 和 Long[42]使用加权轨迹拟合方法研究了 α-稳定过程驱动的

OU 过程的参数估计问题，并考察了估计量的强相合性，收敛速率以及估计误差

的渐近分布特征。2009 年，Hu 和 Long[43]使用最小二乘法研究了离散时间点下

α-稳定过程驱动的的 OU 过程的参数估计问题，并讨论了估计量的强相合性和收

敛速率。2013 年，Zhang[44]研究了离散观测条件下由对称 α-稳定运动驱动的 OU

过程的参数估计问题，讨论最小二乘估计量的相合性和渐近分布。2023 年，潘

玉荣,贾朝勇等[45]研究了一类由对称α-稳定运动驱动的随机微分方程参数估计问

题，讨论了最小二乘估计的强相合性。2025 年，Zhang[46]讨论了 α-稳定过程驱动

的非遍历情形下反射 OU 过程加权拟合估计量的强相合性和渐近分布。然而，

由 α-稳定过程驱动的随机微分方程的非参数趋势估计（见 Zhang[47][48]）却少有

报道。 

1.3 本文结构 

本文研究两类非线性非高斯过程的统计推断问题。全文共分为五章，具体安

排如下： 

第一章为绪论，系统地介绍了本文所研究问题的背景和意义，详细阐述了随

机微分方程统计推断问题的国内外研究现状，给出该领域已有成果存在的不足。 
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第二章为预备知识，简要介绍文中需要用到的一些定义、定理和不等式等。 

第三章使用轨迹拟合估计方法研究了 α-稳定过程驱动的非时齐非线性随机

微分方程参数估计问题。首先利用鞅大数定律、α-稳定积分矩最大值不等式、

Markov 不等式等工具分析了轨迹拟合估计量的相合性。其次，结合 α-稳定过程

自相似性质、映射定理、Toeplitz 引理等理论建立了轨迹拟合估计量的渐近分布。 

第四章使用核型非参数估计方法研究第二类 α-稳定过程驱动的随机微分方

程非参数估计问题。使用 α-稳定分布基本性质、α-稳定积、分矩不等式、Markov

不等式等工具分别分析了估计量的相合性。其次，利用 Taylor 展开公式、α-稳定

积分核性质分析建立了非参数估计量的渐近分布。 

最后对全文的研究成果进行了系统的总结，并提出展望。 
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第 2 章 预备知识 

2.1 符号说明 

在这一部分，我们给出一些关于 α-稳定过程的预备知识和引理。在本文中，

我们用“→𝑝”来表示依概率收敛，用“ d ”表示等价同分布，用“∘”来表示复

合函数。用𝜙+和𝜙−来表示𝜙的正部和负部。用𝐿𝑎.𝑠
𝛼 表示所有实值（ℱ𝑡）可测过程

𝜙的族，定义在Ω × [0, ∞]上，使得对于𝑇 > 0， ∫ |𝜙(𝑡, 𝜔)|𝛼𝑑𝑡 < ∞
𝑇

0
   𝑎. 𝑠.。 由

Rosinski and Woyczynski[49]的定理 4.1 和 Kallenberg[50]的定理 3.1，相对于严 α-稳

定 levy 过程 Z，可测过程𝜙是可积的，即对任意𝑇 > 0，∫ 𝜙(𝑡)𝑑𝑍𝑡
𝑡

0
存在当且仅当

𝜙 ∈ 𝐿𝑎.𝑠
𝛼 。用(𝐷𝑇 , 𝐵𝑇)表示[0, 𝑇]上的右连续左极限函数{𝑥𝑡 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇}的可测空间，

其 σ 代数为ℬ𝑇 = 𝜎{𝑥𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇}。令Θ𝑘(𝐿)表示函数(ℎ𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇)的类，这些

函数满足阶的赫尔德条件𝜒 ∈ (0,1]，相对于 t 是 k 次可微的。 

 |ℎ𝑡
(𝑘)

− ℎ𝑠
(𝑘)

| ≤ 𝐿|𝑡 − 𝑠|𝜒, 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇],   

对于一些常数𝐿 > 0，当𝐾 > 0，ℎ𝑡
(𝑘)

表示ℎ(⋅)在 t 时刻 k 阶导数，如果𝑘 =

0，用ℎ(0)表示 g。 

2.2 相关定义及引理 

定义 2.2.1（α-稳定分布）若随机变量𝜉的特征函数满足以下条件： 

          Φ𝑧(𝜇) = 𝔼exp{𝑖𝑢𝑍} = {
exp {−𝜎𝛼|𝜇|𝛼 (1 − 𝑖𝛽𝑠𝑔𝑛(𝜇)𝑡𝑎𝑛

𝛼𝜋

2
+ 𝑖𝜇𝑢)} , 𝛼 ≠ 1

exp {−𝛼|𝜇| (1 + 𝑖𝛽
2

𝜋
𝑠𝑔𝑛(𝜇)log |𝜇| + 𝑖𝜇𝑢)} , 𝛼 = 1

 

则随机变量𝜉服从 α-稳定分布，记为𝜉 ∼ 𝑆𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇)。其中，稳定性指标 α∈

(0,2)，偏度参数 β∈(-1,1)，尺度参数 σ∈(0,∞)，位移参数 μ∈(-∞,∞)。若𝜇 =

0，则称𝜉为严 α-稳定分布。若𝛽 = 0，则称𝜉为对称 α-稳定分布。 

定义 2.2.2（α-稳定 Lévy 过程）若{𝑍𝑡}𝑡≥0被称为标准 α-稳定过程，则满足以下

条件： 

(1) 𝑍0 = 0,   𝑎. 𝑠. ; 
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(2) 𝑍𝑡 − 𝑍𝑠 ∼ 𝑆𝛼 ((𝑡 − 𝑠)
1

𝛼 , 𝛽, 0) , 𝑡 > 𝑠 ≥ 0;  

(3) 对于任意有限时间点0 ≤ 𝑠0 < 𝑠1 <⋅⋅⋅< 𝑠𝑚 < ∞,随机变量𝑍𝑠0
, 𝑍𝑠1

− 𝑍𝑠0
,⋅⋅⋅

, 𝑍𝑠𝑚
− 𝑍𝑠𝑚−1

是独立的。 

其中𝑆𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇)是一个 α-稳定的随机变量。 

引理 2.2.1（Toeplitz 引理[51]）假设(𝜙𝑇)𝑇≥0是定义在[0，∞)上的测度,有以下性

质: 

（1）∀𝑇 > 0, 𝜙𝑇([0, 𝑇]) = 1,  

（2）∀𝐾 > 0, 当𝑇 → ∞, 𝜙𝑇([0, 𝐾]) → 0,  

当𝑇 → ∞时， 

lim
𝑇→∞

∫ 𝑓𝑡𝜙𝑇(𝑑𝑡) = 𝑓∞
𝑇

0
,  

其中，𝑓∞ ∶= lim
𝑡→∞

𝑓𝑡存在 

引理 2.2.2（稳定积分矩不等式，见文献[52]）令𝜑𝑡是一个可测过程，满足当𝑇 <

∞时， ∫ |𝜑(𝑡)𝛼𝑑𝑡|
𝑇

0
< ∞几乎处处成立。𝐹: [0, ∞) → [0, ∞)是一个连续函数。

假设 是非负或 Z 是对称的，同时存在常数𝐶, 𝜆0和𝛼0 < 𝛼，对于所有𝑦 > 0和

𝜆 > 𝜆0，都有𝐹(𝜆𝑦) ≤ 𝐶𝜆𝛼0𝐹(𝑦)。那么必然存在依赖于𝛼, 𝛼0, 𝛽, 𝐶的常数𝐶1,

𝐶2和𝜆0使得对于每一个𝑇 > 0都有 

𝐶1𝐸 [𝐹 ((∫ |𝜑(𝑡)𝛼𝑑𝑡|
𝑇

0
)

1

𝛼
)]  

    ≤ 𝐸 [𝐹 (sup
𝑡≤𝑇

|∫ ∫ 𝜑(𝑡)𝛼𝑑𝑍𝑠
𝑡

0

𝑇

0
|)]  

     ≤ 𝐶2𝐸 [𝐹 ((∫ |𝜑(𝑡)𝛼𝑑𝑡|
𝑇

0

)

1
𝛼

)].

引理 2.2.3（见 Kutoyants[38],引理 1.11）：令𝑐0, 𝑐1, 𝑐2为非负常数，𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)为

非负有界函数，0 t T   

𝑢(𝑡) ≤ 𝑐0 + 𝑐1 ∫ 𝑣(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝑐2 ∫ 𝑣(𝑠) [∫ 𝑢(𝑟)𝑑𝐾(𝑟)
𝑠

0

] 𝑑𝑠,
𝑡

0

 

其中𝐾(𝑡)是一个非增右连续函数，0 ≤ 𝐾(𝑡) ≤ 𝐾0 

𝑢(𝑡) ≤ 𝑐0 exp {(𝑐1 + 𝑐2𝐾0) ∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
}.  

内锁属性对于 α-稳定随机积分是一个重要引理（见 Long[52]）。 
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引理 2.2.4（α-稳定随机积分的性质）令 Z 为严 α-稳定过程并且𝜙 ∈ 𝐿𝑎.𝑠
𝛼  

(i)存在独立过程Z’, 𝑍" 𝑍=
𝑑 𝑍′, 𝑍" 𝑍=

𝑑 ,得 

∫ 𝜙(𝑠)𝑑𝑍𝑠 = 𝑍′ ∘ ∫ 𝜙+
𝛼(𝑠)𝑑𝑠 − 𝑍" ∘ ∫ 𝜙−

𝛼(𝑠)𝑑𝑠,     𝑎. 𝑠.
𝑡

0

𝑡

0

𝑡

0

 

(ii)如果 Z 是对称的，即 β=0，存在 α-稳定 Lévy 过程𝑍′ 𝑍=
𝑑 ，使得 

∫ 𝜙(𝑠)𝑑𝑍𝑠 = 𝑍′
𝑡

0

∘ ∫ |𝜙(𝑠)|𝛼𝑑𝑠,     𝑎. 𝑠.
𝑡

0
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第 3 章 非时齐随机微分方程的参数估计  

3.1 引言 

近年来，由 α-稳定过程驱动的时齐随机微分方程得到了广泛研究。然而，

在现实的金融市场及相关领域中，诸如股票价格的波动、金融资产收益率和波

动率的动态变化等数据，不仅呈现出典型的尖峰厚尾特征，还会随着时间的推

移而发生变化。这意味着实际情况中的许多随机现象并不能简单地用时齐随机

微分方程来准确刻画，因此，研究 α-稳定过程驱动的非时齐随机微分方程具有

重要的现实意义。 

尽管由 α-稳定过程驱动的时齐随机微分方程得到了广泛研究，但关于 α-稳

定过程驱动的非时齐随机微分方程的研究却相对匮乏，相关的报道较为少见。

基于上述背景，着重探讨由 α-稳定过程驱动的非时齐随机微分方程的参数估计

问题。具体而言，在非时齐的条件设定下，讨论了 α-稳定过程驱动的随机微分

方程轨迹拟合参数估计问题。本文对轨迹拟合估计量的相合性和收敛速率展开

系统研究，随后，进一步深入探讨轨迹拟合估计量的渐近分布。 

3.2 问题描述 

在本章中，我们考虑由 α-稳定(𝛼 ∈ (1,2))过程驱动的非时齐随机微分方程

的参数估计问题: 

 dXt = 𝜃ℎ𝑡𝑋𝑡 + 𝑑𝑍𝑡， (3.1) 

其中，𝜃 ∈ ℝ是一个未知参数，ℎ: [0, ∞) → ℝ为可测函数，{𝑍𝑡}𝑡≥0是一个给定的

标准 α-稳定(𝛼 ∈ (1,2))Lévy 过程。假设观测过程𝑋 = {𝑋𝑡, 𝑡 ≥ 0}在区间[0,T]

上。这里最小二乘估计方法不能直接应用到 α-稳定过程驱动的随机微分方程，

因为 α-稳定过程{𝑍𝑡}𝑡≥0不是平方可积的，所以极大似然估计法不能直接应用到

这里。为了研究未知参数𝜃的相合性，本文运用轨迹拟合估计方法。 

方程（3.1）可被写为 

 𝑋𝑡 = 𝑋0 + 𝜃𝐻𝑡 + 𝑍𝑡 . (3.2) 
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其中，𝐻𝑡 = ∫ ℎ𝑠𝑋𝑠𝑑𝑠
𝑡

0
 。要得得参数 θ 的轨迹拟合估计量，则需使得∫ |𝑋𝑡 −

𝑇

0

(𝑋0 + 𝜃𝐻𝑡)|2𝑑𝑡达到最小。其中，𝑇 > 0，为时间常数。由此可得参数 θ 轨迹拟合

估计量为 

 𝜃𝑡 =
∫ (𝑋𝑡−𝑋0)𝐻𝑡𝑑𝑡

𝑇
0

∫ 𝐻𝑡
2𝑑𝑡

𝑇
0

. (3.3) 

把（3.2）式带入（3.3）式里可得 

 𝜃𝑡 − 𝜃 =
∫ 𝐻𝑡𝑍𝑡𝑑𝑡

𝑇
0

∫ 𝐻𝑡
2𝑇

0
𝑑𝑡

. (3.4) 

我们给出以下假设条件 

(A1)对于任意𝑡 ≥ 0，函数ℎ𝑡满足当𝑡 ≥ 0 时，θ ∫ ℎ𝑡𝑑𝑡
𝑇

0
→ ∞，并且当 T →

∞时，Te−𝜃 ∫ ℎ𝑡𝑑𝑡
𝑇

0 → 0, 并且 lim
𝑇→∞

∫ 𝑒−𝛼𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0
∶= 𝜏∞存在。 

(A2)存在常数𝑏𝑖 > 0,对于𝑖 = 1,2,3,当 T 足够大时， 

 ℎ𝑡 > 𝑏1, ∀𝑡 ≥ 𝑇
1

𝛼, (3.5) 

并且 

 
𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢

𝑡
0

∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0

≤ 𝑏2𝑒−𝑏3(𝑇−𝑡), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]. (3.6) 

由条件(A1)可得，对于𝐾 > 0, 𝑖 = 1,2,3,当𝑇 → ∞时，𝐹𝑖(𝑇) → ∞, 并且

𝐹𝑖(𝑘)/𝐹𝑖(𝑇) → 0。简记以下函数： 

𝐹1(𝑇) = ∫ ℎ𝑡𝑒∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0

, 𝐹2(𝑡) = ∫ 𝑒2𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0

, 𝐹3(𝑇) = ∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0

 

伽马函数由下列函数定义 

Γ(𝑠) = ∫ 𝑡𝑠−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
∞

0

, 𝑠 > 0. 

(A3)ℎ𝑣𝑇 = ℎ𝑣ℎ𝑇. 

3.3 轨迹拟合估计量𝜃̂𝑇的相合性 

我们在这一部分讨论轨迹拟合估计量𝜃𝑇的强相合性。 

定理 3.1：如果条件(A1)成立，则 lim
𝑇→∞

𝜃𝑇 = 𝜃 , 𝑎. 𝑠. , 𝑖. 𝑒.即𝜃𝑇轨迹拟合估计量是强

相合的。 

证明:对函数𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑋𝑡使用 ˆIto伊藤公式可得 
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 𝑑 (𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑋𝑡)  

     = −𝜃ℎ𝑡𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑑𝑋𝑡  

     = −𝜃ℎ𝑡𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 (𝜃ℎ𝑡𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝑑𝑍𝑡)  

     = 𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 𝑑𝑍𝑡  

两边同时从 0 到 t 积分，可得 

 𝑋𝑡𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0 = 𝑋0 + ∫ 𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑑𝑍𝑠 =∶ 𝜂𝑡

𝑡

0

 (3.7) 

令𝜆𝑡 = ∫ 𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑑𝑍𝑠
𝑡

0
，易知𝜆𝑡是一个𝐿𝑝有界的左极右连ℱ𝑡鞅（1 ≤ 𝑝 ≤

𝛼）。且𝜆𝑡是一个分布为𝑆𝛼(Γ𝑡

1

𝛼, 𝛽, 0)的随机变量。当𝑡 → ∞时,我们可以推出𝜆𝑡收

敛到一个分布为𝑆𝛼(Γ∞

1

𝛼 , 𝛽, 0)的 α-稳定随机变量。由鞅收敛定理可知 

 lim
𝑡→∞

𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑋𝑡 = 𝑋0 + ∫ 𝑒−𝜃 ∫ 𝑔(𝑢)𝑑𝑢
𝑠

0 𝑑𝑍𝑠

∞

0

= 𝜂∞,   𝑎. 𝑠. (3.8) 

由条件(A1)和引理 2.1 可得 

 
lim
𝑡→∞

𝐻𝑡

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

 
 

 
    = lim

𝑡→∞

∫ [(𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑋𝑠 − 𝜂∞ + 𝜂∞) ℎ𝑠𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 ] 𝑑𝑠
𝑡

0

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

 
 

 
    = lim

𝑡→∞

∫ (𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑋𝑠 − 𝜂∞) ℎ𝑠𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑑𝑠
𝑡

0

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝜂∞ lim
𝑡→∞

𝐹1(𝑡)

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

 
 

 
    = lim

𝑡→∞

𝐹1(𝑡)

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

∙ ∫ (𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑋𝑠 − 𝜂∞)
ℎ𝑠𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢

𝑠
0

𝐹1(𝑡)

𝑡

0

𝑑𝑠 
 

 
          +𝜂∞ lim

𝑡→∞

𝐹1(𝑡)

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

 
 

     =
𝜂∞

𝜃
,   𝑎. 𝑠. (3.9) 

由鞅强大数定律和条件(A1)可推出 

 lim
𝑇→∞

𝑍𝑡

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

= lim
𝑇→∞

𝑍𝑡

𝑡

𝑡

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

= 0,   𝑎. 𝑠. (3.10) 
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由式(3.9),(3.10)以及引理 2.1 可推出 

 
lim

𝑇→∞
(𝜃𝑇 − 𝜃) =

∫ 𝐻𝑡𝑍𝑡𝑑𝑡
𝑡

0

∫ 𝐻𝑡
2𝑑𝑡

𝑡

0

 
 

 

                           =

∫
𝐻𝑡 

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

𝑍𝑡

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

𝑒2𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

𝐹2(𝑇)
𝑑𝑡

𝑡

0

∫ (
𝐻𝑡

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

)

2
𝑒2𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠

𝑡
0

𝐹2(𝑇)
𝑑𝑡

𝑡

0

 

 

                            = 0,    𝑎. 𝑠. (3.11) 

当 θ=0 时，𝑋𝑡 = 𝑋0 + 𝑍𝑡 。令 t=uT，dt=Tdu，可得 

 ∫ 𝐻𝑡𝑍𝑡𝑑𝑡
𝑇

0
= ∫ (∫ ℎ𝑠𝑋𝑠𝑑𝑠

𝑡

0
) 𝑍𝑡𝑑𝑡

𝑇

0
= ∫ 𝑍𝑢𝑇 (∫ ℎ𝑠𝑋𝑠𝑑𝑠

𝑢𝑇

0
) 𝑇𝑑𝑢

1

0
.  

令 s=vT，ds=Tdv，可得 

上式 = 𝑇2+
2
𝛼  ∫

𝑍𝑢𝑇

𝑇
1
𝛼

(∫ ℎ𝑣𝑇(
𝑍𝑣𝑇 + 𝑋0

𝑇
1
𝛼

)
𝑢

0

)𝑑𝑢
1

0

= ℎ𝑇 ∫ (∫ ℎ𝑣

𝑍𝑣𝑇 + 𝑋0

𝑇
1
𝛼

1

0

)

2

𝑑𝑢
1

0

. 

由条件(A3)可得 

 
∫ 𝐻𝑡

2𝑑𝑡
𝑡

0

= 𝑇 ∫ ∫ (ℎ𝑠𝑋𝑠𝑑𝑠)2𝑑𝑢
𝑢𝑇

0

1

0

 
 

 
                                         = 𝑇3+

2
𝛼 ∫ (∫ ℎ𝑣𝑇

𝑍𝑣𝑇 + 𝑋0

𝑇
1
𝛼

𝑑𝑣
1

0

)

2

𝑑𝑢
1

0

 
 

 
                                        = ℎ𝑇 ∫

𝑍𝑢𝑇

𝑇
1
𝛼

(∫ ℎ𝑣(
𝑍𝑣𝑇 + 𝑋0

𝑇
1
𝛼

)𝑑𝑣
𝑢

0

)𝑑𝑢
1

0

 
 

因此，可推出 

 
∫ 𝐻𝑡𝑍𝑡𝑑𝑡

𝑇

0

∫ 𝐻𝑡
2𝑑𝑡

𝑡

0

 
1

𝑇

𝑐1

𝑑1
→𝑝 0,=

𝑑  (3.12) 

其中，𝑐1 = ∫
𝑍𝑢𝑇

𝑇
1
𝛼

(∫ ℎ𝑣(
𝑍𝑣𝑇+𝑋0

𝑇
1
𝛼

)𝑑𝑣
𝑢

0
)𝑑𝑢

1

0
，𝑑1 = ∫ (∫ ℎ𝑣

𝑍𝑣𝑇+𝑋0

𝑇
1
𝛼

𝑑𝑣
1

0
)

2

𝑑𝑢
1

0
. 

因此，由式（3.1）和式（3.12）可知，则当𝑇 → ∞时,𝜃𝑇 →𝑝 𝜃，证毕。 

3.4 轨迹拟合估计量𝜃𝑇的渐近分布 

我们用“⇒”表示依分布收敛。在这一部分，我们讨论了轨迹拟合估计量𝜃𝑇的

渐近分布。 
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定理 3.2 若条件(A1)和(A2)成立，则当T →时， 

 
𝐹2(𝑇)

𝑇
1
𝛼𝐹3(𝑇)

(𝜃𝑇 − 𝜃) ⇒ |𝜃|
𝑈

𝜂∞ 
, 

(3.13) 

其中𝜂∞满足式（3.8），U 是一个服从 α-稳定分布𝑆𝛼(1, 𝛽, 0)的随机变量，且与

随机变量𝜂∞相互独立。 

证明：根据式（3.4），可得 

 
𝐹2(𝑇)

𝐹3(𝑇)𝑇
1
𝛼

(𝜃𝑇 − 𝜃) =
𝐹3

−1(𝑇)𝑇−
1
𝛼

𝐹2
−1(𝑇)

∫ 𝐻𝑡𝑍𝑡𝑑𝑡
𝑡

0

∫ 𝐻𝑡
2𝑑𝑡

𝑡

0

  

                               =
𝜂𝑇

2

𝐹2
−1(𝑇) ∫ 𝐻𝑡

2𝑑𝑡
𝑡

0

(
𝐹3

−1(𝑇) ∫ 𝐻𝑡𝑑𝑡𝑍𝑇
𝑡

0
𝑇−

1
𝛼

𝜂𝑇
2   

                        +
−𝐹3

−1(𝑇)𝑇−
1
𝛼 ∫ 𝐻𝑡(𝑍𝑇 − 𝑍𝑡)𝑑𝑡

𝑡

0

𝜂𝑇
2   

 =∶ 𝐺1(𝑇)(𝐺2(𝑇) + 𝐺3(𝑇)). (3.14) 

下面我们分别研究𝐺𝑖(𝑇), 𝑖 = 1,2,3的渐近行为，由引理 2.1 可知 

𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

𝐹2
−1(𝑇) ∫ 𝐻𝑡

2𝑑𝑡
𝑇

0

= 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

∫ (
𝐻𝑡

2

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

)

2
𝑒2𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠

𝑡
0

𝐹2(𝑇)
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜂∞

2

𝜃2
, 𝑎. 𝑠. 

显然， 

 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

𝐺1(𝑇) = 𝜃2, 𝑎. 𝑠. (3.15) 

接下来，我们考虑𝐺2(𝑇)。其中 

 𝐺2(𝑇) =
𝐹3

−1(𝑇) ∫ 𝐻𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

𝜂𝑇

𝑇−
1
𝛼𝑍𝑇

𝜂𝑇
 (3.16) 

由引理 2.1 可知 

𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

𝐹3
−1(𝑇) ∫ 𝐻𝑡𝑑𝑡

𝑇

0

= 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

∫ (
𝐻𝑡

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

)
𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑠𝑑𝑠

𝑡
0

𝐹3(𝑇)
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜂∞

𝜃
,   𝑎. 𝑠. 

这意味着 

 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

𝐹3
−1(𝑇) ∫ 𝐻𝑡𝑑𝑡

𝑇

0

𝜂𝑇
=

1

𝜃
 (3.17) 

式（3.16）中的
𝑇

− 
1
𝛼𝑍𝑇

𝜂𝑇
可表示为 
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𝑇− 
1
𝛼𝑍𝑇

𝜂𝑇
=

𝑇− 
1
𝛼 (𝑍𝑇 − 𝑍

𝑇
1
𝛼

) + 𝑇− 
1
𝛼𝑍

𝑇
1
𝛼

𝜂
𝑇

1
𝛼

+ (𝜂𝑇 − 𝜂
𝑇

1
𝛼

)
 

我们可以得到以下几个结论： 

（1）随机变量𝑇− 
1

𝛼 (𝑍𝑇 − 𝑍
𝑇

1
𝛼

)服从 α-稳定分布𝑆𝛼(1 − 𝑇
1

𝛼
−1, 𝛽, 0)，且当 T→∞

时，随机变量𝑇− 
1

𝛼 (𝑍𝑇 − 𝑍
𝑇

1
𝛼

)弱收敛于一个分布为𝑆𝛼(1, 𝛽, 0)的 α-稳定随机变量

U，  

（2）由鞅强大数定律可得 

𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

𝑍
𝑇

1
𝛼 

𝑇
1
𝛼

,     𝑎. 𝑠. 

（3）显然 

𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

𝜂
𝑇

1
𝛼

= 𝜂∞, 𝑎. 𝑠.  

（4）随机变量𝑇− 
1

𝛼 (𝑍𝑇 − 𝑍
𝑇

1
𝛼

)与η
𝑇

1
𝛼
相互独立 

（5）当𝑇 → ∞, 有ηT − η
𝑇

1
𝛼

→𝑝 0.  

证明结论（5）:由ηT的定义可得 

 |𝜂𝑇 − 𝜂
𝑇

1
𝛼

| ≤ |∫ 𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑑𝑍𝑠

𝑇

𝑇
1
𝛼

| (3.18) 

根据 Markov 不等式，引理 2.2 和条件(A2)可得对任意给定𝜀 > 0，当 T→∞

时， 

 𝑝 {|∫ 𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑑𝑍𝑠

𝑇

𝑇
1
𝛼

| > 𝜀} ≤ ℇ−1𝔼 |∫ 𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑑𝑍𝑠

𝑇

𝑇
1
𝛼

|  

                                ≤ ℇ−1𝐶2𝔼 [|∫ 𝑒−𝛼𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑠

0 𝑑𝑠
𝑇

𝑇
1
𝛼

|

1
𝛼

]  

                                            ≤ ℇ−1𝐶2𝔼 [|∫ 𝑏1
−1ℎ𝑠𝑒−𝛼𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢

𝑠
0 𝑑𝑠

𝑇

𝑇
1
𝛼

|

1
𝛼

]  
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                                                   = ℇ−1𝐶2𝑏1
−1 ||

𝑒−𝛼𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑇

0 − 𝑒−𝛼𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑇

1
𝛼

0

𝛼𝜃
||

1
𝛼

 (3.19) 

上式趋向于 0。根据式（3.18）和（3.19），可得结论（5）成立。由结论（1）

-（5）可知当𝑇 → ∞时， 

 
𝑇− 

1
𝛼𝑍𝑇

𝜂𝑇
⇒

𝑣

𝜂∞
 (3.20) 

其中，𝑈与𝜂∞相互独立。根据式（3.16），（3.17），（3.20），可得当𝑇 → ∞

时， 

 𝐺2(𝑇) ⇒
𝑈

𝜃𝜂∞
 (3.21) 

最后，证明当 𝑇 → ∞时，𝐺3(𝑇) →𝑝 0。事实上， 

 |𝐹3
−1(𝑇)𝑇− 

1
𝛼[∫ 𝐻𝑡(𝑍𝑇 − 𝑍𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

]|  

     ≤ 𝐹3
−1(𝑇)𝑇− 

1
𝛼 ∫ |∫ ℎ𝑠𝑋𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

| |𝑍𝑇 − 𝑍𝑡|𝑑𝑡
𝑇

0

]  

     ≤ 𝐹3
−1(𝑇)𝑇− 

1
𝛼 ∫ (∫ |𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢

𝑠
0 𝑋𝑠| ℎ𝑠𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢

𝑠
0 𝑑𝑠

𝑡

0

) |𝑍𝑇 − 𝑍𝑡|𝑑𝑡
𝑇

0

]  

     ≤
1

|𝜃|
sup
𝑡≥0

|𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 𝑋𝑠| 𝐹3
−1(𝑇)𝑇− 

1
𝛼 ∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢

𝑡
0 |𝑍𝑇 − 𝑍𝑡|𝑑𝑡

𝑇

0

.  

显然，sup
𝑡≥0

|𝑒−𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 𝑋𝑠|是几乎必然有限的。当𝑇 → ∞时，我们考虑下式 

𝐹3
−1(𝑇)𝑇− 

1
𝛼 ∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢

𝑡
0 |𝑍𝑇 − 𝑍𝑡|𝑑𝑡

𝑇

0

→𝑝 0,  

由条件(A2)，可知存在足够大的 T 使得 

 𝔼 [𝐹3
−1(𝑇)𝑇− 

1
𝛼 ∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢

𝑡
0 |𝑍𝑇 − 𝑍𝑡|𝑑𝑡

𝑇

0

]  

     ≤ 𝑇− 
1
𝛼 ∫

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0

𝐹3(𝑇)
𝐸[|𝑍𝑇 − 𝑍𝑡|]𝑑𝑡

𝑇

0
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                  ≤ 𝑏2𝑇− 
1
𝛼 ∫ 𝐶(1, 𝛼)(𝑇 − 𝑡)

1
𝛼𝑒−𝑏3(𝑇−𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

  

                  = 𝐶(1, 𝛼)𝑏2𝑇− 
1
𝛼 ∫ 𝑟

1
𝛼𝑒−𝑏3𝑟𝑑𝑟

𝑇

0

  

                  ≤ 𝐶(1, 𝛼)𝑏2𝑇− 
1
𝛼 ∫ 𝑟

1
𝛼𝑒−𝑏3𝑟𝑑𝑟

∞

0

  

                  ≤ 𝐶(1, 𝛼)𝑏2𝑇− 
1
𝛼Γ (1 +

1

𝛼
) 𝑏3

−(1+
1
𝛼

)
 (3.22) 

其中𝐶(1, 𝛼) =
4Γ(−1/𝛼)

𝛼√𝜋Γ(−1/2)
 (见文献 Zolotarev[54])。这也就意味着当𝑇 → ∞时, 

 𝔼[𝐹3
−1(𝑇)𝑇− 

1

𝛼 ∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 |𝑍𝑇 − 𝑍𝑡|𝑑𝑡
𝑇

0
] →𝑝 0.  

因此，当𝑇 → ∞时， 

 𝐺3(𝑇) →𝑝 0. (3.23) 

由（3.14），（3.15）（3.21），（3.23）可得式（3.13），证毕。 

注 3.1 许多函数ℎ𝑡 , 𝑡 ≥ 0实际满足条件(A1)和(A2)。我们考虑两类特殊的函数

ℎ𝑡 , 𝑡 ≥ 0。 

（1）令𝜃 > 0, ℎ𝑡 = 𝑡𝑝, 𝑝 ≥ 0, 有  

𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

∫ 𝑒−𝛼𝜃 ∫ ℎ𝑟𝑑𝑟
𝑢

0 𝑑𝑢
𝑇

0

= ∫ 𝑒
− 

𝛼𝜃
𝑝+1

𝑢𝑝+1

𝑑𝑢
∞

0

= (
𝑝 + 1

𝛼𝜃
)

1
𝑝+1 1

𝑝 + 1
Γ(

1

𝑝 + 1
) 

即条件(A1)是成立的，易证明，条件(A2)中的式(3.5)也成立， 

∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0

= ∫ 𝑒
𝜃

𝑝+1
𝑡𝑝+1

𝑑𝑡
𝑇

0

≥ 𝑑1𝑒
𝜃

𝑝+1
𝑇𝑝+1

 

对于每一个𝑇 ≥ 𝑇1,存在某个𝑇1和𝑑1 > 0。显然，对于𝑇 ≥ 1, 𝑇𝑝+1 − 𝑡𝑝+1 =

(𝑇 − 𝑡)(𝑇𝑝 + 𝑇𝑝−1𝑡 +∙∙∙ +𝑇𝑡𝑝−1 + 𝑡𝑝) ≥ 𝑇 − 𝑡。当 T 足够大时， 

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0

∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0

≤
1

𝑑1
𝑒

− 
𝜃

𝑝+1
(𝑇𝑝+1−𝑡𝑝+1)

, 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

当𝑏2 =
1

𝑑1
, 𝑏3 =

𝜃

𝑝+1
,条件(A2)中的式(3.6)也是成立的。 

（2）令𝜃 > 0,  ℎ𝑡 = 𝑒𝑞𝑡, 𝑞 ≥ 0, 则𝑇 → ∞时， 

𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

∫ 𝑒−𝛼𝜃 ∫ ℎ𝑟𝑑𝑟
𝑢

0 𝑑𝑢
𝑇

0

= ∫ 𝑒
− 

𝛼𝜃
𝑞

(𝑒𝑞𝑢−1)
𝑑𝑢

∞

0

= 𝑞−1𝑒
𝛼𝜃
𝑞 ∫ 𝑦−1𝑒

− 
𝛼𝜃
𝑞

𝑦
𝑑𝑦

∞

1
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由反常积分的极限比较判别法可以得出反常积分𝑞−1𝑒
𝛼𝜃

𝑞 ∫ 𝑦−1𝑒
𝛼𝜃

𝑞
𝑦

𝑑𝑦
∞

1
收敛。因

此，条件(A1)成立。易证明，条件(A2)中的式(3.5)也成立， 

∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0

= ∫ 𝑒
𝜃
𝑞

(𝑒𝑞𝑡−1)
𝑑𝑡

𝑇

0

≥ 𝑑2𝑒
𝜃
𝑞

(𝑒𝑞𝑇−1)
 

对于每一个𝑇 ≥ 𝑇2，存在某个𝑇2和𝑑2 > 0。当 T 足够大时， 

𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0

∫ 𝑒𝜃 ∫ ℎ𝑢𝑑𝑢
𝑡

0 𝑑𝑡
𝑇

0

≤
1

𝑑2
𝑒

− 
𝜃
𝑞

(𝑒𝑞𝑇−𝑒𝑞𝑡)
≤

1

𝑑2
𝑒−𝜃(𝑇−𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

当𝑏2 =
1

𝑑1
, 𝑏3 =

𝜃

𝑝+1
,条件(A2)中的式(3.6)也是成立的。 
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第 4 章 非参数估计量的相合性和渐近分布 

4.1 引言 

在上一章中，我们围绕由 α-稳定过程驱动的非时齐随机微分方程展开了深

入探讨，分析了轨迹拟合估计量的相合性与渐近分布。 

目前，针对高斯噪声情形下的非参数趋势估计的渐近理论已经取得了丰富

的研究成果。1995 年，Arfi[37]讨论了遍历情形下 N-W 估计量的强相合性,1994

年，Kutoyants[38]研究了小白噪声非参数趋势估计量的渐近性为。2011 年，Mishra

和 Prakasa Rao[39]讨论了分数随机微分方程中核估计量的相合性和渐近正态性。

2019 年，Prakasa Rao[40]研究了由混合分数布朗运动驱动带有小噪声的随机微分

方程中非参数趋势估计问题。2020 年 Prakasa Rao[41]讨论了次分数布朗运动驱动

的随机微分方程非参数估计量的渐近行为。 

然而，由非高斯过程驱动的随机微分方程的非参数趋势估计方面的研究 （见

Zhang[47][48]）却少有报道。本文对由第二类 α-稳定过程驱动的随机微分方程展开

系统研究，讨论了核估计量的相合性和渐近分布。 

4.2 问题描述 

受上述文献启发，本章考虑如下由第二类 α-稳定过程驱动的随机微分方程

𝑋 = {𝑋𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} 

 𝑑𝑋𝑡 = 𝐴𝑡(𝑥)𝑑𝑡 + 𝜀𝜎𝑡(𝑋)𝑑𝑈𝑡
(1)

, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (4.1) 

这里𝑋0 = 𝑥0, 𝜀 ∈ (0,1)，函数𝐴(⋅)是一个未知的非泛函平稳可测函数，𝜎(⋅)是一

个已知有界函数，𝑈𝑡
(1)

∶= ∫ 𝑒−𝑠𝑑𝑍𝑎𝑠
𝑡

0
，其中，𝑎𝑠 =

1

𝛼
𝑒𝛼𝑠, 𝑍𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇是定义在

有右连续和 σ 代数族的概率空间(Ω, ℱ, ℙ)上的标准 α-稳定过程（1<α<2）,假设

{𝑋𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇}是以下方程的解 

 
𝑑𝑥𝑡

𝑑𝑡
= 𝐴𝑡(𝑥), 𝑥0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (4.2) 

其中，𝑥0是初始值。本文使用观测值{𝑋𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇}估计函数𝐴𝑡 = 𝐴𝑡(𝑥)，使用

Kutoyants[38]的方法，我们为趋势函数𝐴𝑡 = 𝐴𝑡(𝑥)建立了一个核估计量， 
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𝐴̂𝑡 =
1

𝜑𝜀
∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝑑𝑋𝑡

𝑇

0

, 

其中,𝐺(⋅)是一个有限支撑的有界函数，规范函数𝜑𝜀 → 0，当𝜀 → 0，𝜀𝜑𝜀

− 
𝛼−1

𝛼 → 0。 

我们给出以下假设： 

(𝐻1)存在正常数𝐿1和𝐿2使得 

|𝐴𝑡(𝑥) − 𝐴𝑡(𝑦)| + |𝜎𝑡(𝑥) − 𝜎𝑡(𝑦)| ≤ 𝐿1 ∫ |𝑥𝑠 − 𝑦𝑠|𝑑𝐾(𝑠)
𝑡

0
+ 𝐿2|𝑥𝑡 − 𝑦𝑡, |  

                                     |𝐴𝑡(𝑥)| + |𝜎𝑡(𝑥)| ≤ 𝐿1 ∫ |1 + 𝑥𝑠|𝑑𝐾(𝑠)
𝑡

0

+ 𝐿2|1 + 𝑥𝑡|, 

其中，𝑘(⋅)在引理 2.2 中已给定，𝑥𝑡 , 𝑦𝑡 ∈ 𝐷𝑇 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇]。  

(𝐻2)函数𝜎(⋅)满足以下约束条件：存在一个正常数𝜎1 > 0，对于每个𝑥𝑡 ∈

𝐷𝑇 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇]，使得0 < |𝜎𝑡(𝑥)| < 𝜎1。 

(𝐻3)令𝐺(𝑢), 𝑢 ∈ 𝑅为一个有界函数（存在常数𝐵1 < 0和𝐵2 > 0，对于𝑢 ∉

[𝐵1, 𝐵2], ∫ 𝐺(𝑢)𝑑𝑢 = 1
𝐵2

𝐵1
，使得𝐺(𝑢) = 0），此外， 

∫ |𝐺(𝑢)|𝑑𝑢 < ∞
∞

−∞
, ∫ |𝐺(𝑢)|𝛼𝑑𝑢 < ∞

∞

−∞
, ∫ |𝐺(𝑢)𝑢𝜒|𝑑𝑢 < ∞

∞

−∞
.  

(𝐻4)核函数𝐺(⋅)满足以下条件 

∫ |𝐺(𝑢)𝑢𝑘+𝜒|
∞

−∞
< ∞,  

∫ 𝑢𝑗∞

−∞
𝐺(𝑢)𝑑𝑢 = 0, 𝑗 = 1,2,⋅⋅⋅⋅⋅⋅, 𝑘.  

类似于 Lipster 的结论 4.6 与 Shiryayev[53]里的讨论，容易证明随机微分方

程（4.1）在条件(𝐻1)下有一个独立非爆炸性左极右连适应解。 

4.3 核估计量𝐴̂𝑡的相合性 

引理 4.1：在假设(𝐻1) − (𝐻2)下，有 

 |𝑋𝑡 − 𝑥𝑡| ≤ 𝜀𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑡 sup
0≤𝑠≤𝑡

| ∫ 𝜎𝑢(𝑥)𝑑𝑈𝑢
(1)

𝑡

0

| (4.3) 

 当𝜀 → 0， sup
0≤𝑡≤𝑇

|𝑋𝑡 − 𝑥𝑡| →𝑝 0, (4.4) 

并且 
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 sup
0≤𝑡≤𝑇

𝔼[|𝑋𝑡 − 𝑥𝑡|] ≤ 2𝜀𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝐶2𝜎1𝑇
1
𝛼. (4.5) 

证明：(i)令𝑢(𝑡) = |𝑋𝑡 − 𝑥𝑡|，由假设(𝐻1)  

𝑢(𝑡) ≤ ∫ |𝐴𝑠(𝑋) − 𝐴𝑠(𝑥)|𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝜀 |∫ 𝜎𝑠(𝑋)𝑑𝑍𝑠

𝑡

0

| 

≤ 𝐿1 ∫ [∫ 𝑢(𝑟)𝑑𝑟
𝑠

0

] 𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝐿2 ∫ 𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝜀 sup
0≤𝑠≤𝑡

|∫ 𝜎𝑢(𝑋)𝑑𝑈𝑠
(1)

𝑠

0

|. 

因此，式（4.3）满足引理 2.3，其中 

𝑐0 = 𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑡 sup
0≤𝑠≤𝑡

|∫ 𝜎𝑢(𝑋)𝑑𝑍𝑢
𝑠

0
| , 𝑐1 = 𝐿2, 𝑐2 = 𝐿1.  

（ii）由式（4.3）可得 

sup
0≤𝑠≤𝑇

|𝑋𝑡 − 𝑥𝑡| ≤ 𝜀𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇 sup
0≤𝑡≤𝑇

|∫ 𝜎𝑠(𝑋)𝑑𝑈𝑠
(1)

𝑡

0

|. 

由假设(𝐻2)，引理 2.2，Markov 不等式，对与任意给定的𝛿 > 0，可知 

𝑃 (𝜀𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇 |∫ 𝜎𝑠(𝑋)𝑑𝑈𝑠
(1)

𝑡

0

| > 𝛿) 

    ≤ 𝛿−1𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝜀𝔼 [ 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤𝑇

|∫ 𝜎𝑠(𝑋)𝑑𝑈𝑠
(1)

𝑡

0

|] 

= 𝛿−1𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝜀𝔼 [ 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤𝑇

|∫ 𝜎𝑙𝑛𝛼𝑠
𝛼

(𝑋)(𝛼𝑠)
−1
𝛼 𝑑𝑍𝑠

𝛼𝑡

𝛼0

|] 

≤ 2𝐶2𝛿−1𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝜀𝔼 [(∫ |𝜎𝑙𝑛𝛼𝑠
𝛼

(𝑋)|𝛼
1

𝛼𝑠
𝑑𝑠

𝛼𝑇

𝛼0

)

1
𝛼

] 

≤ 2𝐶2𝛿−1𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝜀𝜎1𝑇
1
𝛼, 

当 0 → 时，上式趋向于 0，表明式（4.4）成立 

(iii),由（4.3），引理 2.2 和假设(𝐻2)可得 

𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤𝑇

𝔼[|𝑋𝑡 − 𝑥𝑡|] 

    ≤ 𝜀𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝔼 [ 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤𝑇

|∫ 𝜎𝑠(𝑋)𝑑𝑈𝑠
(1)

𝑡

0

|] 

= 𝜀𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝔼 [ 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤𝑇

|∫ 𝜎𝑙𝑛𝛼𝑠
𝛼

(𝛼𝑠)−
1
𝛼𝑑𝑍𝑠

𝑎𝑡

𝑎0

|] 
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≤ 2𝜀𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝐶2 (∫ |𝜎𝑙𝑛𝛼𝑠
𝛼

(𝑋)|
𝛼

(𝛼𝑠)−1𝑑𝑠
𝑎𝑇

𝑎0

)

1
𝛼

 

    = 2𝜀𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝐶2𝜎1𝑇
1
𝛼. 

证明完成。 

下面，我们给出估计量𝐴̂𝑡相合性的一些结果 

定理 4.1 假设条件(𝐻1) − (𝐻3)成立。如果𝐴𝑡 ∈ Θ0(𝐿),则𝐴̂𝑡, 𝑡 ∈ [0, T]是相合的，

即 

 lim
𝜀→0

𝔼[|𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)|] = 0. (4.6) 

证明： 

显然 

𝔼[|𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)|] 

    = 𝔼[|
1

𝜑𝜀
∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
) (𝐴𝜏(𝑋) − 𝐴𝜏(𝑥))𝑑𝜏

𝑇

0

 

         +
1

𝜑𝜀
∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
)

𝑇

0

𝐴𝜏(𝑋) − 𝐴𝑡(𝑥) 

         +
𝜀

𝜑𝜀
∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
)

𝑇

0

𝜎𝜏(𝑋)𝑑𝑈𝜏
(1)

|] 

    ≤ 𝔼[|
1

𝜑𝜀
∫ 𝐺(

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
)(𝐴𝜏(𝑋) − 𝐴𝜏(𝑥))𝑑𝜏

𝑇

0

|] 

        +𝔼[|
1

𝜑𝜀
∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝐴𝜏(𝑋)𝑑𝜏

𝑇

0

− 𝐴𝜏(𝑥)|] 

        +𝔼[|
𝜀

𝜑𝜀
∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
)

𝑇

0

𝜎𝜏(𝑋)𝑑𝑈𝜏
(1)

|] 

                  ∶= 𝑄1(𝜀) + 𝑄2(𝜀) + 𝑄3(𝜀). (4.7) 

利用变量替换𝑢 = (𝜏 − 𝑡)𝜑𝜀
−1并记 

 𝜀1 = 𝜀11 ∧ 𝜀12, (4.8) 

其中 

𝜀11 = sup {𝜀:
−𝑡

𝜑𝜀
≤ 𝐵1} , 𝜀12 = sup {𝜀:

𝑇 − 𝑡

𝜑𝜀
≥ 𝐵2}. 
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对于𝑄1(𝜀)，由假设(𝐻1), (𝐻3),和引理 4.1 的式（4.5），当𝜀 < 𝜀1 

𝑄1(𝜀) 

    = 𝔼 [|∫ 𝐺(𝑢) (𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑋) − 𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥)) 𝑑𝑢

𝑇−𝑡
𝜑𝜀

−𝑡
𝜑𝜀

|] 

    ≤ 𝔼 [|∫ 𝐺(𝑢) (𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑋) − 𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥)) 𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

|] 

≤ 𝔼 [|∫ |𝐺(𝑢)|(𝐿1 ∫ |𝑋𝑠 − 𝑥𝑠|𝑑𝐾(𝑠)
𝑡+𝜑𝜀𝑢

0

+ 𝐿2|𝑋𝑡+𝜑𝜀𝑢 − 𝑥𝑡+𝜑𝜀𝑢|)𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

|] 

≤ ∫ |𝐺(𝑢)|𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

(𝐿1 ∫ 1𝑑𝐾(𝑠)
𝑇

0

+ 𝐿2) ⋅ sup
0≤𝑡+𝜑𝜀𝑢≤𝑇

𝔼[||𝑋𝑡+𝜑𝜀𝑢 − 𝑥𝑡+𝜑𝜀𝑢||] 

   ≤ 2𝜀(𝐿1𝐾0 + 𝐿2)𝐶2𝜎1𝑇
1
𝛼𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇 ⋅ ∫ |𝐺(𝑢)|𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

 (4.9) 

当𝜀 → 0，上式趋向于 0。对于𝑄2(𝜀)，使用𝐴𝑡(𝑥) ∈ Θ0𝐿和假设(𝐻3)，对于𝜀 < 𝜀1，

可得 

 𝑄2(𝜀) = 𝔼 |∫ 𝐴𝜑𝜀𝑢+𝑡(𝑥)𝐺(𝑢)𝑑𝜏 − 𝐴𝑡(𝑥)

𝑇−𝑡
𝜑𝜀

−𝑡
𝜑𝜀

|  

              ≤ |∫ 𝐺(𝑢) (𝐴𝜑𝜀𝑢+𝑡(𝑥) − 𝐴𝑡(𝑥)) 𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

|  

              ≤ ∫ |𝐺(𝑢) (𝐴𝜑𝜀𝑢+𝑡(𝑥) − 𝐴𝑡(𝑥))| 𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

  

              ≤ 𝐿𝜑𝜀
𝜒

∫ |𝐺(𝑢)𝑢𝜒|𝑑𝑢
∞

−∞

, (4.10) 

当𝜀 → 0，上式趋向于 0。对于𝑄3(𝜀)，应用引理 2.2，假设(𝐻2)和(𝐻3)，可得 

 𝑄3 =
𝜀

𝜑𝜀
𝔼| ∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝑇(𝑋)𝑑𝑈𝜏

(1)
𝑇

0

|  

        =
𝜀

𝜑𝜀
𝔼| ∫ 𝐺 (

𝑙𝑛𝛼𝑠
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝑙𝑛𝛼𝑠

𝛼

(𝑋)(𝛼𝑠)− 
1
𝛼𝑑𝑍𝑠

𝛼𝑇

𝛼0

|  

         ≤
𝜀2𝐶2

𝜑𝜀
𝔼 [∫ |𝐺 (

𝑙𝑛𝛼𝑠
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝑙𝑛𝛼𝑠

𝛼

(𝑋)(𝛼𝑠)− 
1
𝛼|

𝛼

𝑑𝑍𝑠

𝛼𝑇

𝛼0

]

1
𝛼
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         ≤ 2𝐶2𝜎1 (𝜀𝜑𝜀

− 
𝛼−1

𝛼 ) (∫ |𝐺(𝑢)|𝛼𝑑𝑢
∞

−∞

)

1
𝛼

 (4.11) 

当𝜀𝜑𝜀

− 
𝛼−1

𝛼 → 0，上式趋向于 0。结合式（4.7）-（4.11），可以得出式（4.6）成

立。证明完成。 

最后，我们给出估计量𝑆̂𝑡(𝑥)收敛速率的约束。 

定理 4.2：令𝐴𝑡(𝑥) ∈ Θ𝑘(𝐿)，𝜑𝜀 = 𝜀
𝛼

𝛼(𝜅+𝜒+1)−1，然后在假设 (𝐻1) − (𝐻4)下，可得 

 lim sup
𝜀→0

sup
𝐴𝑡∈Θ𝑘(𝐿)

𝜀
− 

𝛼(𝜅+𝜒)
𝛼(𝜅+𝜒+1)−1  𝔼[|𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)|] < ∞. (4.12) 

证明：对于任意𝑥 ∈ 𝑅,由泰勒公式， 

𝐴(𝑥′) 

  = 𝐴(𝑥) + ∑ 𝐴𝑗(𝑥)
(𝑥′ − 𝑥)𝑗

𝑗!

𝑘

𝑗=1

 

                                +[𝐴(𝑘)(𝑥 + 𝜃(𝑥′ − 𝑥)) − 𝐴(𝑘)(𝑥)]
(𝑥′−𝑥)

𝑘!
, (4.13) 

其中𝜃 ∈ (0,1)，对于𝜀 < 𝜀1，结合（4.10）到（4.13）可得 

𝑄2(𝜀) ≤ | ∫ 𝐺(𝑢)(𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥) − 𝐴𝑡(𝑥))𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

| 

= | ∑ 𝐴𝑗(𝑋𝑡) (∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑗𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

) 𝜑𝜀
𝑗(𝑗!)−1

𝑘

𝑗=1

 

                +
𝜑𝜀

𝑘

𝑘!
∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘(𝐴𝑡+𝜃𝜑𝜀𝑢

𝑘 − 𝐴𝑡
(𝑘)

(𝑥))𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

|. 

结合𝐴𝑡(𝑥) ∈ Θ𝑘(𝐿)与条件(𝐻4),有 

𝑄2(𝜀) 

     ≤
𝜑𝜀

𝑘

𝑘!
|∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘 (𝐴(𝑘)(𝑥𝑘))

𝐵2

𝐵1

| 𝑑𝑢 

≤
𝜑𝜀

𝑘

(𝑘!)
| ∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘(𝐴(𝑘)(𝑥𝑘))

𝐵2

𝐵1

|𝑑𝑢 

     ≤ 𝐿𝜃𝜒
𝜑𝜀

𝑘+𝜒

(𝑘!)
∫ |𝐺(𝑢)𝑢𝑘+𝜒|𝑑𝑢.

𝐵2

𝐵1

 (4.14) 

由（4.7）(4.9)（4.11）和（4.14），可得 
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𝔼|𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)| ≤ 𝜗1𝜀 + 𝜗2𝜑𝜀
(𝑘+𝜒)

+ 𝜗3𝜀𝜑𝜀

1−𝛼
𝛼  

正常数𝜗1, 𝜗2, 𝜗3不依赖函数𝐴(⋅)。因此，令𝜑𝜀 = 𝜀
− 

𝛼

𝛼(𝜒+1)−1，，在假设(𝐻1) − (𝐻4)

下，可以得到 

lim sup
𝜀→∞

𝔼|𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)|𝜀
− 

𝛼
𝛼(𝜒+1)−1 < ∞. 

4.4 核估计量𝐴̂𝑡的渐近分布 

这一部分讨论了估计量𝐴̂𝑡的渐近分布。自始至终，𝑈1, 𝑈2是两个有 α-稳定分布

𝑆𝛼(1, 𝛽, 0)独立随机变量 

定理 4.3：假设𝐴𝑡(𝑥) ∈ Θ𝑘+1𝐿，𝜑𝜀 = 𝜀
𝛼

𝛼(𝑘+𝜒+1)−1，假设(𝐻1) − (𝐻4)成立 

(i)令𝜒 ∈ (0,1)，可得 

𝜀
− 

𝛼(𝑘+𝜒)
𝛼(𝑘+𝜒+1)−1(𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)) 

            ⇒ (∫ (𝐺(𝑢)𝜎𝑡(𝑥))
+

𝛼
𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

)

1
𝛼

𝑈1 

            − (∫ (𝐺(𝑢)𝜎𝑡(𝑥))
−

𝛼
𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

)

1
𝛼

𝑈2 (4.15) 

当𝜀 → 0 

(ii)令𝜒 = 1，可得 

 𝜀
− 

𝛼(𝑘+1)
𝛼(𝑘+2)−1 (𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)) −

𝐴𝑡
(𝑘+1)

(𝑥)

(𝑘 + 1)!
∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘+1𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

  

     ⇒ (∫ (𝐺(𝑢)𝜎𝑡(𝑥)+
𝛼𝑑𝑢)

𝐵2

𝐵1

)

1
𝛼

𝑈1 
 

     − (∫ (𝐺(𝑢)𝜎𝑡(𝑥))
−

𝛼
𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

)

1
𝛼

𝑈2,  

当𝜀 → 0 

证明：由（4.1）可得 

𝜀
− 

𝛼(𝑘+1)
𝛼(𝑘+2)−1 (𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)) 
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    = 𝜑𝜀
−(𝑘+𝜒)

∫ 𝐺(𝑢) (𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑋) − 𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥)) 𝑑𝑢

𝑇−𝑡
𝜑𝜀

−𝑡
𝜑𝜀

 

        +𝜑𝜀
−(𝑘+𝜒)

∫ 𝐺(𝑢)𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥)𝑑𝑢

𝑇−𝑡
𝜑𝜀

−𝑡
𝜑𝜀

− 𝐴𝑡(𝑥) 

        +𝜑𝜀

− 
1
𝛼 ∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
)

𝑇

0

(𝜎𝜏(𝑋) − 𝜎𝜏(𝑥))𝑑𝑈𝜏
(1)

 

        +𝜑𝜀

− 
1
𝛼 ∫ 𝐺 (

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
)

𝑇

0

𝜎𝜏(𝑥)𝑑𝑈𝜏
(1)

 

    ∶= 𝐼1(𝜀) + 𝐼2(𝜀) + 𝐼3(𝜀) + 𝐼4(𝜀) 

对于𝐼1(𝜀),由引理 4.1 的条件(𝐻1)和（4.3）对于𝜀 < 𝜀1，可得 

|𝐼1(𝜀)| 

    ≤ 𝜑𝜀
−(𝐾+𝜒)

|∫ 𝐺(𝑢) (𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑋) − 𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥)) 𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

| 

≤ 𝜑𝜀
−(𝐾+𝜒)

| ∫ |𝐺(𝑢)|(𝐿1 ∫ |𝑋𝑠 − 𝑥𝑠|
𝑡+𝜑𝜀𝑢

0

𝑑𝐾(𝑠)
𝐵2

𝐵1

 

        +𝐿2|𝑋𝑡+𝜙𝜀𝑢 − 𝑥𝑡+𝜙𝜀𝑢|)𝑑𝑢 

≤ 𝜀
𝛼−1

𝛼(𝑘+𝜒+1)−1𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇 ∫ |𝐺(𝑢)|
𝐵2

𝐵1

 

    ≤ 𝜀
𝛼−1

𝛼(𝑘+𝜒+1)−1(𝐿1𝐾0 + 𝐿2)𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇 

    ⋅ ∫ |𝐺(𝑢)| ( sup
0≤𝑡+𝜑𝜀𝑢≤𝑇

∫ |𝜎𝑠(𝑋)|𝑑𝑈𝑠
(1)

𝑡+𝜑𝜀𝑢

0

) 𝑑𝑢,
𝐵2

𝐵1

 

其中𝜀1在（4.8）已给定，由条件(𝐻2)，Markov 不等式和引理 2.3，对于任意给

定𝛿 > 0，可得 

𝑃(|𝐼1(𝜀)| > 𝛿) 

    ≤ 𝛿−1𝜀
𝛼−1

𝛼(𝑘+𝜒+1)−1(𝐿2 + 𝐿1𝐾0)𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇  

    ⋅ ∫ |𝐺(𝑢)|𝔼 [ sup
0≤𝑡+𝜑𝜀𝑢≤𝑇

∫ |𝜎𝑠(𝑋)𝑑𝑈𝑠
(1)

|
𝑡+𝜑𝜀𝑢

0

] 𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

 

= 𝛿−1𝜀
𝛼−1

𝛼(𝑘+𝜒+1)−1(𝐿2 + 𝐿1𝐾0)𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇 ∫ |𝐺(𝑢)|
𝐵2

𝐵1
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𝔼 [ sup
0≤𝑡+𝜑𝜀𝑢≤𝑇

∫ |𝜎𝑙𝑛𝛼𝑠
𝛼

(𝑋)(𝛼𝑠)−
1
𝛼| 𝑑𝑍𝑠

𝑎𝑡+𝜑𝜀𝑢

𝑎0

] 𝑑𝑢 

≤ 𝛿−1𝜀
𝛼−1

𝛼(𝑘+𝜒+1)−1(𝐿2 + 𝐿1𝐾0)𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇2𝐶2 

    ⋅ [(∫ |𝜎𝑙𝑛𝛼𝑠
𝛼

(𝑋)|
𝛼

(𝛼𝑠)−1𝑑𝑠
𝑎𝑇

𝑎0

)

1
𝛼

] ∫ |𝐺(𝑢)|𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

 

≤ 𝛿−1𝜀
𝛼−1

𝛼(𝑘+𝜒+1)−1(𝐿2 + 𝐿1𝐾0)𝑒(𝐿1𝐾0+𝐿2)𝑇𝑇
1
𝛼  

    ⋅ 𝜎12𝐶2 ∫ |𝐺(𝑢)|𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

 

当𝜀 → 0时，上式趋向于 0。这表明 

 𝐼1(𝜀) →𝑝 0, (4.16) 

当𝜀 → 0时，对于任意𝑥 ∈ 𝑅，由泰勒公式 

𝐴(𝑦) = 𝐴(𝑥) + ∑ 𝐴(𝑗)(𝑥)
(𝑦 − 𝑥)𝑗

𝑗!

𝑘+1

𝑗=1

 

           +[𝐴(𝑘+1)(𝑥 + 𝜃(𝑦 − 𝑥)) − 𝐴(𝑘+1)(𝑥)] 

           ⋅
(𝑦 − 𝑥)(𝑘+1)

(𝑘 + 1)!
, 

其中𝜃 ∈ (0,1)，对于𝐼2(𝜀),由假设(𝐻4)，对于𝜀 < 𝜀1，可得 

𝐼2(𝜀) 

    = 𝜑𝜀
−(𝑘+𝜒)

∫ 𝐺(𝑢) (𝐴𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥) − 𝐴𝑡(𝑥)) 𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

 

= 𝜑𝜀
−(𝑘+𝜒)

[∑ 𝐴(𝑗)(𝑥𝑡)

𝑘+1

𝑗=1

(∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑗𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

) 𝜑𝜀
𝑗(𝑗!)−1 

       +
𝜑𝜀

−(𝑘+𝜒)

(𝑘 + 1)!
∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘+1(𝐴𝑡+𝜃𝜑𝜀𝑢

(𝑘+1) (𝑥) − 𝐴𝑡
(𝑘+1)

(𝑥))𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

 

=
𝜑𝜀

1−𝜒
𝐴𝑡

(𝑘+1)

(𝑘 + 1)!
∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘+1𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

+
𝜑𝜀

1−𝜒

(𝑘 + 1)!
∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘+1

𝐵2

𝐵1

 

          ⋅ (𝐴𝑡+𝜃𝜑𝜀𝑢
(𝑘+1) (𝑥) − 𝐴𝑡

(𝑘+1)(𝑥)) 𝑑𝑢. (4.17) 

由𝐴𝑡(𝑥) ∈ Θ𝑘+1𝐿可得 
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𝜑𝜀
1−𝜒

(𝑘 + 1)!
∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘+1(𝐴𝑡+𝜃𝜑𝜀𝑢

(𝑘+1) (𝑥) − 𝐴𝑡
(𝑘+1)

(𝑥))𝑑𝑢
𝐵1

𝐵1

 

    ≤
𝜑𝜀

1−𝜒

(𝑘 + 1)!
∫ |𝐺(𝑢)𝑢𝑘+1

𝐵1

𝐵2

 

         ⋅ (𝐴𝑡+𝜃𝜑𝜀𝑢
(𝑘+1) (𝑥) − 𝐴𝑡

(𝑘+1)
(𝑥))|𝑑𝑢 

       ≤
𝐿𝜑𝜀𝜃𝜒

(𝑘 + 1)!
∫ |𝐺(𝑢)𝑢𝑘+𝜒+1|𝑑𝑢,

𝐵2

𝐵1

 (4.18) 

当𝜀 → 0时，上式趋向于 0。式（4.17）（4.18）表明 

 𝐼2(𝜀) → {

0,                                                 如果𝜒 ∈ (0,1),    

𝐴𝑡
(𝑘+1)(𝑥)

(𝑘 + 1)!
∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘+1𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

,如果𝜒 = 1,
 (4.19) 

当𝜀 → 0。对于𝐼3(𝜀)， 由假设(𝐻1)和(𝐻3)，Markov 不等式和引理 3.1 的式（4.4），

对于𝛿 > 0和𝜀 < 𝜀1, 

 𝑃(|𝐼3(𝜀)| > 𝛿)  

   ≤ 𝛿−1𝜑𝜀

− 
1
𝛼𝔼| ∫ 𝐺(

𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
)

𝑇

0

  

       (𝜎𝜏(𝑋) − 𝜎𝜏(𝑥))𝑑𝑈𝜏
(1)

|  

  = 𝛿−1𝜑𝜀

− 
1
𝛼𝔼(∫ |𝐺(

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
)

𝑎𝑇

𝑎0

  

      ⋅ (𝜎𝑙𝑛𝛼𝑇
𝛼

(𝑋) − 𝜎𝑙𝑛𝛼𝑇
𝛼

(𝑥)) (𝛼𝜏)− 
1
𝛼𝑑𝑍𝜏|  

   ≤ 𝛿−12𝐶2𝜑𝜀

− 
1
𝛼𝔼(∫ |𝐺(

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
)

𝑎𝑇

𝑎0

  

       ⋅  (𝜎𝑙𝑛𝛼𝑇
𝛼

(𝑋) − 𝜎𝑙𝑛𝛼𝑇
𝛼

(𝑥)) |𝛼(𝛼𝜏)− 1𝑑𝜏|
1
𝛼  

   ≤ 𝛿−12𝐶2𝜑𝜀

− 
1
𝛼(∫ |𝐺 (

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
)|

𝛼

𝑎𝑇

𝑎0
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        ⋅ (𝐿1 ∫ |𝑋𝑠 − 𝑥𝑠|𝑑𝐾(𝑠)

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼

0

  

       +𝐿2|𝑋𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼

− 𝑥𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼

|)𝛼(𝛼𝜏)−1𝑑𝜏)
1
𝛼  

   ≤ 𝛿−12𝐶2(∫ |𝐺(𝑢)|𝛼

𝑇−𝑡
𝜑𝜀

−𝑡
𝜑𝜀

  

       (2𝐿1
𝛼 (∫ |𝑋𝑠 − 𝑥𝑠|𝑑𝐾(𝑠)

𝑡+𝜑𝜀𝑢

0

)

𝛼

  

        +2𝐿2
𝛼|𝑋𝑡+𝜑𝜀𝑢 − 𝑥𝑡+𝜑𝜀𝑢|

𝛼
)𝑑𝑢)

1
𝛼  

   ≤ 𝛿−12
1
𝛼

+1𝐶2(𝐿1𝐾0 + 𝐿2) (∫ |𝐺(𝑢)|𝛼𝑑𝑢
𝐵2

𝐵1

)

1
𝛼

  

 
       ⋅ sup

0≤𝑡+𝜑𝜀𝑢≤𝑇
|𝑋𝑡+𝜑𝜀𝑢 − 𝑥𝑡+𝜑𝜀𝑢|,  

当𝜀 → 0时，上式趋向于 0。应用引理 2.2，存在两个独立过程𝑍′, 𝑍" 𝑍=
𝑑 使得 

 ∫ 𝐺 (
𝜏 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝜏(𝑥)𝑑𝑈𝜏

(1)
𝑇

0

  

   = ∫ 𝐺 (

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝑙𝑛𝛼𝜏

𝛼

(𝑥)(𝛼𝜏)− 
1
𝛼𝑑𝑍𝜏

𝑎𝑇

𝑎0

  

   = 𝑍′ ∘ ∫ (𝐺 (

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝑙𝑛𝛼𝜏

𝛼

(𝑥)(𝛼𝜏)− 
1
𝛼)

+

𝛼

𝑑𝜏
𝑎𝑇

𝑎0

  

       −𝑍" ∘ ∫ (𝐺 (

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝑙𝑛𝛼𝜏

𝛼

(𝑥)(𝛼𝜏)− 
1
𝛼)

−

𝛼

𝑑𝜏
𝑎𝑇

𝑎0

  

 𝑑
=

(∫ (𝐺 (

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝑙𝑛𝛼𝜏

𝛼

(𝑥)(𝛼𝜏)− 
1
𝛼)

+

𝛼

𝑎𝑇

𝑎0

𝑑𝜏)

1
𝛼

𝑈1 
 

 − (∫ (𝐺 (

𝑙𝑛𝛼𝜏
𝛼 − 𝑡

𝜑𝜀
) 𝜎𝑙𝑛𝛼𝜏

𝛼

(𝑥)(𝛼𝜏)− 
1
𝛼)

−

𝛼

𝑑𝜏
𝑇

0

)

1
𝛼

𝑈2.  

对于𝐼4(𝜀)，应用条件𝐻(3)，可得 
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 𝐼4(𝜀)  (∫ (𝐺(𝑢)𝜎𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥))
+

𝜎

𝑑𝑢

𝑇−𝑡
𝜑𝜀

−𝑡
𝜑𝜀

)=
𝑑

1
𝛼

𝑈1 
 

          − (∫ (𝐺(𝑢)𝜎𝑡+𝜑𝜀𝑢(𝑥))
−

𝜎

𝑑𝑢

𝜏−𝑡
𝜑𝜀

−𝑡
𝜑𝜀

)

1
𝛼

𝑈2 
 

          ⇒ (∫ (𝐺(𝑢)𝜎𝑡(𝑥))
+

𝛼
𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

)

1
𝛼

𝑈1 
 

             − (∫ (𝐺(𝑢)𝜎𝑡(𝑥))
−

𝛼
𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

)

1
𝛼

𝑈2 
 

当𝜀 → 0。因此，由 Slutsky 的理论，可知就𝜒的范围（例如𝜒 ∈ (0,1)和𝜒 = 1），

当𝜀 → 0时，式（4.15）和（4.16）成立。证明完毕。 

注 4.1：如果 Z 是对称的（即𝛽 = 0），在定理 4.1 的条件下，由 α-稳定随机变量

的基本性质可得 

(i)令𝜒 ∈ (0,1)，有 

 𝜀
− 

𝛼(𝑘+𝜒)
𝛼(𝑘+𝜒+1)−1(𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥))  

                          ⇒ |𝜎𝑡(𝑥)| (∫ |𝐺(𝑢)𝛼𝑑𝑢|
𝐵2

𝐵1
)

1

𝛼
𝑆𝛼(1,0,0),  

当𝜀 → 0。 

(ii)令𝜒 = 1，有 

 𝜀
− 

𝛼(𝑘+𝜒)
𝛼(𝑘+𝜒+1)−1 (𝐴̂𝑡 − 𝐴𝑡(𝑥)) −

𝐴𝑡
(𝑘+1)

(𝑥)

(𝐾 + 1)!
∫ 𝐺(𝑢)𝑢𝑘+1𝑑𝑢

𝐵2

𝐵1

  

    ⇒ |𝜎𝑡(𝑥)| (∫ |𝐺(𝑢)𝛼𝑑𝑢|
𝐵2

𝐵1

)

1
𝛼

𝑆𝛼(1,0,0), 𝜀 → 0.  
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第 5 章 总结与展望 

5.1 结论 

本文围绕两类非线性非高斯随机微分方程的统计推断问题展开了探讨。此

类问题在诸多前沿领域中具有重要的理论和实际应用价值。在第三章中，着重

研究非时齐条件下由 α-稳定过程驱动的随机微分方程。聚焦于该方程轨迹拟合

估计量的相关统计推断问题。首先，证明了轨迹拟合估计量的强相合性，并给

出了其收敛速率。随后，分析了轨迹拟合估计量的渐近分布。在第四章的研究

中，则将关注点置于第二类 α-稳定过程驱动的随机微分方程的非参数估计问题

上，证明了核估计量的相合性，同时，对其渐近分布展开了细致的探讨，分析

了核估计量的统计规律。本文的研究丰富了该领域的理论研究成果，更为实际

应用中处理复杂随机现象提供了切实可行的理论支持和方法指导。 

5.2 展望 

α-稳定过程驱动的随机微分方程的统计推断问题是一个值得深入探究的课

题，尽管本文考虑了两类非高斯过程驱动的随机微分方程的参数估计问题，但

也只是整个课题的一小部分，以下为本文作者对未来的展望：  

1. 针对 α-稳定过程驱动的随机微分方程的参数估计，轨迹拟合方法研究较 

多，其他方法研究未知，可继续探讨贝叶斯估计等方法的可行性。 

2. α-稳定过程驱动的随机微分方程非参数估计文献不多，可继续探讨其他估

计方法的可行性。 
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