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几类随机微分方程的数值分析 

摘 要 

在金融数学的研究中，鉴于金融市场固有的不确定性和随机波动

特性，随机微分方程(SDE)作为刻画此类随机动态过程的强大工具，

扮演着至关重要的角色。然而，所涉及的随机微分方程的系数常常具

有超线性，其解析解难以直接求得，因此有效的数值方法成为随机微

分方程的应用的关键所在。本文旨在探讨构建不同类型的随机微分方

程以捕捉金融资产价格的趋势、波动性及跳跃等复杂动态特征，并研

究了两类数值方法的收敛性。 

首先，介绍了随机微分方程与利率模型的研究背景与研究目的，

并回顾了随机微分方程与 Ait-Sahalia 模型的国内外研究现状。 

其次，研究了由Poisson跳驱动的Ait-Sahalia模型的数值解问题，

其中模型的跳跃系数满足线性增长条件。为了有效处理模型中的非线

性特性，采用部分截断 Euler-Maruyama(EM)数值方法。该方法通过截

断漂移系数和扩散系数中的非线性部分，同时保留其线性部分，从而

实现了对模型的有效近似。理论分析表明，在适当的条件下，部分截

断的 EM 数值方法能够强收敛到模型的真实解，且收敛速率接近 1。 

最后，研究了具有延迟波动率和 Poisson 跳驱动的 Ait-Sahalia 利

率模型,并引入了改进截断 Euler-Maruyama(EM)数值方法探究其动态

特性。模型系数在满足局部 Lipschitz 条件和 Khasminskii 型条件的理
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论框架下，对该数值方法的性质进行了深入研究。证明了改进截断EM

数值方法所产生的数值解能够强收敛到模型的真实解。 

 

关键词：随机微分方程，Ait-Sahalia 模型，改进截断 EM 法，部

分截断 EM 法，强收敛性，Poisson 跳  
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Numerical Analysis of Several Types of Stochastic Differential 

Equations 

ABSTRACT 

In the research of financial mathematics, given the inherent 

uncertainty and stochastic volatility characteristics of financial markets, 

stochastic differential equations (SDEs) play a crucial role as powerful 

tools for modeling such stochastic dynamic processes. However, the 

coefficients of the involved SDEs often exhibit super-linear growth, 

making it difficult to obtain their analytical solutions directly. Therefore, 

the development of effective numerical methods has become essential for 

the application of SDEs. This paper aims to explore the construction of 

various types of SDEs to capture complex dynamic features of financial 

asset prices, such as trends, volatility, and jumps, and investigates the 

convergence of two types of numerical methods. 

First, we introduce the research background and objectives of 

stochastic differential equations and interest rate models, and reviews the 

current research status of stochastic differential equations and the Ait-

Sahalia model both domestically and internationally. 

Next, we investigate the numerical solution problem for the Ait-

Sahalia model driven by Poisson jumps, where the jump coefficients of the 
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model satisfy the linear growth condition. To effectively handle the 

nonlinear characteristics of the model, we employ a partially truncated 

Euler-Maruyama (EM) numerical method. This method truncates the 

nonlinear parts of the drift and diffusion coefficients while retaining their 

linear components, thereby achieving an effective approximation of the 

model. Theoretical analysis shows that, under appropriate conditions, the 

partially truncated EM method converges strongly to the true solution of 

the model, with a convergence rate close to 1. 

Finally, we study the Ait-Sahalia interest rate model driven by delayed 

volatility and Poisson jumps, and introduce a modified truncated Euler-

Maruyama (EM) numerical method to investigate its dynamic properties. 

Under the theoretical framework where the model coefficients satisfy the 

local Lipschitz condition and the Khasminskii-type condition, we conduct 

an in-depth analysis of the properties of this numerical method. It is proven 

that the numerical solutions generated by the modified truncated EM 

method converge strongly to the true solution of the model. 

 

 

Feng Denghong (Mathematics) 

Supervised by Li Zhimin 

 

KEY WORDS: Stochastic differential equations, Ait-Sahalia model, 
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Modified truncated Euler-Maruyama (EM) method, Partially truncated 

Euler-Maruyama (EM) method, Strong convergence, Poisson jumps 
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第 1 章 绪论 

1.1 研究背景与研究意义 

随机微分方程(SDEs)在生物学、化学、经济学、金融学以及控制论等多个学

科领域内占据着重要地位，其深入的理论探讨与广泛应用研究引起了广泛关注。

在实际问题中，事件的影响不仅仅局限于其发生时的当前状态，而是也会涉及到

之前的状态。例如：Liu[1]提出的具有非线性传输率和时滞的 SIR 传染病模型，模

型描述如下： 

( )
( ) ( ) ( ( ))

( )
( ) ( ( )) ( ) ( )

( )
( ) ( ),

dS t
S t e S t G I t

dt

dI t
e S t G I t I t

dt

dR t
I t R t

dt





  

    

 






   




    



 


             (1.1) 

其中𝜏为常数，表示表示感染过程中的时滞效应。再例如 Bahar 和 Mao[2]建立的

随机延迟 Lotka-Volterra 模型： 

1( ) ( ( ),..., ( ))[ ( ) ( ) ( )],ddX t diag X t X t b AX t dt X t dB t          (1.2) 

其中 ( )B t 为标准的布朗运动。在描述某种特定种群的增长情况时，时滞这一特点

具有重要的地位。一般的时滞微分方程的格式为： 

( ) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) ( ),dx t f t x t x t dt g t x t x t dB t              (1.3) 

其中 0t  ， 为正常数。 

在许多现实场景中，系统的随机不仅源于布朗运动驱动的随机微分方程，还

会受到突发事件的影响。Dungey 和 Erdemlioglu[3]研究了聚焦于金融市场中突发

事件之间的相互影响，这些事件会通过相互激励机制引发连锁反应，进而造成市

场的恐慌。经验研究已经明确表明，在金融市场的价格波动以及控制系统的动态

变化中，普遍存在着一种被称为“跳跃”的现象，用以描述那些突然发生且对系

统产生显著影响的事件[4-8]。这些跳跃现象往往与市场的剧烈波动、政策的突然

调整或重大新闻事件的发布等密切相关。在金融资产的定价过程中，跳跃风险作



安徽工程大学硕士学位论文 

2 

为一个重要的考量因素，其存在性和影响性都是不容忽视的[9,10]。跳跃风险不仅

增加了资产价格的不确定性，还可能对投资者的预期收益和风险承受能力产生深

远影响。 

为了更准确地刻画利率模型中突发事件的影响，并有效捕捉这些不连续行为

对资产价格的影响，学者们开始将跳扩散过程引入到资产价格的定价模型中。跳

扩散过程结合了连续扩散过程和离散跳跃过程的特点，能够更全面地反映资产价

格的动态变化。通过引入跳扩散过程，模型能够更准确地描述资产价格在突发事

件发生时的剧烈波动，以及随后可能出现的价格回调或趋势反转等现象。如相关

文献[11-15]所述，跳扩散过程在金融资产定价中的应用已经取得了显著的成果，为

投资者提供了更为准确和全面的风险评估和定价工具。 

与此同时，随着跳扩散过程在金融资产定价中的广泛应用，关于带有跳跃的

随机微分方程(SDEs)数值方法的收敛性和稳定性问题也日益受到人们的关注。由

于跳跃现象的存在，传统的数值方法可能无法有效地处理带有跳跃的 SDEs，导

致数值解的误差较大或稳定性较差。因此，研究适用于带有跳跃的 SDEs的高效、

稳定的数值方法，对于提高金融资产定价的准确性和可靠性具有重要意义。 

1.2 国内外研究现状 

1.2.1 随机微分方程数值方法收敛性的研究现状 

在金融领域，对随机微分方程的数值方法进行收敛性分析是至关重要的，

它有利于解决和预测金融市场出现的众多实际问题，一般的随机微分方程的形

式为： 

0 0( ) ( ( )) ( ( )) ( ), (0) ,0 ,dX t f X t dt g X t dB t X X t t T           (1.4) 

其中 dX R ，漂移系数 : d df R R ，扩散系数 : d d mg R R  ， ( )B t 是定义在完备

概率空间 ( , , )P 上m 维布朗运动。在邓飞其文献[16]中提出，对有限时间的收敛

性，主要分为两类，即强收敛和弱收敛。Kloeden 在文献[17]中给出了许多的数值

方法的强、弱收敛性和收敛速率。目前对于强收敛的定义主要采用以下几种方式： 

( ) ,NX N Y C      
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0

sup ( ) ,n
n N

X n Y C 

 

    
  

 

0

sup ( ) ,n
n N

X n Y C 

 

                       (1.5) 

其中表示时间步长，T N ， ( )X t 表示 SDE(1)的真实解， nY 表示某种数值方

法在 n时对 ( )X t 的估计。C 表示正常数且不依赖， 表示对应数值方法的收

敛阶。 

对与求解微分方程的数值方法最典型、最基本的格式 Euler-Maruyama(EM)

格式。Gikhman and Skorokhod[18]中表明在全局 Lipschitz 和线性生长条件，EM

方案有序收敛阶到精确到 SDE 的 0.5。然而，在众多的金融模型中，许多都无法

满足全局 Lipschitz 条件和线性增长条件，因此发展有效的数值方法成为了金融

模型应用的关键所在。Mao[19,20]提出了截断 EM 法，其形式为： 

( ) ( ( )),f x f x  ( ) ( ( )),g x g x  ,dx              (1.6) 

其中 ( )x 为截断映射，Mao 证明了在局部 Lipschitz 和 Khasminskii 条件下强收

敛阶为 0.5。此外，许多学者在不同方面对截断 EM 方法进行了改进和扩展[21-26]。

Lan 和 Xie[27]提出了改进的截断 EM 法,与截断的 EM 数值方法相比，在较弱的

条件下，数值模拟能够强收敛于真实解。Lan 和 Wang[28,29]利用改进截断 Euler-

Maruyama(EM)数值方法分别研究了中立型随机延迟微分方程和中立型随机时滞

微分方程的渐进稳定性和强收敛性。Jiang 和 Lan[30]将改进截断 EM 法推广至高

阶的 Milstein 情形。截断 EM 法和改进截断 EM 法均聚焦于对模型系数的近似处

理，其 Euler 型迭代都可以用以下格式表示 ： 

1

0 0

( ) ( ) , 0,

,

k k k k kY Y f Y g Y B k

Y X

      



               (1.7) 

f 和 g分别代表通过该数值方法得出的 f 和 g 的近似。 

Guo，Liu 和 Mao[31]提出一种部分截断 EM 方法，用于高度非线性的随机微

分方程(SDEs)。不仅建立了部分截断 EM 方法的有限时间强收敛理论，还证明了

该方法能够保持基础 SDEs的渐近稳定性和有界性。在此之后，Shi, Song 和Liu[32]

构建了一种改进的部分截断 Euler-Maruyama(EM)方法,并得出该数值方法收敛阶
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为 0.5; Haghighi[33]提出一种部分截断 Euler-Maruyama 方法(PTEMH)，用于求解

具有超线性分段连续漂移系数和 Hölder 连续扩散系数的随机微分方程(SDEs)，

并建立了 PTEMH 格式的强收敛理论。 

1.2.2 Ait-Sahalia 模型及其数值方法 

在金融风险管理和金融衍生产品投资中，利率的随机模型展现出至关重要的

作用。由于利率动态变化的复杂性，众多学者利用随机模型模拟利率的动力学。

Vasicek[34]通过引入利率均值回归的特性，建立了 Vasicek 模型,其形式可用以下

SDEs 表示： 

( ) ( ( )) ( ),dx t x t dt dB t                      (1.8) 

其中 , 0   和 0  。但该模型存在利率变为负值的情况，这与实际情况并不吻

合。John Cox，Stephen Ross 和 Robert Ingersoll[35]提出了 CIR 模型：该模型设定

瞬时利率的波动率与瞬时利率的平方根成正比，该设定保证了利率的非负性。

Ait-Sahalia[36]对几种连续时间的利率模型进行实证研究，研究发现单变量线性漂

移系数模型不能很好的解释利率的动态。因此，提出了一类强非线性 Ait-Sahalia

模型，其形式可用以下 SDEs 描述： 

1 2

1 0 1 2( ) ( ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ),dx t a x t a a x t a x t dt x t dB t

               (1.9) 

0(0)x x ，对于任意的 0t  ，这里的 1 0 1 2 0, , , ,a a a a x 都为正常数并且 1  。Szpruch， 

Mao 和 Higham[37]针对具有高度非线性系数 Ait-Sahalia 模型： 

1

1 0 1 2( ) ( ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ),dx t a x t a a x t a x t dt x t dB t 

            (1.10) 

对于任意的 0t  ，这里的 1  。该研究证明了模型(1.10)解的存在性和唯一性，

并提出了一种隐式数值方法，该方法能够保持解的正性和矩的有界性，强收敛于

真实解。 

在对 Ait-Sahalia 模型的讨论中，Deng[38]提出了具有 Poisson 跳跃形式的广义

Ait-Sahalia 模型，利用 Poisson 跳跃描述一类不可预测的金融事件，并证明了该

模型的 EM 数值解依概率的方式收敛到真实解。实证研究证明，在大多数金融市

场，波动并不是恒定的，因此 Mao[39]在 Ait-Sahalia 模型的基础上，引入了延迟

波动率函数，并证明截断的 EM 法的数值解依概率收敛到真解。Deng 等[40]针对
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广义 Ait-Sahalia 模型，建立了一种保正截断 Euler-Maruyama（EM）方法，并在

适当条件下证明了该方法的强收敛性，并得出收敛阶为 0.5。Zhao 等[41]利用后向

欧拉数值方法(BEM)证明在具有泊松跳跃的广义 Ait-Sahalia 利率模型中的均方

收敛速为 0.5。Coffie等[42]利用分数布朗运动在金融领域中被广泛用于刻画“粗糙”

波动率的特性。提出了分数布朗运动驱动的一种广义 Ait-Sahalia 型模型，并深入

研究解的存在唯一性、Malliavin 可微性以及强解的高阶矩。 

1.3 主要研究内容 

本文主要研究了两类带 Poisson 跳的 Ait-Sahalia 型随机微分方程数值解的收

敛性分析研究。具体内容如下： 

1、研究了带Poisson跳的Ait-Sahalia模型 

1

1 0 1 2

0

( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ), 0

(0) ,                                                                                                   

dx t a x t a a x t a x t dt x t dB t h x t dN t t

x x

  


       



 (1.11) 

其中 ( )h  为线性增长函数， 为正常数， 1  其他系数与(1.12)的定义相同。本研

究通过部分截断Euler-Maruyama（EM），仅截断Ait-Sahalia模型的漂移系数和扩

散系数中的非线性系数，并证明了该数值方法的数值解强收敛到真实解，并获得

了其收敛阶。 

2、研究了带Poisson跳的延迟Ait-Sahalia模型 

1

1 0 1 2( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),   0,dx t a x t a a x t a x t dt D x t x t dB t x t dN t t   

         

( ) ( ), [ ,0],x t t t                                                  (1.12) 

其中 1 0 1 2, , , ,a a a a  均为正常数，参数 , 1   , ( ) lim ( )
s t

x t x s




 , ( )B t 是标准的

布朗运动，且 ( )D  是一个依赖于 ( )x t  的波动率函数，其中 0  和 ( )x t  表示

( )x t 中的延迟； ( )N t 是标准的Poisson过程，假设 ( )N t 与 ( )B t 相互独立。本研究首

先分析了随机微分方程(1.12)解析解的性质，在此基础上，利用改进截断Euler-

Maruyama（EM）数值方法，证明了该数值方法在有限时间区间内具有强收敛性。 
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第 2 章 预备知识 

本章主要介绍一些后续研究涉及的符号和相关理论基础，这些预备知识主

要参考 Øksendal[43]、张波，张景肖[44]、Cont，Tankov[45]和 Mao[46]。 

2.1 符号说明 

假定 0( , ,{ } , )t t 是一个完备的概率空间，是样本空间， 是上的

代数， 为 上的概率测度，域流 0{ }t t 满足通常的条件（单调递增，右连续并

且 0 包含所有的零测集）。 

cA ：表示集合 A在样本空间中的补集。 

a b ：表示 a 和b 中取最小值。 

a b ：表示 a 和b 中取最大值。 

X ：表示随机变量 X 的数学期望。 

：表示[0, ) 的非负实数集合。 

n ：表示 n 维的欧氏空间。 

a ：表示 a 的指示函数，可表示为 ( )

1, ,

0, .
a x

x a

x a


 


。 

a ：表示向量 a 的欧氏范数。 

([ ,0]; )C   ：表示所有从区间[ ,0] 映射到非负实数集 的连续函数所

构成的空间，其范数定义为 0sup ( )t t    。 

( ; )qL  ：表示定义在集合上取值为实数集 中，且 q次可积函数的空间，

一般表示为 qL 。 

. .a s ：表示几乎必然或发生事件的概率为 1。 

( ; )q

 ：表示对任意的 0T  ，满足
0

( )
T q

f s dt  . .a s ，且取值范围为
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的 t 适应的随机过程 0( )tf t  所构成的集合。 

C ：表示与步长无关的正常数，其具体值无需明确给出，C 在不同位置可

能代表不同的值。 

2.2 相关理论基础 

定义 2.1[43]：给定样本空间， 是的子集族并且满足以下性质： 

(1) ， 

(2)
CF F   ,其中 \CF F 是集合 F 的补集， 

(3) 1 2
1

, , : i
i

A A A A




    ，则称 为样本空间上的 代数，( , ) 为

一个可测空间。 

定义 2.2[43]：可测空间 ( , ) 上的函数 : [0,1]P  ，满足： 

(1) ( ) 0, ( ) 1P P    ; 

(2)如果 1 2, ,A A  并且对于互不相交的序列 
1i i

A



（即 , i ji j A A   ），满足 

1 1

( ).i i
i i

P A P A


 

 
 

 
  

则 P 称为测度空间 ( , ) 概率测度， ( , , )P 为一个概率空间。如果 包括

中 P 外侧度为零的所有子集，即  ( ) : inf ( ) : , 0,P G P F F G F     则称

( , , )P 为完备的概率空间。 

定义 2.3[43]：令任意函数 : nX  ， X 在上所有的开集 1( )X U
 (其中

nU 为开集最小 代数)生成的 代数 X ，即： 

 1( ), ,X X B B   

其中 为 Borel 代数。 

定义 2.4[44]：随机过程{ ( ), 0}N t t  ，若 ( )N t 表示事件在时间区间[0, ]t 发生的

次数，满足以下特性： 
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(1) ( ) 0N t  且 ( )N t 取值为整数 

(2) s t 时， ( ) ( )N S N t 并且 ( ) ( )N t N s 表示 ( , ]s t 时刻内发生的次数。 

{ ( ), 0}N t t  称为计数过程。 

定义 2.5[44]：计数过程{ ( ), 0}N t t  称为参数 ( 0)   的 Poisson 过程如果： 

(1) (0) 0;N   

(2)过程有独立增量； 

(3)对于任意的 , 0,s t   

 
( )

( ) ( ) , 0,1,2, .
!

n
t t

P N t s N s n e n
n

        

定义 2.6[44]：若随机过程 ( )B t 满足以下条件： 

(1) (0) 0;B   

(2) ( )B t 有独立平稳的增量； 

(3)对每个 0t  ， ( )B t 服从正态分布 2(0, )N t 。 

则称 ( )B t 为 Brown 运动，也称为 Wiener 过程。 

定义 2.7[43]：在 ( , ) 上的滤波  
0t t

  是 代数 t  的族，满足

0 s ts t    ( t 是递增的)。一个 n 维随机过程 
0t t

M

被称为关于滤波

 
0t t
(以及 )的鞅，如果满足以下条件 

(1) 对于任意的 t， tM 是 t 可测的， 

(2) 对于任意的 t， tM  ， 

(3) 对于全部的 s t ，都有
s t tM M    。 

引理 2.1[45]：(带 Poisson 跳的 ˆIto 公式)令 ( )X t 为 d 维的 ˆIto 过程，满足： 

0
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0,
t t t

X t X f s ds g s dB s h s dN s t        

其中 1 2 2( ; ), ( ; ), ( ; )d d m df g h

     ， ( )B t 为m 维的Brown运动，
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( )N t 是一个标准的 Poisson 过程，补偿的 Poisson 过程为 ( ) ( )N t N t t  ，其中

表示跳的强度， ( )N t 与 ( )B t 相互独立。假定 2( ; )dV C ，有 

 

 

0
0

0 0

0

1
( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )

2

                ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ) ( )) ( )

                ( ( ) ( )) ( ( ) ( ),

t
T

x xx

t t

x

t

V X t V X V X s f s tr g s V X s g s ds

V X s h s V X s ds V X s g s dB s

V X s h s V X s dN s



  

 
     

 

   

  



 



 

其中
2

1

, , ,x xx

d i j d d

V V V
V V

x x x x


    
             

。 

引理 2.2[46]：(Hölder 不等式)令 1p  ，
1 1

1
p q
  ，当 ,p pf L g L  ，可以得

到 

   
1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) .
p q

p q

f s g s ds f s ds g s ds      

引理 2.3[46]：(Gronwall 不等式)令 ( )u t 是一个非负函数且满足在[0, ]T 上是

Borel 可测的， ( )v t 是[0, ]T 上可积的非负函数。当 0, 0,T c  对于任意的 [0, ]t T  

0
( ) ( ) ( ) ,

t

u t c v s u s ds    

可以得到对于任意的 [0, ]t T  

 0
( ) exp ( ) .

t

u t c v s ds   

引理 2.4[46]：(Doob鞅不等式)设 
0s s

M

为鞅且取值为 d ，[ , ]a b 为有界区间，

当 1r  并且 p

sM L ，则 

sup .
1

r
r r

s b
a s b

r
M M

r 

          
 

引理 2.5[46]：(Burkholder-Davis-Gundy 不等式)设 2( ; )d mg 

 ，令 0t  ，

存在一个正常数 rK (依赖于 r )可得 

22

0 00

sup ( ) ( ) ( ) , 0

r
r

s t

r
s t

g Z dB Z K g Z dZ r
 

   
    

  
   
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其中
22 1

1

32
, (0,2); 4, 2; ,   2.

2( 1)

rr
r

r r r r

r
K r K r K r

r r





  
        

   
 

引理 2.6[46](指数鞅不等式)若 2 1

1( , , ) ( ; ),m

mg g g 

    

2

0 00

sup ( ) ( ) ( ) exp( ).
2

t t

s T

a
g z dB z g z dz b ab

 

  
     

  
   

其中 , ,T a b为正常数。 

  



安徽工程大学硕士学位论文 

11 

第 3 章 带 Poisson 跳的 Ait-Sahalia 模型部分截断的数值分

析 

本章主要采用部分截断Euler-Maruyama（EM）数值方法对带Poisson跳的Ait-

Sahalia模型进行数值分析。首先，详细介绍了带Poisson跳的Ait-Sahalia模型，并

在适当的条件下，分析了模型数值解的相关性质以及系数所需满足的条件。其次，

构建了部分截断EM数值方法，并深入研究了其性质，为后续强收敛性分析奠定

基础。最后，证明了该数值方法的数值解能够强收敛到模型的真实解，且得到了

收敛速率。 

3.1 带 Poisson 跳的 Ait-Sahalia 模型 

考虑以下带 Poisson 跳的 Ait-Sahalia 模型： 

1

1 0 1 2

0

( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ), 0

(0) ,                                                                                                   

dx t a x t a a x t a x t dt x t dB t h x t dN t t

x x

  


       



(3.1) 

其中 ( )h  为线性增长函数， 1 0 1 2 0, , , , , , ,a a a a x   均为正常数，并且 1, 1   。 ( )B t

是标准的布朗运动， ( )N t 是标准的 Poisson 过程，补偿的 Poisson 过程为

( ) ( )N t N t t  ，其中表示跳强度； ( )N t 与 ( )B t 相互独立。 

定义模型(3.1)的系数： 

1

1 1 0 1 2( ) ( ) ( ) ,f x F x F x a x a a x a x

      ( ) .g x x        (3.2) 

其中 1 1 0( )F x a x a  , 1

1 2( )F x a x a x

  .对于任意的 0x  。 

为了保证我们后续的分析，我们需要对模型(3.1)的超线性系数做出以下假设。 

假设 3.1 模型(3.1)的系数满足 

1 2 .    

在后续证明默认假设 3.1 成立。以下是关于模型系数所需满足的条件，以及

模型数值解的有界性和停时存在性的分析。 

引理 3.1 对于任意的 0R  ，存在与 ,x y无关的正常数 , ,RL  使得 
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1 1( ) ( ) ( ) ( ) RF x F y h x h y L x y                  (3.3) 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ,RF x F y g x g y L x x y y x y                 (3.4) 

其中 1, [ , ]Rx y R 。 

根据引理 3.1，存在一个正常数 1K 可得 

1
1 1( ) ( ) (1 ), [ , ],RF x h x K x x R      

根据(3.4)， 1, [ , ]Rx y R 存在一个正常数 2K 得到： 

1 2

2( ) ( ) ( ) ( ) .F x F y g x g y K R x y        

引理 3.2 (Khasminskii-型条件)对于任意的 2r  ，存在正常数 3K ，模型的系

数满足 

2 2

3

1
( ) ( ) (1 ), .

2

r
xf x g x K x x 

      

根据引理 3.2，可以得出模型的非线性部分满足 

2 2

1

1
( ) ( ) ( )(1 ), ,

2

r
xF x g x K a x x






       

其中 3 1 1[ ]K a K a   , 1 2 2

2

1

2

r
K a x x 
  
   . 

引理 3.3 当 2p  使得 

2 2

1

1
, ( ) ( ) ( ) ( ) , , .

2

p
x y f x f y g x g y L x y x y 
         

其中 1L 为正常数，参考文献[40]。 

引理 3.4 对于任意的 2r  存在正常数 1C 模型的数值解满足  

1
0

sup( ( ) ) .
r

t T

x t C
 

  

在第 4 章定理 4.1 中证明，同时可以得到引理 3.5。 

引理 3.5 给定足够大的正整数R 且满足条件：
1

(0)x R
R
   
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定义停时： 

1inf{ 0: ( ) [ , ]},RR t x t R                    (3.5) 

对于任意的 (0,1)   

( ) .R T    

3.2 部分截断 EM 数值方法 

在部分截断 EM 方法中，我们采取仅截断 Ait-Sahalia 模型系数的非线性部

分，即 F 和 g 。定义 :u   的一个单调递增函数，当R 时， ( )u R  ,

并且模型的非线性部分与该函数满足 

1

sup ( ) ( ) ( ), 1
R x R

F x g x u R R
 

    , 

我们定义 1u 表示u 的反函数。存在一个正常数 ĥ 并定义一个严格递减的函数

: (0,1] [ (1), )u   ,对于任意的 (0,1] ，能够得到 

0
lim ( ) ,


 
1

4 ˆ( ) ,h   1

0( (1)) ,K                      (3.6) 

其中
1

2

1

0 0

0

1
:

1
K X

X a
a 



    。 

给定 (0,1] ，定义截断映射 

1

1

1
( ) ( ( ( ))), .

( ( ))
x x u x

u
 




 
     


         (3.7) 

根据映射函数的定义，当
1

1
(0, )

( ( ))
x

u 



，

1

1
( ) 1

( ( ))
x

u



 

 


并且当

1( ( ))x u   时， ( )x x  ，因此我们能够得到 

( ) max(1, ), .x x x                      (3.8) 

结合(3.7)，能够得到对于任意的 0p  ： 

( ) 1 .
p p

x x                          (3.9) 
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定义部分截断函数： 

( ) ( ( )), ( ) ( ( )), ,F x F x g x g x x         

1( ) ( ) ( ), .f x F x F x x      

因此可得 

( ) ( ) ( ),F x g x x      .               (3.10) 

接下来我们根据截断函数来定义部分截断 EM 的格式。 

给定 ,T
N N  ，定义部分截断 EM 数值方法： 

1

0

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) , 0,

(0) ,

k k k k k k kX t X t f X t g X t B h X t N k

X X







            


  (3.11) 

其中 0,1,2, ,k   这里的 1 1( ) ( ), ( ) ( ), .k k k k k k kB B t B t N N t N t t k          

定义阶梯型的数值解： 

1[ , )

0

( ) ( ) ( ), 0.
k kk t t

k

x t X t t t




 



                   (3.12) 

其中 表示示性函数。定义在 0t  上的连续型截断 EM 解 ( )x t ： 

0
0 0 0

( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ).
t t t

x t X f x s ds g x s dB s h x s dN s

                 (3.13) 

接下的引理说明截断函数 f 和 g很好的保留了 Khasminskii-型条件。 

引理 3.6 对于任意的 2r  截断函数满足 

2 2

3

1
( ) ( ) (1 ),

2

r
xf x g x K x 


    

其中 3 4 32K K K  是一个与无关的正常数。 

证明：对于任意的 x ，当
1

1
(0, )

( ( ))
x

u 



，我们能够得到 1( ( )) (0,1)xu    ，

此时
1

1
( ) 1

( ( ))
x

u



 

 


，因此 

2 2

1

1 1
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

2 2

r r
xf x g x x F x F x g x  

 
     
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2

1

1 1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ( )) ( ) ( ) .

( ( )) ( ( )) 2 ( ( ))

r
x F x xu f g

u u u


  



  


   

  
  (3.14) 

根据引理 3.1 和引理 3.2 可得 

2

2 2 2

1 3 1

2

4

1 1 1
( ) ( ) (1 ) 2

2 2 ( ( ))

                                (1 ).

r r
xf x g x K x K

u

K x






  

 
    



 

    (3.15) 

其中 2

4 1 3

1
2

2

r
K K K 


   ， 3K 为引理 3.2 中的正常数。 

当 1

1

1
[ , ( ( ))]

( ( ))
x u

u






 


时，根据(3.7)与引理 3.1 得 

2 2 2

3

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) (1 ).

2 2

r r
xf x g x xf x g x K x 

 
      

当 1( ( ))x u   时，根据文献[39]可得
2 2

3

1
( ) ( ) 2 (1 )

2

r
xf x g x K x 


   。 

证毕。 

3.3 部分截断 EM 数值方法的性质 

建立数值方法收敛性分析的核心步骤是证明数值解的边界性。根据文献[48]

的引理 3.7，我们同样可以证明引理 3.7 也成立。 

引理 3.7 对于任意的 2r  ，根据引理 3.1 和引理 3.3 可得： 

0 1 0

sup sup ( ) , 0.
r

t T

x t C T
  

    

其中C 为一个无关与的正常数。 

引理 3.8 对于任意 (0,1] 和 (0, )t   

21( ) ( ) ( ( ( )) ), 2,
rr r r

rx t x t C u r

         

21( ) ( ) ( ( ( )) ),0 2.
rr r r

rx t x t C u r

         

对于任意的 0r  ，我们有 

0
lim ( ) ( ) 0.

r
x t x t 


   
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证明：结合(3.9)中易得 

( ) 1 , .x x x                         (3.16) 

因此， 

1

1 0 1 2

( ( )) ( ( )) ( ( ( )))

1
                 ( ) ( ( ))

( ( ))

f x s F x s F x s

a a a x s a x s
x s








    

   

 

 

   
 

1

1 0 1 2

1

5

  ( ( )) ( ) 1 ( )

                 ( ( ( )) ( ) )

a u a a x s a x s

K u x s











  





     

  
          (3.17) 

其中 5 1 0 1 22 ( )K a a a a
    。 

( ( )) ( ( ( ))) ( ( )) , .g x s g x s x s x


               (3.18) 

给定 1[ , )k kt t t  ，我们有 ( ) ( ) ( )k k kx t x t X t    。对于任意的 2r  ，结合(3.17)、

(3.18)和引理 3.7，  

2
2

2

1

1

1

( ) ( )

3 ( ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) )

( ( ( )) ( ( ( )) ) ( ( )) ( ) )

( [ ( ( )) ( ) ] (1 ( ) ) (1 (

k k k

r

k k k

r

r

r r r
t t t

r

t t t

r
t t tr rr

r
t t t

r rr r

r

x t x t

f x s ds g x s dB s h x s dN s

C f x s ds g x s ds h x s dN s

C u x s x s x s
 





 



    



    



  



  

   

       

  

  

21

) ))

( ( ( )) )
r

r

r r

rC u     

(3.19) 

对于任意的0 2r  时，根据(3.19)和 Jensen 不等式可得： 

2

2

2

2

2 1 2

1

( ) ( ) [ ( ( ) ( ) )]

                          C ( ( ( )) )) (1 ( ) )

                          ( ( ( )) )

r

r

r

r

r

r

r r

r

x t x t x t x t

u x t

C u





   







  

    

   

 

证毕。 

引理 3.9 对于任意的实数 0R K ，定义停时： 

1
, inf{ [0, ]: ( ) ( , )}, (0,1).RR t T x t R              (3.20) 

对于每一个 (0,1)  

,( ) .R T     
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证明：定义一个 2C 函数 :H    

2

2

1
( ) .H x x

x
                          (3.21) 

其中 

2

2

( ) ( )
( ) , ( ) .

dH x d H x
H x H x

dx dx
  

                 (3.22) 

根据函数 x 或 0x  时， ( )H x 。对于任意 [0, ]t T ，根据 ˆIto 公式可得： 

,

,

,

2

0
0

2

0
0

[ ( ( ))]

1
( ) [ ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) )

2

  + ( ( ) ( ( ))) ( ( ))]

1
( ) [ ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) )    

2

  + ( ( ))[ ( ( )) ( (

R

R

R

t

t

H x t

H X H x s f x s H x s g x s

H x s h x s H x s ds

H X H x s f x s H x s g x s

H x s f x s f x













 



     

  



     

    



   

 

   

 




2 21

))] ( ( ))[ ( ( )) ( ( )) ]
2

  + ( ( ( ) ( ( ))) ( ( )))]

s H x s g x s g x s

H x s h x s H x s ds

    

  

 

 

(3.23) 

根据引理 3.1，我们有对于任意的 ,[0, ]Rs t    

1 1

1 2

2

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ( )))

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ,R

f x s f x s

F x s F x s F x s F x s

L x s x s K R x s x s

 

 

   

     

 

     



   

   

       (3.24) 

结合(3.9)和(3.23)我们能够得到 

1 2 1 2

2 2( ( )) ( ( )) ( ) ( ) .K R x s x s K R x s x s     

               (3.25) 

同理 

1 2

2( ( )) ( ( )) ( ) ( ) .g x s g x s K R x s x s  

                  (3.26) 

因此， 

2 2

1 2

2

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

2 ( ) ( ) ( )

g x s g x s

g x s g x s g x s g x s

R K R x s x s

   

       

 

 



  

 

       (3.27) 

依据函数 H 的定义和(3.22) 

3 3 4 4 1( ) 2 2 , ( ) 2 6 , [ , ].RH x x x CR H x x CR x R           (3.28) 
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结合(3.24)-(3.27) 

2 2

3 1 2 4 1 2

2 2

1
( ( ))[ ( ( )) ( ( ))] ( ( ))[ ( ( )) ( ( ))

2

[ ( ) 2 ( ( ) )] ( ) ( ) .R

H x s f x s f x s H x s g x s g x s

CR L K R CR R K R x s x s 

         

   

 

   

   

(3.29) 

根据假设 3.1，这里存在一个正常数 K 使得： 

21
( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) .

2
H x s f x s H x s g x s K     
         (3.30) 

对于任意的 1[ , ]Rx R ，根据引理 3.1 有 ( )h x CR  

2 2

2 2

2 2 2

2 2

23

( ( ) ( ( ))) ( ( ))

1 1
( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )

1 1
( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ) )

H x s h x s H x s

x s h x s x s
x s h x s x s

x s h x s x s h x s h x s
x s h x s x s

CR x s x s x s x s

  

  

  

    

  

   

 

    


      

   

(3.31) 

根据引理 3.8，对与 (0,1]  

2 2 1 2( ) ( ) ( ( ( )) ) ,rx s x s C u C

         

1 1
2 21 1 1( ) ( ) ( ( ( )) ) .rx s x s C u C

                 (3.32) 

结合(3.29)-(3.32)得 

1
2

,

3 1 2 4 1 2 3

0 2 2

1

( )

ˆ ˆ( ) ( ( 1) 2 ( ( ) ))
.

( ) ( )

R

R

R

T

H X KT CR L K R CR R K R CR

H H R

 







   



       




 

对于任意的 (0,1)  ，我们选择足够大的 R 使得 

0

1

( )

( ) ( ) 2R

H X KT

H H R





 

给定足够小的步长 (0,1] 使得 

1
23 1 2 4 1 2 3

2 2

1

ˆ ˆ( ( 1) 2 ( ( ) ))
.

( ) ( ) 2
R

R

CR L K R CR R K R CR

H H R

          



 

证毕。 

接下来是建立部分截断 EM 数值方法的强收敛理论以及强收敛阶。 
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3.4 部分截断 EM 方法的强收敛性 

根据(3.5)和(3.20)的停时 R 和 ,R ，对于任意的 [0, ]t T 定义 

, , , ( ) ( ) ( ).R R R e t X t x t                         (3.33) 

定理 3.1 存在一个常数 2r  使得 

,r q                           (3.34) 

令 [2, )q q ，我们可以得到： 

   



2

( 1)

1 1 1 2

,

11

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ( )))

                          ( ( )) .

q

q

r

q r q r q q

R

q q

e t C u u u

u


 
   




    

 



      

  
  (3.35) 

我们取 

2 0( ) , ,R L R R K                    (3.36) 

其中 2 1 2( )L a a    ，根据(3.6)取 

1
0 4

ˆ( ) ( ) , (0, ],K      
                  (3.37) 

其中 

1

00 2

0 1

1ˆ ( , ),
1

X
X a

K a 



  
 

则 

4
1

( ) ( 1)

2
1

( ) ( ) .

q
r q q

r
q

X t x T C


  



 
 

    

  
               (3.38) 

证明：根据 ˆIto 公式可得： 

,

,

,

2
2

0

0

1 2

( )

1
( ) ( ( )( ( ( )) ( ( ))) ( ( )) ( ( ))

2

   + ( ) ( ( ( )) ( ( ))) ( )

:

R

R

q

R

qt

qt q

e t

q
qe s e s f X s f x s g X s g x s ds

e s h X s h x s e s ds

I I













 



     



  




   

  

 





(3.39) 

我们先对 2I 进行估计，根据引理 3.1 
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1

1

1

( ) ( ) ( ( ( )) ( ( )))

2 ( ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) )

2 ( ( ) ( ) ( ) ( ) )

( ( ) ( ) ( ) ( ) ),

q

q qq

q qq

R

q q

X s x s h X s h x s

X s x s h X s h x s

X s x s L X s x s

c X s x s x s x s

 



 



 

  

  

   

   

   

          (3.40) 

其中 1 1

2 2 (1 2 )q q q

Rc L   ，根据引理 3.8 可以得到 

2

2 1 , 1
0 0

1

1 ,
0

( 1) ( ) ( ) ( )

   ( 1) ( ) ( ( ( )) ).
q

t Tq q

R

t q q q

R

I c e s ds c x s x s ds

c e s ds C u

  

  

   



 

    

      

 


   (3.41) 

对与 p q ，根据基本不等式 

2 2 21
( ) (1 ) (1 ) ,a b a b


      

因此， 

,

,

,

2
2

1
0

2
2

0

2

0

1
( ) ( ( )( ( ( )) ( ( ))) ( ( )) ( ( ))

2

1
   ( ( ) ( ( )( ( ( )) ( ( ))) ( ( )) ( ( ))

2

       + ( ( ) ( ( )( ( ( )) ( ( )))

     

R

R

R

qt

qt

qt

q
I qe s e s f X s f x s g X s g x s ds

p
qe s e s f X s f x s g X s g x s ds

qe s e s f x s f x s















     



   



    


   


   








2

11 12

( 1)( 1)
 ( ( )) ( ( ))  

2( )

    =: .

q p
g x s g x s ds

p q

I I

  

 
 





 (3.42) 

根据引理 3.3 

11 1 ,
0

( )
t q

RI qL e s ds   .                  (3.43) 

根据基本不等式： 

,

,

2

12
0

2

2

0

2

3

( ( ) ( ( )( ( ( )) ( ( ))

( 1)( 1)
       ( ( )) ( ( ))

2( )

       + ( ( ) ( ( )( ( ( )) ( ( )))

( 1)( 1)
      ( ( )) ( ( ))

2( )

     = 

R

R

qt

qt

I qe s e s f x s f x s

q p
g x s g x s ds

p q

qe s e s f x s f x s

q p
g x s g x s ds

p q

I











    

  



     

   

 

 
 





 
 









4.I

      (3.44) 
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根据截断 EM 的定义和引理 3.1 

,

,

,

3
0

0

,
0

1 2
0

( )

     ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) )

  ( )

1 1
    ( ( ) ( ( )) )

( ) ( ( ))

    ( ( )) ( ( ))

R

R

R

qt

t q q

qt

R

q

t

q

I C e s ds

C f x s f x s g x s g x s ds

C e s ds

C a a x s x s
x s x s

x s x s ds






 

 






 













     

 



   

  

   



   

 

 
    

 

 









 

,

,

,
0 0

0

31 32

1 1
( )

( ) ( ( ))

    ( ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

  .

R

R

q
qt t

R

qt q

C e s ds C ds
x s x s

C x s x s x s x s ds

I I




   




  







 

  



      

 
    

 

   

 

 

  (3.45) 

根据截断函数的定义和假设 3.1 以及 Hölder 不等式可得： 

 

( 1)

( 1)
( ( 1) )

( 1)

( ( 1) )

1

1 1

32
0

0

[ ( ) ( ( ))]0

(1 ( ) ( ( )) ) ( ( )) ( )

    (1 ( ) ( ( )) ) ( ( )) ( )

  ( )

   

r q
rq rq

r qr

r q
rq r

r q

T qq

T r r

T

x s u

I C x s x s x s x s ds

C x s x s x s x s ds

C x s










 



 

 
 


 

 

 




 

     

     

 

    
 

    
  

 
  







 
 

 

 

 

( 1)

( ( 1) )

1

( ( 1) )

( ( 1) )

( ( 1) )

( ( 1) ) ( (

1
( )

( ( ))

1

0

1

 ( )

   [ ( ) ( ( ))] ( )

1
      [ ( ) ] ( )

( ( ))

r q
r

rq
r q

r q
q r

r qr q
r q

r q q
r q r

x s
u

T r

r

x s ds

C x s u x s

x s x s
u











 







 

 

 

 

 
 


  

 
 

  



 

 

 
 
 
 

 
   
  

 
  

 



 

 
 

    

( ( 1) )

1) )

1

10

1 1

( )
   ( ( )) ( )

( ( ))

   ( ( )) ( ( )) .

r q
r

q

r q
r

r q
r

r
T rr

r

r q r q

ds

x s
C u x s ds

u

C u u







 




 

 







 



   

 
 
 
 

 
    

 
 

   


(3.46) 

对于任意的 ,[0, ]Rs t   ，我们有 

1 1

1 1

1 1 1
( ) ( ( )), ( ( )).

( ( )) ( ( )) ( ( ))
x s u u

u u x s
 

  
 

 

 

     
 

  (3.47) 
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结合(3.9)和引理 3.7 可得 

 

 

   

,

,

31
0

2
1

0

2
1

0

2 2
1 1

0

( ( )) ( )

( ) ( ( ))

( ( )) ( ( )) ( )

( ( )) ( ( )) ( )

( ( )) ( ) ( ( ))

R

R

q

t

qtq

Tq q q

Tq qq

x s x s
I C ds

x s x s

C u x s x s ds

C u x s x s ds

C u x s ds C u









 

 

 






  

  




  



  

 



 
  

 

  

  

   









       (3.48) 

下面我们对 4I 进行估计： 

 

,

,

,

2
2 2

4
0

2

0

1

1 2
0

1 1
( ) ( ( ) ( ( )) ( ( ))

2 2

( 1)( 1)
     + ( ( )) ( ( )) )

2( )

   ( )

1 1
    ( ) ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

    

R

R

R

qt

qt

qt

I q e s e s f x s f x s

q p
g x s g x s ds

p q

C e s ds

e s a a x s x s
x s x s






  

 









     

   







     

   

  

 






 
    

 







222( 1)( 1)
 + ( ) ( ( )) ( ( )) .

2( )

qq p
e s x s x s ds

p q

   


    

 




 (3.49) 

根据 Young 不等式可得： 

22 2 2
( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))

qq qq
e s x s x s e s x s x s

q q

      


         


     

 

 

1

1 2

1 2

1 1
( ) ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

1 1 1 1
( ) ( ( )) ( ( )) .

( ( )) ( ( ))

q

q

q

e s a a x s x s
x s x s

q
e s a a x s x s

q q x s x s

 

 

 
 

 
 



     

   

     

   

 
   

 

 
     

 

(3.50) 

根据基本不等式可得： 

 

,

,

, ,

4
0

1 2
0

0 0

( ( )

1 1
      ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

      ( ( )) ( ( ))

1 1
  ( ( )  

( ( )) ( ( ))

R

R

R R

qt

q

t

q

q
qt t

I C e s ds

a a x s x s
x s x s

x s x s ds

C e s ds ds
x s x s




 

 

 

 
 

 

 





 







    

   

   

 



   



 
    

 

 

  





 

 



安徽工程大学硕士学位论文 

23 

,

0

41 42

      ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

    = .

R
qt q

x s x s x s x s ds

I I


      



          



  (3.51) 

对于任意的 ,[0, ]Rs t   ，能够得到 

1

1

1
( ( )), ( ( )) [ , ( ( ))].

( ( ))
x s x s u

u
  




    
 


        (3.52) 

因此，根据引理 3.7 和截断性质可得 

,

,

2

41
0

1 2

0

1 2

0

1 2

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

    ( ( ( ))) ( ) ( )

    ( ( ( ))) ( ) ( )

    ( ( ( ))) .

R

R

q

q
t

qt
q

qT
q

q

x s x s
I C ds

x s x s

C u x s x s ds

C u x s x s ds

C u





 

 












   

   




 



 






  

  

  







        (3.53) 

根据基本不等式 

, 1 1

42
0

( 1) ( 1)

0

(1 ( ( )) ( ( )) )( ( ( )) ( ( )) )

    (1 ( ) ( ) ) ( ) ( )

R
qt

T qq q

I x s x s x s x s ds

C x s x s x s x s ds


 

 

   


 

       

 

   

   

    
 




(3.54) 

利用 Hölder 不等式 

  
( 1)

( 1) ( 1)
( 1)

( 1) ( 1)(1 ( ) ( ) ) ( ) ( )

3 (1 ( ) ( ) ) ( ) ( ) .

r q
qrq r r

r qr

qq q

r r

x s x s x s x s

x s x s x s x s






 

 

 
 

 

   

   

   
 

   

 (3.55) 

根据(3.34)易得  

,
( 1)

rq
r

r q


 
 

根据引理 3.7 和 3.8，我们有 

 
( 1)

2( 1) ( 1) 1(1 ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ( ))
r qq

r
qq q q qx s x s x s x s C u


  

 
  

   
        
 

 (3.56) 

结合(3.43)，(3.44)，(3.46)，(3.48)，(3.53)和(3.56)可得 

   

( 1)

2

1 1

, ,
0

1 2 1

( ) ( ) ( ( ( )) ( ( ))

                           ( ( ( ))) ( ( )) ).
r qq

r

tq q r q r q

R R

q q q

e t C e s ds C u u

u u


 
   

 
 

   

   

 

      

    


 

根据 Gronmall 不等式 
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   



2

( 1)

1 1 1 2

,

11

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ( )))

                          ( ( )) .

q

q

r

q r q r q q

R

q q

e t C u u u

u


 
   




    

 



      

  
 

下面的推论给出了部分截断 EM 数值方法的收敛速率。 

推论 3.1 结合(3.34)和(3.35)给出的和 ，我们可以得出 

1

0
ˆ( ( )) , (0,1].K


 

      

将其带入(3.35) 

4
1

( ) ( 1)

2
1

( ) ( ) .

q
r q q

r
q

X t x T C


  



 
 

    

  
           (3.57)

 

对于全部的 

[2, ), ( , )q q r q q    并且 1
4(0, ],   

则 

 

4
1

( 1)

2
[ ] [1 ]

( ) ( ) .
q

q

r
q

X t x T C


 

 
 

   

                (3.58) 

证明：选取合适的 r 满足 

4(1 )
.

2

q q
r



 

 


   

因此， 

4(1 )( )
.

2

qr q


 




  

根据(3.57)，得到(3.58)。 

从(3.58)中表明，部分截断 EM 数值方法的收敛速率接近 1，当没有 Poisson

跳过程时，对于任意的 2q  ，部分截断的收敛速率接近 2
q 。 

3.5 本章小结 

本章基于带 Poisson 跳的 Ait-Sahalia 模型系数的特点，将模型系数分为线性

部分和非线性部分。从有限时间收敛的角度来看，模型系数的线性部分不会对

EM 数值方法的收敛产生影响；从稳定性的角度来看，线性部分在确保数值方法

的稳定性方面起着至关重要的作用。为此，我们采用部分截断 EM 数值方法，仅
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对模型的非线性部分进行截断处理。此外，针对模型非线性部分的特点，我们对

截断函数进行了优化设计，进一步提升数值方法的精度和稳定性。通过理论分析，

我们证明了部分截断 EM 数值方法的数值解能够强收敛到模型的真实解，并得到

该数值方法的收敛速率为 1。 
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第 4 章 带 Poisson 跳的延迟利率模型数值解的收敛性分析 

本章采用改进截断EM数值方法对带Poisson跳的延迟Ait-Sahalia模型进行收

敛性分析。首先，通过对模型施加适当的条件约束，分析了模型数值解的基本性

质。其次，系统地引入改进截断EM数值方法，并对其关键性质进行了理论分析，

为后续收敛性证明奠定理论基础。最后，基于模型的理论性质与数值方法的特性，

证明了改进截断EM数值方法的数值解能够强收敛到模型的真实解。 

4.1 带 Poisson 跳的延迟 Ait-Sahalia 模型 

考虑以下带 Poisson 跳的延迟 Ait-Sahalia 模型： 

1

1 0 1 2( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),   0,dx t a x t a a x t a x t dt D x t x t dB t x t dN t t   

       

( ) ( ), [ ,0],x t t t                                                   (4.1) 

其中 1a ， 0a ， 1a ， 2a ， 为正常数，超线性系数 , 1   ， ( ) lim ( )
s t

x t x s





 。 ( )B t

是标准的布朗运动， ( )D  是一个依赖于 ( )x t  的波动率函数，其中 0  并且 

( )x t  表示 ( )x t 中的延迟； ( )N t 是标准的 Poisson 过程，补偿的 Poisson 过程为

( ) ( )N t N t t  ，其中表示跳强度； ( )N t 与 ( )B t 相互独立。 

为了方便证明，我们将(4.1)的系数做以下处理： 

1

1 0 1 2( ( )) ( ) ( ) ( ),f x t a x t a a x t a x t

     ( ( )) ( ) ,g x t x t  ( ( )) ( ).h x t x t    (4.2) 

在金融建模领域内，解 ( )x t 通常指代资产价格或利率的变化情况。因此确保

解始终为正，是模型有效性和实际应用中不可或缺的前提。在证明存在唯一的全

局正解之前，我们需要以下假设条件。在后续的证明中均默认下面两个假设成立。 

假设 4.1 波动率函数 :D R R  是 Borel 可测的，且以正常数 为边界，则 

( ) , .D y y R     

假设 4.2 随机微分方程(4.1)的参数满足： 

1 2 .    
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定理 4.1 对于任意的初始值 

 ( ) ( ) : [ ,0] ,t x t t     

当 0t  时，(4.1)存在一个唯一的全局正解 ( )x t 。 

证明：对于足够大的正整数 n 且满足
1

(0)x n
n
  ，定义停时： 

1inf{ [0, ) : ( ) [ , ]},nn et x t n     

其中 e 为爆炸时间。若假设 4.1 成立， (0) 为任意给定的初始值，根据文献[38]，

我们可以证明存在一个唯一的局部解 ( ) (0, ]ex t  。下面我们只需要证明 。 

定义一个函数 : (0, ) (0, )H    为： 

1 1( ) ( 1) , (0,1),H x x x        

根据假设 4.1，可得： 

2

3 3 2 2 1 1 2 2

1 0 1 2

2
2 2 3 2 3 1 1 1

1
( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

2

( 1)[ ( ) ( ) ( ) ( )

( (2 ) )] [((1 ) 1)((1 ) )],
2

H x f x H x D y g x H x x H x

a x x a x x a x x a x x

x x x x

     

    

 




    

        



     

    

        

       

  (4.3) 

由于 (0,1)  ，可以推出上式是有界的，将上界设为 K 。根据 ˆIto 公式： 

2

0
0

0

( ( ))

1
( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

2

( ) ,

n

n

T

H x T

H x H s f s H s D y g s H s s H s ds

H x KT





 




      

 

   (4.4) 

易得： 

0
1( )[ ( ) ( )] ( ( )) ( ) ,n nT H H n H x T H x KT

n
        

因此： 

0( )
( ) .

1( ) ( )
n

H x KT
T

H H n
n




 


                  (4.5) 

当 n 时， 1( )H
n
与 ( )H n 趋于，故 ( ) 0n T   。因此可以得到 。 

证毕。 
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引理 4.1[38] （矩有界性）对于 2p  可得： 

1
0

sup( ( ) ) .
p

t T

x t C
 

  

其中 1C 为不依赖的正常数。 

在文献[27]中，建立改进截断 EM 数值方法，随机微分方程的漂移系数和扩散

系数需要满足局部 Lipschitz 和 Khasminskii 条件。根据假设 4.1 和 4.2，我们注意

到(4.1)的系数满足局部 Lipschitz 和 Khasminskii 条件，即： 

引理 4.2：(局部 Lipschitz 条件[38])对于任意的 0R  ，x y R  ，存在 0RL 

依赖于 R ，使得： 

( ) ( ) ( ) ( ) .Rf x f y g x g y L x y      

引理 4.3:(Khasminskii-型条件[39])对于任意的 2p  ，这里存在 1 0K  ，对于

任意的 ,x y  使得系数满足： 

2 2

1

1
( ) ( ) ( ) (1 ).

2

p
xf x D y g x K x


    

4.2 改进截断的 EM 法 

我们将经典的欧拉格式与改进的截断法结合，来逼近模型的真实解。为了定

义改进截断 EM 方法，我们首先选择足够小的 * 0  和一个严格递减的函数 h ：

*(0, ) (0, )   使得： 

2

( )
0 0

lim ( ) , lim 0.hh L 
 

                       (4.6) 

其中 *(0, )  ， ( )hL  是将局部 Lipschitz 条件的 RL 中的R 替换成 ( )h  。 

对于任意的 *(0, )  ，我们定义 ,f g 的改进的截断方程： 

( ),                       ( ),

( ) ( )
( ),            ( ).     

( )

f x x h

f x x h x
f x h

h x



  


 
  

           (4.7) 

( )g x 与 ( )f x 的定义方式相同。 
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对于给定的延迟 ，存在一个正整数m 使得 m  。利用 f 与 g可以定义改进

截断 EM 方法： 

1( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ,   k 0,k k k k m k k k kX t X t f X t D X t g X t B h X t N

           

( ) ( )   k=-m,-m+1, ,0.k kX t t                                      (4.8) 

其中 1( ) ( ),k k kB B t B t   1( ) ( ),k k kN N t N t   kt k 。 

连续性改进截断 EM 的解，如下： 

0 0

0

( ) (0) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )

           ( ( )) ( ),

t t

t

x t f x s ds D x s g x s dB s

h x s dN s

      



 

   



 


      (4.9) 

其中
[ ,( 1) )

0

( ) ( ) ( ), 0,k k k

k

x t X t t t


    



   表示指示函数。 

在证明改进截断 EM 方法收敛到模型的真实解之前，先给出所需该数值方法

的几条引理。 

引理 4.5[47] 模型(4.1)的系数满足局部 Lipschitz 条件下，对于任意固定的

0  ， 0t  ， ,x y  改进截断 EM 系数满足以下条件：  

( )( ) ( ) ( ) ( ) 5 .hf x f y g x g y L x y          

引理 4.6[28] 我们可得改进的截断系数满足： 

2 2

2

1
( ) ( ) ( ) (1 ).

2

p
xf x D y g x K x 


    

其中 2 12K K 。 

引理 4.7 若假设 4.1 和 4.2 条件成立， 2p  ， 2C 代表正常数，则： 

*
2

00

sup sup ( ) , 0.
p

t T

X t C T
 

    

证明：根据 ˆIto 公式： 

2
2

0

0

( )

1
(0) ( ) ( ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) )

2

   + ( ( ( )) ( ( )) ( ) )

p

ptp T

pt p

x t

p
p x s x s f x s D x s g x s

x s h x s x s ds

 







      

  

  


   

 




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2

0

2
2

0

0

1 2 3

(0) ( ) ( ( ) ( )) ( ( )))

1
   + ( ) ( ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) )

2

   + ( ( ( )) ( ( )) ( ) )

= .

ptp T

pt
T

pt p

p x s x s x s f x s ds

p
p x s x s f x s D x s g x s ds

x s h x s x s ds

J J J









    



      

  

  

  


 

 

 







  (4.10) 

根据引理 4.6 以及 Young 不等式 

2
2

2
0

2
2

2
0

0

1
( ) ( ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) )

2

   ( ) (1 ( ) )

   (1 ( ) ( ) ) .

pt
T

pt

t p p

p
J p x s x s f x s D x s g x s ds

p x s K x s ds

C x s x s ds




     



 

 


  

 

  







  (4.11) 

同理可证 

2

1
0

2

( )
0

0

( ) ( ( ) ( )) ( ( )))

   ( ) ( ( ) ( ))( ( ) (0) )

   C(1+ ( ( ) + ( ) )ds.

pt
T

pt

h

pt p

J p x s x s x s f x s ds

p x s x s x s L x s f ds

x s x s



    



     

 

 

  









       (4.12) 

根据 12 ( )
p p ppx y x y   不等式可得 

3
0

1

0

0

( ( ( )) ( ( )) ( ) )

   ( 2 ( ( ) ( ( ) ) ( ) )

   ( , )(1 ( ) ( ) ) .

pt p

t p p p
p p

t p p

J x s h x s x s ds

x s x s x s ds

C p x s x s ds





  

  

   

  

 

  

  

  







          (4.13) 

结合(4.11)(4.12)和(4.13)，可得 

0 0 0

( ) C(1+ ( ( ) + ( ) ) C(1+ (sup ( ) )ds,
p pt tp p

i s

x t x s x s x i   
 

    

根据 Gronwall 不等式可得： 

0

sup ( ) .
p

i T

x i C
 

  

对于任意的 *(0, )  成立，可得到
*

2
00

sup sup ( ) , 0
p

t T

X t C T
 

   。 

引理 4.8 对于任意的 *(0, )  ， (0,1)  和 2p  ，存在 0C  （依赖与 n ，

独立于），可得：  
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(1 )

2

( )
0

sup ( ) ( ) ( ).
pp p

h
t T

x t x t C L


  
 

     

证明：根据不等式 12 ( )
p p ppx y x y   得 

1

1

0

0 [ ]

0 [ ]

1

0 [ ]

sup ( ) ( )

sup ( sup ( ) ( ) )

( sup sup ( ( )) ( ( )) ( ( ))( ( ) ( ))

  ( ( ))( ( ) ( )) )

3 ( sup ( ( ( )) ( ( )) ( (

k k

k k

p

t T

p

k
T t t t

k

k k k k
T t t t

k

p

k k

pp

k k
T

k

x t x t

x t x t

f X t D X t g X t B t B t

h X t N t N t

f X t D X t g X









 
 

 
 

 


 
 

 




 

 




 

   

 

    ))( ( ) ( )

  ( ( ))( ( ) ( )) ),

p

k k

p

k k

t B t B t

h X t N t N t



 

  (4.14) 

根据假设 4.1，Hölder 不等式以及 Doob 鞅不等式可得 

1

1

0

( )

0 [ ]

( )

0 [ ] 0 [ ]

0 [ ] 0 [ ]

sup ( ) ( )

( sup ( ( ) (0) ))

  ( sup ( ( ) (0) )) sup sup ( ) ( )

  ( sup ( ( ) ) sup sup ( ) ( )

k k

k k

p

t T

p pp p

p h k
T

k

p p pp p

p h k k
T T t t t

k k

pp

p k k
T T t t t

k k

x t x t

C L X t f

C L X t g B t B t

C X t N t N t









 
 



 



 

   
 

 
   

 



  

   

   ,
p

 (4.15) 

其中 

10 [ ]

sup sup ( ) ( ) .
k k

p

k
T t t t

k

N t N t C
 

 


             (4.16) 

通过选取足够大的 3n  使得   22
2 1

( 1) 2
p

n
p

n
n

T


  ，并且 1n  ，根据文献[19]和

引理 4.7： 

(1 )

2

( )
0

sup ( ) ( ) ( ),
pp p

h
t T

x t x t C L


  
 

     

得证。 

引理 4.9 对于任意的实数 (0)n  ，定义停时 

inf{ (0, ) : ( ) },n t T x t n     

则 
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2
( ) .n

C
T

n
                           (4.17) 

证明：根据 ˆIto 公式 

 

2

2 2 2

0

2 2

0

2 2 2

0

0

( ( ))

(0) 2 ( ) ( ( )) ( ( ) ( ( ))

   + ( ( ) ( ( )) ( ( )) )  

(0) 2 ( ) ( ( )) ( ( ) ( ( ))

  2( ( ) ( )) ( ( ))

  + (

n

n

n

n

n

t

t

t
T

t

x t

x s f x s D x s g x s ds

x s h x s x s ds

x s f x s D x s g x s ds

x s x s f x s ds

x











 



 







     



  



     



   



   

 

   

 









 

 

2 2

0

2 2

2
0 0

2 2

0

( ) ( ( )) ( ( )) )

(0) (1 ( ) ) 2( ( ) ( )) ( ( ))

   + ( ( ) ( ( )) ( ( )) ) .

n

n n

n

t

t t

t

s h x s x s ds

K x s ds x s x s f x s ds

x s h x s x s ds



 









  

 

    



  

 

    

 



 



  (4.18) 

根据引理 4.5 和基本不等式可得 

0

( )
0

2 2

0 0

2( ( ) ( )) ( ( ))

10( ( ) ( )) ( ( ) (0) )

( ( ) ( ) ( ) 1).

n

n

n n

t

t

h

t t

x s x s f x s ds

x s x s L x s f ds

C x s x s ds x s ds





 



   



    

 

  



  

   





 

         (4.19) 

依据基本不等式可得 

2 2

0

2
22

0

2 2

0

(( ( ) ( ( )) ( ( )) )

( ) 2 ( )

( ( ) ( ) ( ) ).

n

n

n

t

t

t t

n
o

x s h x s x s ds

x s x s ds

C x s ds x s x s ds













  



 



  

 

 

   





 

      (4.20) 

依据引理 4.8 可得 

(1 )

2

22

0

2

( )

( ) ( ) ( ( ) ( ) )

                                     T( ( )) .

n

p

t T pp

o

p p

h

x s x s ds x s x s ds

C L C








   



  

   

 
        (4.21) 

根据(4.19)(4.20)和(4.21)可得 

2 2

0
( ) (1 ( ) ),

t

n nx t C x s ds       

由 Gronwall 不等式可得 
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2
( ) ,nx T C    

故 

2
( ) .n

C
T

n
    

结论成立。 

4.3 改进截断 EM 法的收敛性 

为了在有限时间内数值解收敛到 qL 空间中的真实解，需要满足以下假设条

件。 

假设 4.3 这里存在一个正常数 3K 和 (0,1] ，对于所有的 0y x    ，使

得初始值满足以下条件： 

3( ) ( ) .x y K x y


     

假设 4.4 对于任意的 0r  ，
1

, , , [ , ]x x y y R
R

 存在正常数 rL 使得波动率函数

()D 满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).rD x g x D y g y L x y x y      

为了建立改进的截断 EM 解的强收敛性，我们定义停时： 

.n n n     

这里的 n 与 n 和(4.5)和(4.17)的定义相同。 

定理 4.2 若假设(4.1-4.4)成立，对于任意的 2p  ， 0T  ，对于足够大的 n ，

*( )R h  可以得到 

(1 ) (1 )

52 2
( ) ( )

3 4 ( )
0

(sup ( ) ( ) ) ( ( )) .
p p p Cp

n n h
t T

x t x t C C L e
 

 
 

 
 

         

其中 

2
1 2

3 32 ,
p

p p

pC C T K 


  
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2

2 2

2 2
1 1 1 1 1 12 2

4 ( )(6 ( 2 2 ( )) 4 ) ,
p p

p p
p p p p p p p p p

h p p pC T L C T T C T C T C  


 
     

      

2

2 2

2 2
1 1 1 1 1 12 2

5 ( )6 ( 2 2 ( )) 4 .
p p

p p
p p p p p p p p p

h p p pC T L C T T C T C T  


 
     

      

证明：根据不等式 12 ( )
p p ppx y x y   可得 

1

1 1

1

1

1

1

1 1
0

0 00

00

1

0

(sup ( ) ( ) )

[ ( ( )) ( ( ))] sup [ ( ( )) ( ( ))

   ( ( )) ( ( ))] ( ) sup [ ( ( )) ( ( ))] ( )

3 ( ( [ ( ( )) ( ( ))]

n n

n

p

n n
t t

t t

t t

p
t

t t

t
p

x t x t

f x s f x s ds D x s g x s

D x s g x s dB s h x s h x s dN s

f x s f x s ds

 



 






 

 

    
 


 


 




 

  

   

   

 

 



1

1

1

1

00

00

(sup [ ( ( )) ( ( ))

   ( ( )) ( ( ))] ( ) (sup [ ( ( )) ( ( ))] ( ) .

n n

n

p
t

t t

p
tp

t t

D x s g x s

D x s g x s dB s h x s h x s dN s

 









  
 


 


 

 

   

 



(4.22) 

对于任意的 *(0, )  ，这里 *( )R h  ，此时 ( )x y R h    ，显然可得 

( ( )) ( ( )), ( ( )) ( ( )).f x s f x s g x s g x s        

根据引理 4.5 和 Hölder 不等式 

1 1

1

1

0 0

1

( )
0

( [ ( ( )) ( ( ))] ) ( ( ( )) ( ( )) )

                                                       ( ( ) ( ) ).

n n

n

p pt t
p

pt
p p

h

f x s f x s ds T f x s f x s ds

T L x s x s ds

 



 


    




 

  

 

 



 (4.23) 

利用 Hölder 不等式以及 Burkholder-Davis-Gundy 不等式，以及假设 4.4 可得 

1

1

1

1 1

00

2

2

0

2
12

0 0

(sup [ ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))] ( ) )

( ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) )

2 ( ( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ).

n

n

n n

p
t

t t

p pt

p

p pt t pp

p

D x s g x s D x s g x s dB s

C T D x s g x s D x s g x s ds

C T x s x s ds x s x s ds





 

 

 

 



  
 




  


 



 

  

   

     





 

(4.24) 

根据(4.24)利用 Doob 鞅不等式和鞅等距性可得 

1

2 2

1

2

2 2

00

2

00

0

(sup [ ( ( )) ( ( ))] ( ) )

(sup ( ( )) ( ( )) ( ))

( ( ) ( ) ).

n

p p
n

p p
n

p
t

t t

t

p
t t

t p
p

p

h x s h x s dN s

C h x s h x s dN s

T C x s x s ds









 



 


 


 


 


 





 

 







      (4.25) 
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利用 Hölder 不等式可得 

1

2

0 00

sup( [ ( ( )) ( ( ))] ) ( ( ) ( ) ).
n n

p
t t p

p p

t t

h x s h x s ds T x s x s ds
 


 

    

 
 

    (4.26) 

结合(4.24)、(4.25)和(4.26)可得 

1

1

1

1 1
0

2
1 1 12

( )
0

2
12

0

(sup ( ) ( ) )

3 ( 2 ) ( ( ) ( ) )

  2 ( ( ) ( ) ).

n

n

p

n n
t t

p pt
p p p p p

h p p

p pt
p

p

x t x t

T L C T C x s x s ds

C T x s x s ds





 



 


 




  

 








  

   

   





  (4.27) 

我们根据假设 4.3 

1

1

1

0

0

0

3
0

( ( ) ( )

([ ] ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

n

n

n

pt

p t p
s

t pp p

x s x s ds

s ds E x s x s ds

K x s x s ds










 

 









 






  

    

   



 



         (4.28) 

根据不等式 12 ( )
p p ppx y x y   可得 

1

1

1

0

1

0

1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

2 ( [ ( ) ( ) ( ) ( ) )

2 ( ( ) ( ) sup ( ) ( ) ).

n

n

pt

pt pp

pT t pp

n n
s T

x s x s x s x s ds

x s x s x s x s ds

x s x s ds x s x s ds





 



  




  



  
 

  

   

     





 

 (4.29) 

结合(4.28)和(4.29)根据引理 4.8 可得： 

1

2

2 2

1

2

2 2

1 1
0

2 2
1 1 1 1 1 12 2

( )

0 0

2
1 1 1 1 1 12

( )

(sup ( ) ( ) )

(6 ( 2 2 ( )) 4 )

  sup ( ) ( )

  (6 ( 2 2 ( )) 4

p p
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p p
p p p p p p p p p

h p p p
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h p p p

x t x t

T L C T T C T C T

x s x s ds
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  

 

  


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 

 
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


 


     



  

    

   

    


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2

2

2

2
1 2

( ) 3

)

  ( ) 2 ,
p

p

p
p p p p

h p

T

CL C T K










    

(4.30) 

利用 Grownwall 不等式： 

(1 ) (1 )

52 2

(1 ) (1 )

52 2

( ) ( )

3 4 ( )
0

( ) ( )

3 4 ( )

(sup ( ) ( ) ) ( ( ))

                                                 ( ( )) ,

p p p Cp

n n h
t T

p p Cp

h

x t x t C C L e

C C L e

 

 
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 

 

 

 
 



       

    
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当 0 时，
0 0

lim (sup ( ) ( ) ) 0
p

n n
t T

x t x t 
  

    成立。 

定理 4.3 假设(4.1-4.4)成立成立对于任意的 [2, )q p ，可得： 

0 0

lim (sup ( ) ( ) ) 0.
q

t T

x t x t
  

   

证明：根据 Young 不等式可以得到 

( )

0

{ } { }
0 0

0 0

(sup ( ) ( ) )

(sup ( ) ( ) ) (sup ( ) ( ) )

(sup ( ) ( ) ) (sup ( ) ( ) ) ( ).

n n

q
p q

q

t T

q q

T T
t T t T

q p

n n n
t T t T

x t x t

x t x t x t x t

q p q
x t x t x t x t T

p p

 


  

 


 

   
   

 
   



   


       

(4.31) 

根据引理 4.1 和引理 4.7 可得 

1

1 2
0 0

(sup ( ) ( ) ) 2 (sup( ( ) ( ) )) 2 ( ).
p p pp p

t T t T

x t x t x t x t C C

 
   

     (4.32) 

对于任意的 *(0, )  ，我们选择
(1 )

2

( )( )
p

q

hL





   使得 

(1 )

2

1 2 ( )
0

2
(sup ( ) ( ) ) ( ) ( ).

p
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p p
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 
 

        (4.33) 

根据定理 4.1 与引理 4.9,存在 0n ，当 0n n 时选择
(1 )

2( )21

0 ( )( )
pp
p qq

hn C L





   ，使
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            (4.34) 

根据(4.32)(4.33)和(4.34)定理 4.2 

(1 ) (1 )
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( ) ( )
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p p p Cp
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最后，选择合适的 1(0, ]  ，对于任意的 1 (0,1)  ， 
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2
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5 6 ( ) 1
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q pq

h
t T

x t x t C C L






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      

当 0 时，结论成立。 
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4.4 本章小结 

本章将 Poisson 跳过程与延迟波动率融入 Ait-Sahalia 模型，构建了一个符合

市场利率动态模型。该模型不仅继承了 Ait-Sahalia 模型在刻画利率动态方面的高

度非线性优势，还通过引入 Poisson 跳机制，有效捕捉了金融市场中的突发事件

和跳跃性变动特征。此外，通过引入延迟函数，模型进一步反映了实际金融数据

受历史状态影响的特性，从而更准确地描述了利率的动态行为。针对模型中漂移

项与扩散项的高度非线性问题，本研究采用改进的截断 Euler-Maruyama(EM)算

法进行数值求解，并证明了该算法生成的数值解能够强收敛到模型的真实解。 
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第 5 章 总结与展望 

5.1 总结 

随机微分方程(SDEs)因其能够有效刻画金融市场的随机动态特性而受到广

泛关注。金融市场的不确定性和波动性使得传统的确定性模型难以准确描述资产

价格的动态行为，尤其是在面对价格随机波动、趋势变化以及跳跃性变动等复杂

特征时，确定性模型的局限性尤为明显。通过引入随机微分方程，研究者能够将

随机过程（如布朗运动）纳入建模框架，从而更准确地模拟金融资产价格的动态

过程。然而，由于随机微分方程的系数通常具有高度非线性，其解析解往往难以

直接求得。因此，发展高效的数值方法成为随机微分方程在金融领域应用的关键。

在利率动态建模中，Ait-Sahalia模型因其对利率动态的高度非线性描述能力而备

受关注，但其复杂的结构也使得数值求解面临巨大挑战。 

针对带Poisson跳的Ait-Sahalia模型，构造了一种合适的部分截断Euler-

Maruyama(EM)数值方法，并对其强收敛性及收敛速率进行了分析。在处理模型

的非线性系数时，通过引入截断函数，有效控制了模型的上界与下界，从而确保

了数值方法的稳定性。对于Poisson跳的处理，本研究结合带跳的随机微分方程理

论及相关条件，对其进行了精确的近似估计。理论分析表明，带Poisson跳的模型

数值解具有强收敛性，且收敛速率达到 1；而不带Poisson跳的模型数值解同样表

现出强收敛性。 

基于上述数值方法的成功应用，本研究进一步针对利率动态建模问题，提出

了一种结合Poisson跳过程与延迟波动率的改进型Ait-Sahalia模型。该模型通过引

入延迟函数，能够更准确地反映实际金融数据受历史状态影响的特性，从而显著

提升了对利率动态行为的刻画能力。同时，Poisson跳机制的加入使得模型能够有

效捕捉金融市场中的突发事件和跳跃性变动，进一步增强了模型的实用性。针对

模型中漂移项与扩散项的高度非线性问题，我们采用改进的截断 Euler-

Maruyama(EM)算法进行数值求解，并严格证明了该算法生成的数值解能够强收

敛到模型的真实解。这一成果不仅保留了Ait-Sahalia模型在描述利率动态方面的

高度非线性优势，还为利率动态模型的数值求解奠定了理论基础。 
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5.2 展望 

作者今后将对以下几个方面做进一步的研究： 

1、本文可以未来可以考虑将更多现实金融市场中的复杂因素(如随机波动率、

多重跳跃或长记忆效应）引入模型，以进一步提升模型的适用性和准确性。探索

其他类型的跳跃过程（如 Lévy 过程或 Hawkes 过程）对模型动态行为的影响。 

2、将本研究提出的数值方法应用于实际金融市场数据，验证其在利率预测、

期权定价及风险管理中的有效性。 

3、针对更高维或更复杂的随机微分方程，研究更高效的数值方法以提高计

算效率并降低误差。 
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