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图的自同构群及特征值 

摘 要  

图的自同构群与特征值研究是图论领域的重要分支，具有丰富的

理论内涵和广泛的应用前景。一个图的自同构群是由所有保持图的邻

接关系的自同构组成的群，它刻画了图内在的对称程度。在图论中建

立自同构群 ( )G 和图 G 的特征值之间的联系是一个经典问题。   

1980 年，Criscuolo 等人证明了图G 自同构群阶的上界为 12k− ，其中 k

是 ( ; )G x 在有理数域 上的不可约因子的个数，图G 所有特征值都是

简单的。 

本文主要是对 Criscuolo 等人的结果进行改进。我们引入与图G

相关的平坦多项式，它被定义为特征多项式与主多项式的商。对于一

个图G 其平坦多项式是无平方的，我们建立了其自同构群阶的上界，

该上界与平坦多项式在有理数域 上不可约因子的数量有关。 

记图G 的平坦多项式为 ( ; )
( ; )

( ; )

G x
G x

G x





= ，本文研究了对于一个具

有无平方平坦多项式的图G ，其自同构群阶的上界的问题。具体结果

如下： 

1. 设G 是一个具有n个顶点的图，并且 ( ; )G x 是无平方的。假设

( ; )G x 在有理数域 上具有标准因子分解： 

1 2( ; ) ( ) ( ) ( )sG x p x p x p x = ， 

其中不可约因子满足 1deg ( ) deg ( )sp x p x  。定义 

1

max :1 deg ( )
2

t

i

i

n
t t s p x

=

 
=    

 
且  
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则图的自同构群 ( )G 是一个阶数至多为2 的初等阿贝尔 2 群。 

在对自同构群的自然推广下，平坦多项式 ( ; )G x 的不可约因子的

数量与新群的阶之间存在直接联系，其结果如下所示： 

2. 设 是实数 的一个子域，G 是一个具有n个顶点的图，并

且 ( ; )G x 是无平方的。则 ( )G 是一个阶数为2s 的初等阿贝尔 2 群，

其中 s 是平坦多项式 ( ; )G x 在 上的不同不可约因子的数量。 

本文还研究了广义道矩阵下图的自同构群的上界问题。 

关键词：自同构群，特征值，主多项式，特征多项式，正交矩阵 
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 The automorphism group and eigenvalues of a graph 

 

ABSTRACT 

The study of the automorphism group of a graph and its eigenvalues 

is an important branch of graph theory, with rich theoretical implications 

and broad application prospects. The automorphism group of a graph 

consists of all automorphisms that preserve the adjacency relations of the 

graph, characterizing the intrinsic degree of symmetry within the graph. It 

is a classic problem in spectral graph theory to establish connections 

between ( )G  and the eigenvalues of G . In 1980, Criscuolo et al. proved 

that the order of the automorphism group of graph G is upper-bounded by

12k− , where k is the number of irreducible factors of ( ; )G x over the rational 

numbers , and all the eigenvalues of graphG are simple. 

This paper mainly improves upon the results of Criscuolo et al. We 

introduce the plain polynomial associated with a graph G, which is defined 

to be the quotient of the characteristic polynomial and the main polynomial 

of G. For a graphG with a square-free plain polynomial, we establish an 

upper bound for the order of its automorphism group, which is related to 

the number of irreducible factors of the plain polynomial over the rational 

numbers . 

Let the plain polynomial of graph G  is ( ; )
( ; )

( ; )

G x
G x

G x





=  . This paper 

studies the issue of the upper bound for the order of the automorphism 

group of a graphG with a square-free plain polynomial. The specific results 

are as follows: 
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1. Let G  be a graph with n  vertices, and let ( ; )G x  be square-free. 

Assume that ( ; )G x has a standard factorization over the rational numbers

: 

1 2( ; ) ( ) ( ) ( )sG x p x p x p x = , 

where the irreducible factors satisfy 1deg ( ) deg ( )sp x p x  .Denote

1

max :1 deg ( )
2

t

i

i

n
t t s and p x

=

 
=    

 
  

Then the automorphism group ( )G is an elementary Abelian 2-group 

of order at most 2 . 

Under a natural generalization of auto morphism group, there exists a 

direct connection between the number of irreducible ( ; )G x  and the order 

of the new group,and the result is as follows: 

2. Let be a subfield of andG be an n-vertex graph with ( ; )G x

square-free. Then ( )G is an elementary Abelian 2-group of order 2s , 

where s is the number of distinct irreducible factors of ( ; )G x over . 

This article also studies the upper bound problem of the 

automorphism group of the graph under generalized path matrices. 

 

Wang Xinyue (Applied Mathematics) 

Supervised by Prof. Wang Wei 

 

KEY WORDS: automorphism group,eigenvalues, main polynomial, 

characteristic polynomial, orthogonal matrix
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第 1 章  绪论 

1.1  课题研究背景及意义 

1738 年，瑞典数学家欧拉通过破解经典的柯尼斯堡七桥问题，在其开创性

论文中系统性地构建了图论研究框架。这篇具有里程碑意义的著作不仅标志着图

论作为独立数学分支的诞生，更确立了欧拉在数学领域的地位，其开创性工作为

现代图论发展奠定了坚实基础。 

自从 Collatz[1] 的文章以后, 图谱就经常出现在数学文献中，关于此方面的

经典著作参考[2][3].图谱理论作为代数图论的核心研究方向，深度关联着矩阵分析、

组合数学、多项式代数与线性代数等多领域知识体系。该理论聚焦探索图的组合

性质与相关矩阵代数特性间的内在关系。图的自同构群和特征值研究是图论中相

互关联的两个重要方向。自同构群反映了图的对称性，特征值提供了图结构的谱

信息。将两者结合起来研究，可以更全面、更深入地理解图的结构性质。利用图

的谱信息来估计和刻画图的自同构群，是当前研究的一个重要趋势。在图论中建

立自同构群 ( )G 与G 的特征值之间的关系是一个经典问题。 

Mowshowitz[4] 以及 Petersdorf 和 Sachs[5]的一个著名结果指出，如果

( ; )G x 是平方自由的(即图G 的所有特征值都是简单的)，那么 ( )G 是一个初等

阿贝尔 2 群，即 ( )G 中每个非单位元素的阶为 2。此外，对于这样的图G ，

Criscuolo 等人[8]证明了 ( )G 阶的上界为 12k− ，其中 k 是 ( ; )G x 在有理数域 上

的不可约因子的个数。特别地，如果 ( ; )G x 在 上是不可约的，则 ( )G 是平

凡的，这一结果最早在[6]中建立。 

本文引入一个与图G 相关的新的多项式，它被定义为特征多项式与主多项

式的商，我们称它为平坦多项式。对于一个图G 其平坦多项式是无平方的，我

们建立了其自同构群阶的上界，该上界与平坦多项式在有理数 上不可约因子

的数量有关，从而改进了之前 Criscuolo 等人基于特征多项式得出的上界。此
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外，在第四章中对图G 的道矩阵重新定义，研究广义道矩阵下图G 的自同构群

的上界问题。 

1.2  课题研究现状 

在图论中建立图G 的自同构群 ( )G 与特征值之间的关系是图论中的一个重

要研究课题。自同构群提供了图的对称性的信息，而特征值则与图的代数性质

密切相关。多年来有很多学者对图自同构群和特征值进行了深入的研究，并取

得了一定的成果。 

1969 年 Mowshowitz[4] 讨论了在邻接矩阵特征值各不相同的情况下，图的

性质如何影响其自同构群的结构。特征值的不同通常意味着图具有很强的“非

对称性”。 论文中指出，如果图的邻接矩阵的所有特征值两两互异，则图的自

同构群 ( )G 是一个阿贝尔群。 

1970 年 Sachs[5]等人研究了图的谱（即特征值）和自同构群。论文探讨了

图的邻接矩阵的特征值与图的自同构群之间的关系，以及如何通过这些特征值

来分析自同构群的结构。他们探讨了图的自同构群及其与阿贝尔 2-群之间的关

系。文章中指出如果 ( ; )G x 是平方自由的(即图G 的所有特征值都是简单

的)，那么 ( )G 是一个初等阿贝尔 2群。 

1973 年 Mowshowitz[6]探讨了图邻接矩阵及其特征多项式与自同构群之间的

关系。特别地，他考虑了特征多项式在有理数域上的可约性如何影响图的自同

构群。如果特征多项式在有理数域上是可约的（即可以表示为两个多项式的乘

积），这通常意味着图存在对称性，从而可能导致自同构群非平凡的存在。如

果特征多项式是不可约的，则自同构群是平凡的。Mowshowitz 的研究表明，

图的特征多项式在有理数域上的可约性提供了一种有效的工具来分析图的自同

构群。可约特征多项式与自同构群的复杂性之间的联系，为图的对称性和结构

理解提供了重要的代数视角。 

经过多年的发展，主特征值的研究成为刻画图以及研究图的性质的一个重

要的方法。1978 年 Cvetković[7]中第一次提出了图的主特征值的概念，它在文献

中提出了如何刻画恰有 k (2 )k n  个主特征值的图，同时说明恰有一个主特
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征值的图是正则图。 

图自同构群的上界问题涉及到图的结构特性和对称性，在组合数学和图论

中具有重要意义的。很多学者在这方面也取得了一定成果。1980 年 Criscuolo[8]

等人研究了图的特征多项式与自同构群之间的关系，特别关注特征多项式在有

理数域上的不可约因子个数及其与自同构群阶的上界之间的关系。如果图G 的

所有特征值都是简单的，那么对于这样的图G ，Criscuolo 等人证明了 ( )G 的阶

的上界为 12k− ，其中 k 是特征多项式 ( ; )G x 在有理数域上的不可约因子的个

数。Criscuolo 等人的研究表明，特征多项式在有理数域上不可约因子个数的增

加与图的自同构群的大小之间存在重要的结构性关系，这一发现为图论的发展

提供了新的视角。 

2002 年 Hagos[9]证明了一个图G 的主特征值的个数 k 等于图G 的道矩阵的

秩，即矩阵 ( )W G 的秩。这个条件为学者提供了一个新的思路去刻画主特征值的

问题。由此国内外学者就开始了刻画了满足一定条件的图类。 

侯耀平[10]在 2005 年给出了的定义：对于整数 2  ， T 定义为一个顶点

v 的度为 2 1 − + ，而每个邻接点的度都是 而其他的点都是悬挂点的树。他

在上述 Hagos 给出的恰有两个主特征值的图的一个充要条件的基础上给出了所

有恰有两个主特征值的所有树。 

许多研究表明，图的主特征值与图的结构有很大的关系，2010 年孙德荣[12]

发现图的主特征值与图的结构有很大关系，并且对其进行了讨论。接下来的一

年孙德荣[13]和汤自凯[14]分别在恰有两个主特征值的一个充要条件做了进一步推

广，并在此基础上给出了两个主特征值的图的一些性质和运算成果，并且后者

运用相同的技巧刻画了恰有两个主特征值的三圈图。 

2016 年 O’Rourke [19]证明了几乎所有图的特征值均为单的且为主特征值，

这说明主特征值对于刻画图以及研究图的性质都有着重要的意义。 

在 2020 和 2021 年对于主特征值来说有很多重大的研究，2020 年 Feng[26]

在文章中给出了一个关于具有两个主特征值的图的猜想的简短证明，为后续文

章提供了一些证明方面的便利结果。同时 Abreu [27]探讨了图的主特征值研究的

一些新方面，特别研究了强正则图和最小特征值非主要图上的锥的相关研究问

题。与此同时 Vinagre 等[28]证明了门槛图的主无符号拉普拉斯特征值的个数在
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3n  个顶点的时候是以 2n− 为界的，并且他们刻画了，对于任意整数

1 2k n  − ，所有这类图都具有精确的 k 个主无符号拉普拉斯特征值，最后他

们还确定了 n个顶点的门槛图的 k 个主无符号拉普拉斯特征值的数目。 

1.3  研究内容和主要结果 

本文主要内容安排如下： 

第二章主要介绍本文所需要的基础知识，其中包括基础概念、基本定理以及

基本公式，第三章是本文的主要部分，将介绍对于一个具有平方自由平坦多项式

的图G ，其自同构群阶的上界的，第四章对图G 的道矩阵重新定义，研究广义道

矩阵下图G 的自同构群的上界问题。 

本文主要的证明结果如下： 

记图G 的平坦多项式为
( ; )

( ; )
( ; )

G x
G x

G x





=   

定理 1  

设G 是一个具有 n个顶点的图，并且 ( ; )G x 是无平方的。假设 ( ; )G x 在有理

数域 上具有标准因子分解： 

1 2( ; ) ( ) ( ) ( )sG x p x p x p x = ， 

其中不可约因子满足 1deg ( ) deg ( )sp x p x  。定义 

1

max :1 deg ( )
2

t

i

i

n
t t s and p x

=

 
=    

 
  

则图的自同构群 ( )G 是一个阶数至多为 2 的初等阿贝尔 2 群。 

推论 1 

设G 是一个具有 n个顶点的图，并且 ( ; )G x 是无平方的。假设 ( ; )G x 在有

理数域 上具有标准因子分解： 

1 2( ; ) ( ) ( ) ( )kG x q x q x q x =  

其中 1deg ( ) deg ( )kq x q x  。如果 1| ( ) | 2kG − = 则以下情况成立： 
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（1）主多项式 ( ; )G x 是不可约的 

（2）deg ( ; ) deg ( ) / 2kG x q x n =  即G 至少有 / 2n 个主特征值 

定理 2 

设 是实数 的一个子域，G 是一个具有 n个顶点的图，并且 ( ; )G x 是无

平方的。则 ( )G 是一个阶数为2s 的初等阿贝尔 2 群，其中 s 是平坦多项式

( ; )G x 在 上的不同不可约因子的数量。 
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第 2 章  预备知识 

本部分主要介绍本文中所涉及到的主要符号、基本概念、基本定理以及相关

公式。同时我们称一个图为简单图当它既没有自环也没有两条连杆连接到同一对

顶点，本文研究简单图。 

2.1  主要符号 

本部分主要总结介绍本文中出现的主要符号，方便阅读。 

符号 含义 

G  简单图 

G  图G 的补图 

 实数域 

 有理数域 

 实数域中子环 

( )W G  图G 的道矩阵 

( )A G  图G 的邻接矩阵 

( )G  图G 的自同构群 

e  全一向量 

J  全一矩阵 

( ; )G x  矩阵G 的主多项式 

( ; )G x  矩阵G 的特征多项式 

 

本文中未标明的符号和术语可参考文献[15-30]. 

2.2  基本概念 

设图 ( ( ), ( ))G V G E G= ，其中非空集合  1 2( ) , , , nV G v v v= 是G的顶点集， 

 1 2( ) , , , mE G e e e= 是G的边集。在G中若顶点 iv 是边 je 的端点，则称顶点 iv 是
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边
je 关联。若顶点 ,i jv v 是同一条边的两个端点，则称顶点 iv 与

jv 相邻。若边 ie 和

je 关联同一根顶点，则称边 ie 和
je 相邻。在图G中与顶点 iv 关联的边的数目叫做

顶点 iv 的度，记作 id ，通常用 ( )G ， ( )G 分别表示图的顶点的最大度与最小度，

度为 i的顶点称为 i  -度点，1-度点通常也称为悬挂点。若关联同一对顶点 iv 与
jv

的边不止一条，则称这样的边为重边。若与边 e关联的两个点重合于一点，则称

这样的边为环。若图G既没有重边也没有环，则称图G为简单图。称图G中的

两点 iv 与
jv 是连通的，若它们之间至少存在一条路相连，否则，称点 iv 与

jv 是不

连通的。若图G中任意两点都是连通的，则称图G是连通图。本文以下所考虑

的图都是简单图。 

下面是本文所用到的定义： 

定义 2.1 [40] 设图 ( , )G V E= 的顶点集为 1 2{ , ,..., }nV v v v= 并且边集为

{( , ) | , 1,2,..., ; }i jE v v i j n i j= =  则它的邻接矩阵 ( ) ( )ij n nA G a = 是一个 n n  

(0,1) -矩阵，其中： 

,1

0

i

j

j

i

v v G
a


= 


如果( )是图 的一条边

其他
.

 

一个图的邻接矩阵的特征值称为图的特征值，图的所有特征值的多重集称为

图的谱，因而研究图的特征值问题就是研究其对应邻接矩阵的特征值问题。 

定义 2.2 [39]设图G的邻接矩阵为 ( )A G ,为一个文字，则图G的特征多项

式 ( ; )G x 为： 

( ; ) det( )G x xI A = −  

定义 2.3 [40]如果一个图G的邻接矩阵 A的某个特征值 所对应的特征子空

间 ( )A  不正交于全一向量e，那么称 为图G的主特征值。 

 换句话说，若图G的邻接矩阵 ( )A G 的特征值 存在一个分向量之和不为

零的特征向量，则称 为图的主特征值。同时由 Perron-Frobenius 定理知道：任

何一个图G至少有一个主特征值。我们已知一个事实：图G是一个 r −正则图当

且仅当图G只有一个主特征值 r 。 

定义 2.4 [40]设图 ( , )G V E= 的邻接矩阵为 A  , e为全一向量，我们称矩阵

1( ) [ , ,..., ]nW G e Ae A e−= 为图G 的道矩阵。其中 1[ , ,..., ]k

kW e Ae A e−= 为图G 的
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n k 阶道矩阵。图的道矩阵是本文研究的重要工具之一。 

定义 2.5 [40]对于任何一个整数n n 矩阵M ，存在两个单模矩阵U 和V 使

得UMV 是一个对角矩阵 1 2[ , ,..., ]ndiag d d d 并且其中 1|i id d + ， 1,2,..., 1i n= − 。我

们称这个对角矩阵 1 2[ , ,..., ]ndiag d d d 是矩阵M 的史密斯标准型，同时非零的 id

被称为第 i个不变因子。 

定义 2.6 一个集合和一个二元运算构成的代数结构，如果满足以下条件，则

称为群: 

1.封闭性：集合中任意两个元素的运算结果仍然属于该集合。 

2.结合律：对于集合中的任意三个元素，运算的结合方式不影响结果。 

3.单位元：集合中存在一个特殊的元素，称为单位元，它与集合中任何元素

运算的结果都是那个元素本身。 

4.逆元：集合中每个元素都有一个对应的逆元，与之运算的结果是单位元。 

定义 2.7 阿贝尔 2 群（Abelian 2-group）是指既是阿贝尔群（即满足交换律

的群），又是 2 群（即所有元素的阶都是 2 的幂的群）的一种特定类型的群。更

具体地说，阿贝尔 2 群满足以下条件： 

1.对于群中的任意元素a 和b，都有ab ba= ，意味着群运算是交换的。 

2.群中每个元素的阶（即将该元素进行有限次群运算后得到单位元的最小正

整数）都是 2 的幂。 

定义 2.8 图的自同构（Graph Automorphism）是图论中的重要概念，它指的

是一种能够将图的结构保持不变的映射。具体来说，给定一个图 ( , )G V E= ，图

的自同构是对图的顶点集 V 到V 的一个映射，满足以下条件： 

1.一一对应：自同构是一个双射。 

2.保持邻接关系：如果顶点u和v 在图G中相连（即存在边 ( , )u v E ），那

么在自同构映射下，当且仅当它们的像也要相连。换句话说，如果 是自同构，

那么对任意 ,u v V 有：如果 ( , )u v E ，那么 ( ( ), ( ))u v E   ;如果 ( , )u v E ，那

么 ( ( ), ( ))u v E   。图的自同构可以用来研究图的对称性，理解图的结构特征。 

图自同构群是所有这样的自同构的集合，对于无向图，其自同构群是所有保

持邻接关系不变的置换构成的集合。自同构群具有封闭性，反映了图的对称性，
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通过研究自同构群，可以更好的理解图的对称性质和结构，是一种重要的几何变

换群，在本文中用 ( )G 表示。 

2.3  相关公式  

为了建立图的自同构群及特征值之间的关系，需要对图的主多项式和特征值

进行计算，本小节给出计算主多项式的公式。 

主多项式的公式为： 

( ; )
( ; )

gcd( ( ; ); (( ); ))

A x
G x

A x A J x




 
=

+
， 

其中 1 2

1 2( ; ) ( ) ( ) ( ) mrr r

mA x x x x   = − − − 为特征多项式， 1 2, , , m   为图

G的邻接矩阵 A的特征值；gcd( ( ; ); (( ); ))A x A J x  + 为 ( ; )A x 与 (( ); )A J x + 的

最大公因式，其中 J 是全一矩阵，如下所示： 

( )T

1

1 1

1

J ee

 
 

= =  
 
 

 

根据上述主多项式的公式可以看出，特征多项式可能有重根但主多项式无

重根，在本文中
1 2( ; ) ( )( ) ( )pG x x x x   = − − − ，其中

1 2, , , p   为图G的主

特征值，关于主特征值的定义在上一小节中已有说明。 
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第 3 章  图自同构群 ( )G 的上界问题 

3.1  引言 

  本文引入一个与图G 相关的新的多项式，它被定义为特征多项式与主多项

式的商，我们称它为平坦多项式。对于一个具有无平方平坦多项式的图G ，我们

建立了其自同构群阶的上界，该上界与平坦多项式在有理数 上不可约因子的数

量有关，从而改进了 Criscuolo 等人基于特征多项式得出的先前上界。并且在对

自同构群的自然推广下，验证了平坦多项式 ( ; )G x 的不可约因子的数量与新群

的阶之间存在直接联系。 

3.2  预备引理 

本小节，我们会给出几个重要的引理，这些引理在后续对问题的解决发挥着

重要作用。在此之前首先引出几个定义。 

设G 具有 n个顶点，邻接矩阵为 A。图G 的道矩阵为 1( ) : [ , , , ]nW W G e Ae A e−= =  

设 是实数 的任意子域，我们用 n表示 n维线性空间 

 T

1 2( , , , ) : 1, ,n ix x x x for i n =  

并且具有标准内积： ( , ) Tu v u v= 。两个向量u 和 v如果满足 0Tu v = ，则称为正

交。对于 n的子空间V ，我们用V ⊥表示V 的正交补，即：                                               

       T: 0nV u u v v V⊥ =  = 对任意的  

对于 上的一个 n n 矩阵 M ，我们用 ( )M 表示在 n 上的线性变换：

|x Mx→ ；并用 ( )col M 表示M 的列空间，即 ( )col M 是 ( )M 的像。 

引理 3.1 图的道矩阵 ( )W G 的秩等于图G的主特征值个数。 

证明：设 1 2, , , mx x x 是对应于G 的主特征值 1 2, , , m   的标准正交特征向
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量，使得 T 0 ( 1, , )ie x i m = 。那么我们可以把 e表示成一个线性组合的形式，

使得
1

m

i ii
e c x

=
= 。很显然对于 0j  有

1

mj j

i i ii
A e c x

=
= 因此

2 1

1 2( , , , , ) ( , , , )n

mSpan e Ae A e A Span x x x−  ，所以 ( ( ))rank W G m 。 

为了完成证明，接下来通过证明 1, , , me Ae A − 是独立的来表明

( ( ))rank W G m 。使 1 2, , , mc c c 是常数并且假设 1

1
0

m j

jj
c A e−

=
= 。注意到

T 0ie x  ，我们得到 1

1

0, 1, ,
m

j

j i

j

c i m −

−

= = 。因为主特征值不同所以 ( , )i j 项系

数等于 1j

i
− 的m m 矩阵是非奇异范德蒙德矩阵。所以方程

1

1

0, 1, ,
m

j

j i

j

c i m −

−

= = 表明 0, 1, ,jc j m= = ，所以 1, , , me Ae A e− 是独立的。 

证毕                                                                

由引理 3.1 可知，图的道矩阵 ( )W G 的秩等于图G 的主特征值个数，这

样我们就可以把求主特征值个数问题转移到求W 矩阵秩的问题上来，就可

以让问题简单很多。 

引理 3.2 如果 1 2, , , m   是主特征值并且
1( )m

i iP A I== − ，那么 0Pe = 。 

证明： 1, ,i m=  ix 是对应于主特征值的特征向量。把 e表示成一个线性组

合的形式，使得
1

m

i ii
e c x

=
= 。那么 

1 1
1 1

( ( )) ( ) 0
m mm m

i k i i i i k
k k

i i

Pe c A I x c x  
= =

= =

=  − =  − =   

证毕                                                                

引理 3.3 子空间 : ( )S colW ⊥= 是 ( )A 不变的，且 ( ( ) | ; ) ( ; )sA x G x  = 。 

证明：设 r 为图G 的主特征值数量，并写
1

1
( ; )

rr i

ii
G x x a x

−

=
= + 。已知W 的

秩为 r ，并且W 的前 r 列构成 ( )col M 的一组基，参见引理 3.1。通过引理 3.2 我

们有
1

0
( ) 0

rr i

ii
A a A e

−

=
+ = ，即

1

0

rr i

ii
A e a A e

−

=
= − 。因此 ( )col M 是 ( )A 不变的，矩

阵 ( )( ) |col WA 在基 1, , , ne Ae A e− 下具有以下形式 
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0

1

2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1 r

a

a

a

a −

− 
 

− 
 −
 
 
 − 

 

因此
1

0
( ( ) | ; ) ( ; )

rr i

colW ii
A x x a x G x  

−

=
= + = 。由于 A是对称的，因此 ( )A 不

变子空间的正交补也是 ( )A 不变的。因此 S 也是 ( )A 不变的。此外，由于

( )n colW S=  我们得到 ( ; ) ( ( ) | ; ) ( ( ) | ; )colW SG x A x A x    = 。因此 

( ; ) ( ; )
( ( ) | ; ) ( ; )

( ( ) | ; ) ( ; )
S

colW

A x A x
A x G x

A x G x

 
  

  
= = =  

证毕                                                                

引理 3.4 设 是实数 的任意子域。让 ( )FQ G 且 ( )S colW ⊥= .则有以下结

论： 

(i) 
( )( ) |col WQ id = 即对于任何 ( )col W  有Q =  

(ii) S 是 ( )A 不变的 

(iii)线性变换 ( ) |SA 和 ( ) |SQ 是可交换的。 

证明：由于QA AQ= 我们得到对于任何 0i  有 i iQA A Q= 。注意到Qe e= ，

我们有 ( ) ( )i i iQ A e A Qe A e= = ，因此 (i)成立。设  是 S 的任意向量。因为

( )S colW ⊥= ，我们得到对于任何 0i  都有 iA e ⊥ 。结合 i iQA A Q= 可得

, , 0i T i T i T i iA e Q e A Q e QA e A A e    = = = = = 。因此，由于 i 的任意性，Q S ，

这证明了(ii)。最后一个结论是显然的，因为 ( )A 和 ( )Q 在整个空间 n作为线性

变换是可交换的。 

证毕                                                                

引理 3.5 设V 是 n上维数为 r 的任意子空间。则存在一个向量 V  其中

至少有 r 个非零项，其中 n是任意域。 
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证明：令
1, , r  为V 中的一组基，定义一个矩阵 

1

1, ,

T

T

r

T

r

M



 



 
 

 = =   
 
 

. 

设 R 为矩阵 M 的行最简形式。则存在一个 r r 阶的可逆矩阵 S ，使得

R SM= 。显然， Te R至少有 r 个非零项。令 ( ) ( ) ( )T T T T T Te R e SM M S e = = = 。我

们可以看到是一个在V 中的向量，至少有 r 个非零项。 

证毕                                                                

3.3  主要结果的证明 

本小节中对结果的证明用到了准素分解的思想，在这一小节中首先给出准素

分解的内容。我们用 n表示带有标准内积的 n −维线性空间. 设u 和 v是
n中的

两个向量,若满足 T 0u v = 我们称 ,u v 正交且表示为u v⊥ . 与之类似，若任意的

u U 和 v V 都有 T 0u v = ，则称两个空间是正交的并用U V⊥ 来表示. 若一个

非零向量 nu 满足 T 0u u = ，即u u⊥ 我们则称u 是迷向向量. 此外，对任意一

个子空间 nV  ,它的正交补空间是 

 T: 0nV u u v v V⊥ =  = 对任意的 .  

设 A是 中一个 n n 的对称矩阵，我们可以将 A看作一个线性变换. 那么

若在 n中 A的一个子空间V 满足：任意 x V 都有 Ax V ，我们称V 是 A的不

变子空间. 另外，我们对任意 A的不变子空间V ，我们用 |VA 表示 A限制在V

中的线性变换. 接下来我们给出准素分解定理。 

引理 3.6（准素分解定理）设  ( ; )A x x  是矩阵 A的特征多项式且 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2; krr r

kA x x x x  = ， 

是 ( );A x 的标准分解式. 设 ( )ker , 1, ,ir

i iV A i k= = . 可得到 
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(ⅰ)
1 2

n

kV V V=    ； 

(ⅱ)每一个 iV 是 A不变的； 

(ⅲ) |
iVA 上的特征多项式为 ( )ir

i x ； 

(ⅳ)存在多项式 ( ) ( )1 , , kh x h x 使得 ( )ih A 作用于 iV 是单位变换，作用于
jV

( )j i 是零变换.  

(ⅴ)对任意 A不变的子空间U ，我们 ( ) ( ) ( )1 2 kU U V U V U V=    ； 

引理 3.7 使用引理 3.6 的概念，得到下面结论 

(ⅰ) ( )ker i A 是 A不变的，且  ( )0 ker i iA V  .  

(ⅱ)每一个非零的 A不变子空间U 被包含在某些 iV 中，且 ( )dim deg iU r x= 

1,2, , ir r ，并因此有 ( )dim deg iU x .  

证明：由引理 3.6，得到 iV 非零. 因此 ( )i A 和 ( )ir

i A 是奇异的. 这意味着

( )ker i A 非零. 此外， ( ) ( )ker ker ir

i i iA A V  = 且 ( )ker i A 是 A不变的. 由此证

明了(ⅰ) .  

因为U 是 A 不变的且 iU V ，我们得到 ( )| ;UA x 整除 ( )| ;
iVA x  . 注意到

( )i x 不可约和 ( ) ( )| ; i

i

r

V iA x x= . 由于U 非零，所以 ( )| ;UA x 的次数不等于0 ，

因此得到 ( ) ( )| ; r

U iA x x= ，其中 ir r . 即： 

( ) ( )dim deg | ; degU iU A x r x= =  .  

证毕                                                                

引理 3.8 设 A是
p
中一个对称矩阵且U 是全迷向的 A不变子空间. 使用引

理 3.6 中的概念得到： 

(ⅰ)在 i j 时有 i jV V⊥ ； 

(ⅱ)
1 1 1i i i kV V V V V⊥

− +=      ； 

(ⅲ)若 ( )i x 是单因式，那么 0iU V = ； 
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(ⅳ) ( )iU U V= ，其中指标 i 满足 2ir  .   

    证明：设和分别是 iV 和
jV 中的向量. 通过引理 3.6(ⅳ)和 A是对称矩阵，

可以得到 

( )( ) ( )( )
TT T 0i ih A h A     = = = .  

这就证明了(ⅰ).  

通过(ⅰ)，我知道 j i jV V⊥

 . 另一方面，由V ⊥空间的定义，可以得到

dim dim iV n V⊥ = − . 注意到 ( )dim dimj i j iV n V = − ，可知V ⊥就等于
j i jV . 即

证明了(ⅱ).  

设 iS U V=  . 通过U 和 iV 可以知道 S 是 A 不变的. 假设 S ，我们断言

iS V= . 因为 S 是 iV 的子空间，所以 ( )| ;SA x 整除 ( )| ;
iVA x . 但由于 ( )| ;

iVA x

是 ( )i x 是不可约多项式，故必须有 ( ) ( )| ; | ;
iS VA x A x= . 因此断言 iS V= 成立. 

又因为 iV S U=  且U 是全迷向的空间，所以
iV U U V⊥ ⊥    . 联合(ⅱ)可以看

到
j i j iV V  ，这同引理 3.6(ⅰ)矛盾，因此假设 S 不成立. 这就证明了(ⅲ). 通

过(ⅲ)和引理 3.6(ⅴ)，很容易得到本引理最后一条断言。 

证毕                                                                

3.3.1  自同构群 ( )G 阶的上界 

在本文中我们定义
( ; )

( ; )
( ; )

G x
G x

G x





= ，注意到deg ( ; )G x 严格小于deg ( ; )G x ，

因为任何图至少有一个主特征值。本文的首要目标是改进 Criscuolo 等人所获得

的自同构群 ( )G 阶的上界。此外，我们所获得的结果可以应用于更广泛的图类：

我们只需要在 ( ; )G x 上满足无平方的假设，而 ( ; )G x 不需要是无平方的。具体

来说，我们得到了以下定理： 

定理 3.1 
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设G 是一个具有 n个顶点的图，并且 ( ; )G x 是无平方的。假设 ( ; )G x 在有理

数域 上具有标准因子分解： 

1 2( ; ) ( ) ( ) ( )sG x p x p x p x = ， 

其中不可约因子满足 1deg ( ) deg ( )sp x p x  。定义 

1

max :1 deg ( )
2

t

i

i

n
t t s and p x

=

 
=    

 
            （1） 

则图的自同构群 ( )G 是一个阶数至多为 2 的初等阿贝尔 2 群。 

证明：我们发现 ( )G 同构于 ( )2 1, , ,s

sZ =    ，可以看作为
2

s ，在二元

域 2 上 s 维线性空间，其中 ( )S colW ⊥= 。 

设 | ( ) | 2mG = 。在这种对应关系下， ( )G 成为
2

n上的一个m 维子空间V 。

根据引理 3.5，V 包含一个至少具有m 个非零项的向量 。设  1,2, ,I s 是与

非零项对应的索引集合，设 ( )P G  为与 相对应的置换矩阵。我们得到 

( )

i

i

x x V i I
Px

x x V i I x col W

−  
= 

  

如果 对一些

如果 对一些 或者
 

回顾一下，
1 2 ( )n

sV V V col W=     并且dim deg ( )i iV p x= 。因此，我们

有
1

dim ( dim ) 2 deg ( ) 2 deg ( )
m

i i i i

i I i I i I i

tr P V n V n p x n p x
   −

= − + − = −  −    ，     （2） 

其中最后一个等式运用了已建立的事实，即 | |I m 以及单调性假设

1deg ( ) deg ( )sp x p x  。由于 P 是一个置换矩阵，我们显然有 0tr P  ，将其与

(2)结合得到： 

1

deg ( )
2

m

i

i

n
p x

−

 ， 

或者等价地，m  ，其中 在(1)中已经定义。 

证毕                                                                

我们将自己限制在 ( ; )G x 为平方自由的图G 中，那么可以从定理 3.1 中获
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得 1| ( ) | 2G = k- 的一些必要条件，其中 k 是 ( ; )G x 在有理数域 上不可约因子的

数量。 

推论 3.1 

设G 是一个具有 n个顶点的图，并且 ( ; )G x 是无平方的。假设 ( ; )G x 在有

理数 上具有标准因子分解： 

1 2( ; ) ( ) ( ) ( )kG x q x q x q x =  

其中 1deg ( ) deg ( )kq x q x  。如果 1| ( ) | 2kG − = 则以下情况成立： 

（1） 主多项式 ( ; )G x 是不可约的 

（2） deg ( ; ) deg ( ) / 2kG x q x n =  即G 至少有 / 2n 个主特征值。 

证明：设 | ( ) | 2mG = ，根据定理 3.1，我们有 

1m s k   − .                       （3） 

由于 1m k= − ，所以不等式（3）中所有不等式必须相等。等式 1s k= − 意味

着 ( ; )G x 是不可约的。等式 s = 意味着 deg ( ; ) / 2G x n  ，或者等价地

deg ( ; ) / 2G x n  。因此，根据假设 1deg ( ) deg ( )kq x q x  ，我们必须有

deg ( ; ) deg ( )kG x q x = 。 

证毕                                                                

我们指出关于等式 1( ) 2kG − = 的必要条件deg ( ) / 2kq x n 是在[8,推论 4]中获

得的。 

3.3.2  自然推广下的同构群 ( )G 阶的上界 

本文的第二个目标是证明在对自同构群的自然推广下，平坦多项式 ( ; )G x

的不可约因子的数量与新群的阶之间存在直接联系。 

我们将图G 的自同构看作为一个置换矩阵 P ，使得图的邻接矩阵 A和P 是可

交换的，即 PA AP= 。一个正交矩阵Q被称为正则的，如果Q的每一行的和为 1，

即Qe e= 。我们提到正则正交矩阵的概念对广义同谱的研究至关重要，该领域最
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早由 Johnson and Newman[16]研究并在 wang 及其合作者的一系列论文中得到很

好的发展。显然置换矩阵可以被表示为具有整数项的正则正交矩阵。这表明了图

自同构的推广。 

定义 3.1 设 是实数 的任意子环。图G 的 -自同构是满足QA= AQ 的正

则正交矩阵，其中Q的元素在 中。我们用 ( )G 来表示图G 的所有 自同构所

组成的群（在常规矩阵算法下）。 

我们注意到，如果 和 是实数 的两个子环，且  ，则显然 ( )G 是

( )G 的一个子群。本文的一个有趣的发现是，当 是一个域时，群 ( )G 的阶

可以通过在给定的域 上平坦多项式 ( ; )G x 的不同不可约因子数量直接确定，前

提是 ( ; )G x 是平方自由的。 

定理 3.2 设 是实数 的一个子域，G 是一个具有 n 个顶点的图，并且

( ; )G x 是无平方的。则 ( )G 是一个阶数为2s 的初等阿贝尔 2 群，其中 s 是平坦

多项式 ( ; )G x 在 上的不同不可约因子的数量。 

证明：设G 具有 n个顶点，邻接矩阵为 A。图G 的道矩阵为： 

1( ) : [ , , , ]nW W G e Ae A e−= =  

设 是实数 的任意子域。我们用 n表示 n维线性空间 

 T

1 2( , , , ) : 1, ,n ix x x x for i n =  

并且其具有标准内积： ( , ) Tu v u v= 。两个向量u 和 v如果满足 0Tu v = ，则称

为正交。对于 n的子空间V ，我们用V ⊥表示V 的正交补，即：  

 : 0T TV u u v v V⊥ =  = 对任意  

对于 上的一个 n n 矩阵 M ，我们用 ( )M 表示在 n 上的线性变换：

|x Mx→ ；并用 ( )col M 表示M 的列空间，即 ( )col M 是 ( )M 的像。 

我们暂时假设 = 。设 ( )S colW ⊥= ， ( )FQ G , ( ) |SA = , ( ) |SQ = 。

根据引理 3.3，我们有 ( ; ) ( ; )x G x  = ，因此它是平方自由的。令 x S 是对应
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特征值的 的特征向量。由于 和 是可交换的，我们发现：  

. .x x x x     = = =  

这意味着 x 也是对应特征值的 的特征向量。由于是简单的并且 是长

度保持的，因此我们有 x x =  ，从而 2x x = 。注意到 S 由所有 特征向量生成，

我们可以得出 2 是恒等映射。因此， ( )G 是一个初等阿贝尔 2 群。 

现在我们回到一般的子域  。显然 ( )G 是一个初等阿贝尔 2 群，因为

( )G 是 ( )G 的一个子群。设 1 2( ; ) ( ) ( ) ( )sG x p x p x p x = 是 ( );v G x 在 上的标

准因子分解。由于 ( ; ) ( ; )x G x  = ，我们可以为 S 选择一组基，使得 的矩阵具

有标准形式  1 2, , , sC diag C C C= ，其中 iC 是多项式 ( )ip x 的伴随矩阵。 

设 B 为同一组基在 下的矩阵。根据引理 3.4(iii)，B 和C是可交换的。由于

( ); x  是平方自由的，我们知道 B 必须是C的一个多项式，在 下，参见[43,p.23]。

设 ( )B f C= 为在 上的多项式 f 。这意味着  1 2, , , sB diag B B B= 其中 ( )i iB f C= 。

由于 2 是恒等映射，我们有 2

mB I= 因此 2

i miB I= ，其中 deg ( ; )im v G x= 且

deg ( )i im p x= 。因为 iC 的最小多项式是不可约多项式 ( )ip x ，我们发现 [ ]iC 是一

个与 [ ] / ( ( ))ix p x 同构的域。因此 2 1 0x − = 在 [ ]iC 中的唯一解是 miI 和 miI− 。因此

我们得到  1, ,m msB diag I I=   。根据引理 3.4(i)，我们很容易看出，如果 1Q 和

2Q 是 ( )G 中不同的矩阵，则 1 2( ) | ( ) |S SQ Q  因此 

| ( ) | 2sG                      （4） 

B 有2s 次可能的赋值。为了证明(4)中的不等式实际上是一个等式，我们需要

构造一个矩阵 ( )Q G ，与每个形式为  1, ,m msB diag I I=   的 B 相对应。 

令  : ( ) 0i iV x S p A x=  = 对于 1,2, ,i s= 。根据初等分解定理，有

1 2 sS V V V=    并且dim deg ( )i iV p x= 对每个 i 都成立。此外，因为 A是对称
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的，我们可以看到对于不同的  , 1,2, ,i j s 有
i jV V⊥ 。假设   

 1 1, ,m s msB diag I I=   其中 1i =  . 

注意到
1 2( ) ( )n

sS col W V V V col W=  =     存在唯一的线性变换 在

n上满足： 

( )
( )

i ix x V i
x

x x col W


 
= 



如果 对一些

如果
 

由于 1, , sV V 和 ( )col W 是两两正交的，我们可以看到 是长度保持的，因此

是正交的。注意到 e W 我们有 ( )e e = 。让 Q 成为  在标准基 (1,0, ,0)T  ,

(0,1,0, ,0)T , (0, ,0,1)T 下的矩阵，我们看到 ( )Q G 。 

证毕                                                                

3.4  实验模拟 

在这一小节中，我们给出具体模拟的实验数据，通过例子具体对定理 3.1

和定理 3.2 的结果进行验证。用 Mathematica 随机产生的一个具有八个顶点的图

G 如下所示： 

 

图 3-1  
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其邻接矩阵如下所示： 

0 1 1 0 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 0 1

1 1 0 1 1 1 1 0

0 1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 1 1 0

0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

 

可以计算出其特征多项式为 2 3 4 5 6 8( ; ) 8 3 30 22 16 14G x x x x x x x x = − + + − − +  

其平坦多项式为 2( ; )v G x x x= + ，平坦多项式存在标准因子分解 (1 )x x+ 。根据上

述因子分解及定理 3.1 中的定义可以得出 1( )p x 为 x 2 ( )p x 为1 x+ 并且满足

1 2deg ( ) deg ( )p x p x 。根据上述计算结果并结合定理 3.1 中 的定义可以得出

的值为 2，定理 3.2 中的 s 为 2。关于自同构群的计算结果如下所示： 

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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1 1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2

1 1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2

1 1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

 
− 

 
 −
 
 
 −
 
 
 
 

− 
 
 
 
  
 

 

1 1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2

1 1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2

1 1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

 
− 

 
 −
 
 
 −
 
 
 
 

− 
 
 
 
  
 

 

根据上述的输出结果，可以明确看出图G 的自同构群的阶数满足定理 3.1 中所

说的阶数最多为 2 也满足定理 3.2 中所说的阶数为2s 。这个例子具体验证了上

一小节的主要结果。 

3.5  主要结论 

通过上述对自同构群上界的研究与证明，我们可以得到以下的结论： 

假设 ( ; )G x 是无平方且在有理数域 上具有标准因子分解，则图的自同构

群 ( )G 是一个阶数至多为 2 的初等阿贝尔 2 群,其中 的定义如下所示： 
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1

max :1 deg ( )
2

t

i

i

n
t t s and p x

=

 
=    

 
 。 

我们将自己限制在 ( ; )G x 为无平方的图G 中，那么可以从上述结果中获得

1| ( ) | 2G = k- 的一些必要条件，其中 k 是 ( ; )G x 在有理数域 上不可约因子的数

量。其结果如下所示： 

设G 是一个具有 n个顶点的图，并且 ( ; )G x 是无平方的。假设 ( ; )G x 在有

理数 上具有标准因子分解： 

1 2( ; ) ( ) ( ) ( )kG x q x q x q x =  

其中 1deg ( ) deg ( )kq x q x  。如果 1| ( ) | 2kG − = 则以下情况成立： 

(1)主多项式 ( ; )G x 是不可约的 

(2) deg ( ; ) deg ( ) / 2kG x q x n =  即G 至少有 / 2n 个主特征值。 

在对自同构群的自然推广下，平坦多项式 ( ; )G x 的不可约因子的数量与新

群的阶之间存在直接联系。 

我们将图G 的自同构看作为一个置换矩阵 P ，使得图的邻接矩阵 A和P 是可

交换的，即 PA AP= 。置换矩阵可以被表示为具有整数项的正则正交矩阵。这表

明了图自同构的推广。在对自同构群的自然推广下，平坦多项式 ( ; )G x 的不可约

因子的数量与新群的阶之间存在直接联系，其结果如下所示： 

设 是实数 的一个子域，G 是一个具有 n个顶点的图，并且 ( ; )G x 是无平

方的。则 ( )G 是一个阶数为 2s 的初等阿贝尔 2 群，其中 s 是平坦多项式 ( ; )G x

在 上的不同不可约因子的数量。 
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第 4 章 广义道矩阵下自同构群 ( )G 的上界 

在本章中定义图G 的广义道矩阵，并对广义道矩阵下自同构群上界问题进行

求解。本章我们对结果的证明用到的方法与第三章计算自同构群上界的方法类似。 

4.1 预备知识 

引入函数 ( ) af t t= ，设G 具有 n个顶点，邻接矩阵为 A，定义图G 的广义道

矩阵为 

2 1[ ( ), ( ), ( ), , ( )]n

fW f G Af G A f G A f G−=  

当 0a = 时

1

( )

1

f G e

 
 

= = 
 
 

，
fW W= ，本章考虑的是当 2a =

2

1

2

( )

n

d

f G

d

 
 

=  
 
 

的情

况。如果一个图G的邻接矩阵 A的某个特征值 所对应的特征子空间 ( )A  不

正交于 f ，那么称 为图G的 f −主特征值。在本章中记 ( ; )f G x 为 f −主多项

式，记平坦多项式为：
( ; )

( ; )
( ; )

f

f

G x
G x

G x





= 。 

在本章中 是实数 的任意子域。我们用 n表示 n维线性空间 

 T

1 2( , , , ) : 1, ,n ix x x x for i n =  

并且其具有标准内积： ( , ) Tu v u v= 。对于 n的子空间V ，我们用V ⊥表示V

的正交补，即：  : 0T TV u u v v V⊥ =  = 对任意  

对于 上的一个 n n 矩阵 M ，我们用 ( )M 表示在 n 上的线性变换：

|x Mx→ ；并用 ( )col M 表示M 的列空间，即 ( )col M 是 ( )M 的像。 

4.2 预备引理 

引理 4.1 子空间 : ( )fS colW ⊥= 是 ( )A 不变的，且 ( ( ) | ; ) ( ; )s fA x G x  = 。 



安徽工程大学硕士学位论文 

25 

证明：该引理仍然可以用引理 3.3 的证明方法进行证明。设 r 为图G 的主特

征值数量，写出
1

1
( ; )

rr i

f ii
G x x a x

−

=
= + 。已知

fW 的秩为 r ，并且
fW 的前 r 列构

成 ( )col M 的一组基，参见引理 3.1。通过引理 3.2 我们有
1

0
( ) 0

rr i

ii
A a A f

−

=
+ = ，

即
1

0

rr i

ii
A f a A f

−

=
= − 。因此我们可以得出 ( )col M 是 ( )A 不变的，矩阵

( )( ) |
fcol WA

在基 2 1, , , , rf Af A f A f− 下具有以下形式 

0

1

2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1 r

a

a

a

a −

− 
 

− 
 −
 
 
 − 

 

因此
1

0
( ( ) | ; ) ( ; )

f

rr i

colW i fi
A x x a x G x  

−

=
= + = 。由于 A是对称的，因此 ( )A

不变子空间的正交补也是 ( )A 不变的。因此 S 也是 ( )A 不变的。此外，由于

( )n

fcolW S=  我们得到 ( ; ) ( ( ) | ; ) ( ( ) | ; )
fcolW SG x A x A x    = 。因此 

( ; ) ( ; )
( ( ) | ; ) ( ; )

( ( ) | ; ) ( ; )
f

S f

colW f

A x A x
A x G x

A x G x

 
  

  
= = =  

证毕                                                                

引理 4.2 设 是实数 的任意子域。让 ( )Q G 且 ( )fS colW ⊥= .则有以下

结论： 

(i) 
( )( ) |

fcol WQ id = 即对于任何 ( )fcol W  有Q =  

(ii) S 是 ( )A 不变的 

(iii) 线性变换 ( ) |SA 和 ( ) |SQ 是可交换的。 

证明：运用引理 3.4 的证明方法。因为QA AQ= 我们得到对于任何 0i  有

i iQA A Q= 。注意到Qf f= ，我们有 ( ) ( )i i iQ A f A Qf A f= = ，因此(i)成立。设是

S 的任意向量。因为 ( )fS colW ⊥= ，我们得到对于任何 0i  都有 iA f ⊥ 。结合

i iQA A Q= 可得 , , 0i T i T i T i iA f Q f A Q f QA f A A f    = = = = = 。因此，由于
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i 的任意性，Q S ，这证明了(ii)。最后一个结论是显然的，因为 ( )A 和 ( )Q

在整个空间 n作为线性变换是可交换的。 

证毕                                                                

4.3 主要结果及其证明 

定理 4.1 

设G 是一个具有 n个顶点的图，并且 ( ; )f G x 是无平方的。假设 ( ; )f G x 在有

理数域 上具有标准因子分解： 

1 2( ; ) ( ) ( ) ( )f sG x p x p x p x = ， 

其中不可约因子满足 1deg ( ) deg ( )sp x p x  ，则图的自同构群 ( )G 是一个

阶数至多为 2 的初等阿贝尔 2 群，其中 在上述(1)中已定义。 

证明：我们发现 ( )G 可以看作为
2

s ，在二元域 2 上 s 维线性空间，其中

( )fS colW ⊥= 。设 | ( ) | 2mG = 。在这种对应关系下， ( )G 成为
2

n上的一个m 维子

空间 V 。根据引理 3.5， V 包含一个至少具有 m 个非零项的向量  。设

 1,2, ,I s 是与 非零项对应的索引集合，设 ( )P G  为与 相对应的置换矩

阵。我们得到 

( )

i

i f

x x V i I
Px

x x V i I x col W

−  
= 

  

如果 对一些

如果 对一些 或者
 

根据上文我们知道 1 2 ( )n

s fV V V col W=     并且dim deg ( )i iV p x= 。因

此，上述等式(2)在此处仍然成立。由于 P 是一个置换矩阵，我们显然有 0tr P  ，

将其与(2)结合得到： 

1

deg ( )
2

m

i

i

n
p x

−

 ， 

或者等价地，m  ，其中 在(1)中已经定义。 
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本章考虑的是广义道矩阵下图G 的自同构群的上界问题。我们将图G 的自

同构看作为一个置换矩阵 P ，使得图的邻接矩阵 A和 P 是可交换的，即PA AP= 。

给出如下定义，设 是实数 的任意子环。图G 的 -自同构是满足QA= AQ 的

f −正则正交矩阵，其中Q的元素在 中。我们用 ( )G 来表示图G 的所有 自

同构所组成的群。我们注意到，如果 和 是实数 的两个子环，且  ，则

显然 ( )G 是 ( )G 的一个子群。本文的一个发现是，当 是一个域时，群 ( )G

的阶可以通过在给定的域 上平坦多项式 ( ; )f G x 的不同不可约因子数量直接确

定，前提是 ( ; )f G x 是平方自由的。 

定理 4.2 设 是实数 的一个子域，G 是一个具有 n个顶点的图，并且

( ; )f G x 是无平方的。则 ( )G 是一个阶数为2s 的初等阿贝尔 2 群，其中 s 是平

坦多项式 ( ; )f G x 在 上的不同不可约因子的数量。 

证明：继续沿用定理 3.2 的证明思想。假设 = 。设 ( )fS colW ⊥= ， 

( )FQ G , ( ) |SA = , ( ) |SQ = 。根据引理 3.3，我们有 ( ; ) ( ; )x G x  = ，因

此它是平方自由的。令 x S 是对应特征值的 的特征向量。我们可以得出

( )G 是一个初等阿贝尔 2 群，证明方法与第三章类似。显然 ( )G 是一个初

等阿贝尔 2 群，因为 ( )G 是 ( )G 的一个子群。 

设
1 2( ; ) ( ) ( ) ( )f sG x p x p x p x = 是 ( ; )f G x 在 上的标准因子分解。由于

( ; ) ( ; )fx G x  = ，我们可以为 S 选择一组基，使得 的矩阵具有标准形式

 1 2, , , sC diag C C C= ，其中 iC 是多项式 ( )ip x 的伴随矩阵。 

设 B 为同一组基在 下的矩阵。根据引理 3.4(iii)，B 和C是可交换的。由于

( ); x  是平方自由的，我们知道 B 必须是C的一个多项式。由于 2 是恒等映射，

我们有 2

mB I= 因此 2

i miB I= ，其中 deg ( ; )i fm v G x= 且 deg ( )i im p x= 。因为 iC 的最

小多项式是不可约多项式 ( )ip x ，我们发现 [ ]iC 是一个与 [ ] / ( ( ))ix p x 同构的域。
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因 此 2 1 0x − = 在 [ ]iC 中 的 唯 一 解 是 miI 和 miI− 。 因 此 我 们 得 到

 1, ,m msB diag I I=   。根据引理 3.4(i)，我们很容易看出，如果 1Q 和 2Q 是 ( )G

中不同的矩阵，则 1 2( ) | ( ) |S SQ Q  因此 | ( ) | 2sG   。                    

为了证明上述不等式实际上是一个等式，我们需要构造一个矩阵 ( )Q G ，

与每个形式为  1, ,m msB diag I I=   的 B 相对应。 

令  : ( ) 0i iV x S p A x=  = 对于 1,2, ,i s= 。根据初等分解定理，有

1 2 sS V V V=    并且dim deg ( )i iV p x= 对每个 i 都成立。此外，因为 A是对称

的，我们可以看到对于不同的  , 1,2, ,i j s 有
i jV V⊥ 。假设   

 1 1, ,m s msB diag I I=   其中 1i =  . 

注意到 1 2( ) ( )n

f s fS col W V V V col W=  =     存在唯一的线性变换 '

在 n上满足： 

'( )
( )

i i

f

x x V i
x

x x col W


 
= 



如果 对一些

如果
 

1, , sV V 和 ( )fcol W 是两两正交的，根据上述线性变换我们有 ( )f f = ，Q可

成为 ' 在标准基下的矩阵。 

证毕                                                                
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第 5 章 总结与展望 

5.1 回顾与总结 

图的自同构群上界与特征值之间关系的研究是图论和图论中的一个重要课

题，具有丰富的理论内涵和广泛的应用前景。关于这个课题的研究，近年来国内

外学者都给出了自己的研究成果。自同构群描述了图形中结构的对称性，而特征

值则提供了关于图的结构性质的重要信息。一个图的自同构群是由所有保持图的

邻接关系的自同构组成的群，它刻画了图内在的对称程度。长期以来，图的自同

构群阶的上界研究一直是图论领域关注的重要问题。1980年， Criscuolo 等人证

明了图G 自同构群的阶的上界为 12k− ，其中 k 是 ( ; )G x 在有理数 上的不可约因

子的个数，图G 所有特征值都是简单的。 

本文主要是对 Criscuolo 等人的结果进行改进。我们引入与图G 相关的平坦

多项式，它被定义为特征多项式与主多项式的商。对于一个具有平方自由平坦多

项式的图G ，我们建立了其自同构群阶的上界，该上界与平坦多项式在有理数

上不可约因子的数量有关。 

全篇共计分为五个章节，主要工作如下： 

在第一章中，我们分为三节来介绍我们将要讨论的问题的背景、国内外的一 

些学者之前相关研究的进展以及已经取得的重要研究成果和目前学者们聚焦

的尚未解决的一些难题。 

在第二章中，我们介绍了预备知识其中包括在本文中出现的主要符号和一些

基础且重要的、并在后文会反复应用的定义。 

在第三章中，我们引入与图G 相关的平坦多项式，建立了其自同构群阶的上

界，该上界与平坦多项式在有理数 上不可约因子的数量有关，从而改进了

Criscuolo 等人基于特征多项式得出的先前上界。除此之外，在对自同构群的自然

推广下，验证了平坦多项式 ( ; )G x 的不可约因子的数量与新群的阶之间存在直

接联系。 

在第四章中，引入函数 ( ) af t t= ，对图G 的道矩阵重新定义，研究广义道矩

阵下图G 的自同构群的上界问题。 
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在本章中，我们对全文内容进行总结并对课题研究的未来进行展望。 

5.2 研究展望 

关于图的自同构群阶的上界这个问题的研究一直是图论领域关注的重要问

题，它在物理、网络科学和生物信息学等领域都具有应用价值。在这些领域，图

的对称性和结构特性对理解复杂系统至关重要。总的来说，图的自同构群上界问

题是一个富有前景并具有挑战性的研究课题，不仅在理论上具有深刻的意义，也

在实际应用中展现出重要的价值。 

虽然这一阶段工作已经取得一定的研究结论，但是未来还会面对一些挑战。比

如通过什么方法将无向图的自同构群的结果推广到有向图，因为有向图的结构

更为复杂，对称性更少，同时可能存在更多的变体；另外确定不同图类之间的上

界差异需要深入分析各自的结构特性。总之，未来的研究可能会细化图类，引入

新的数学工具，结合应用需求以及计算机实验等方面展开，逐步解决定向图自

同构上界的问题，并推动相关领域的发展。定向图自同构群的上界研究将受益

于组合数学及计算科学的深度融合。未来的突破可能源于对特定图类的深入分

析、跨学科工具的引入以及实际需求的驱动，最终推动理论的完善及其在科学

工程中的广泛应用。 
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攻读硕士期间取得的学术成果 

已发表的学术论文： 

[1] Wang Wei, Wang Xinyue. The automorphism group and plain eigenvalues of a 

graph. Linear Algebra and its Applications（已录用）
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致 谢 

路漫漫其修远兮，吾将上下而求索。 

行文至此，我的研究生生涯即将画上句号。回首这段充实而又充满挑战的求

学时光，心中满是感慨，有太多人值得我衷心感谢。我要将最诚挚的敬意献给我

的导师。在学术的漫漫征途中，导师以渊博的学识、严谨的治学态度为我指引方

向。从论文的选题、构思，到撰写与修改，每一个环节都倾注了导师大量的心血。

当我在研究中陷入困境时，导师总能耐心地为我答疑解惑，用智慧的光芒驱散我

眼前的迷雾，让我在学术探索的道路上坚定前行。导师的言传身教，不仅让我在

专业领域有所建树，更让我学会了如何严谨地对待学术，如何做一个有担当的学

者。 

感谢我的同门师兄弟姐妹，我们一同探讨学术问题，分享研究心得。还记得

那些在研讨室里激烈讨论的日子，思维的火花不断碰撞，让我受益匪浅。在生活

中，我们也相互关心、彼此支持，共同度过了许多欢乐的时光。我们一起经历的

点点滴滴，都成为了我研究生生活中最珍贵的回忆。 

 我还要深深感激我的家人，他们始终是我最坚强的后盾。无论我遇到多大

的困难和挫折，家人的爱与鼓励从未缺席。他们默默承担起生活的琐碎，只为让

我能够心无旁骛地投身于学业。父母的辛勤付出，让我能够安心求学；他们的理

解与包容，给予我追求梦想的勇气。 

 在未来的日子里，我将带着大家的期许，继续努力前行，不辜负每一份关

爱与支持。 
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附 录 

编程 1： 

n=8; 

G=RandomGraph[BernoulliGraphDistribution[n,1/2]]; 

GraphAutomorphismGroup[G] 

A=AdjacencyMatrix[G]; 

ch=CharacteristicPolynomial[A,x] 

chj=CharacteristicPolynomial[A+J,x] 

v=PolynomialGCD[ch,chj] 

W=Table[1,{n},{n-2}]; 

For[i=2,i<=6,i++,W[[;;,i]]=A.W[[;;,i-1]]]; 

p1=DiagonalMatrix[{1,1,1,1,1,1,1,1}]; 

p2=DiagonalMatrix[{-1,1,1,1,1,1,1,1}]; 

p3=DiagonalMatrix[{1,-1,1,1,1,1,1,1}]; 

p4=DiagonalMatrix[{-1,-1,1,1,1,1,1,1}]; 

V=Table[0,{n},{n}]; 

v1=NullSpace[A]; 

v2=NullSpace[IdentityMatrix[n]+A] 

V[[;;,1]]=v1[[1]]; 

V[[;;,2]]=v2[[1]]; 

V[[;;,3;;n]]=W; 

MatrixForm[(V.p1).Inverse[V]] 

MatrixForm[(V.p2).Inverse[V]] 

MatrixForm[(V.p3).Inverse[V]] 

MatrixForm[(V.p4).Inverse[V]] 


