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时变系统有限时间最优反馈控制

摘 要

近年来，随着时变系统在自然界和工程领域的广泛应用，时变系

统的控制问题越来越引起控制领域的关注。例如：在工业控制和国防

领域、复杂网络以及多智能体控制等诸多领域的系统中，都涉及到了

时变系统的控制问题。此外，从数学的角度来看，时变系统所涉及的

动力学方程更为复杂，因此，时变系统比时不变系统更具有挑战性。

在实际应用中，受控系统的实际表现通常需要满足特定的性能指标要

求。因此，研究系统的有限时间最优控制问题具有重要意义。当前，

基于动态规划原理研究最优控制问题是一种常见的研究思路。这种方

法的核心思想是利用 HJB方程的稳态解作为系统的 Lyapunov函数。

然而，在众多的研究工作主要针对时不变系统，对时变系统的有限时

间最优控制问题的研究尚待丰富和完善。此外，与连续时间动力系统

相比，离散时间动力系统的有限时间稳定性以及最优控制问题在文献

中得到的关注较少。

因此，本文研究了一类时变系统的有限时间稳定性问题和最优控

制问题。首先，在已有时变连续系统有限时间稳定性的基础上，进一

步研究了时变连续系统的有限时间最优性问题，并拓展了最优控制理

论的适用范围。然后，提出了一类时变离散系统有限时间稳定的分析

方法，并在此基础上，结合 HJB方程给出了时变离散系统有限时间

最优控制充分条件。本论文的主要工作如下：
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第一章介绍了有限时间稳定和最优控制的研究背景及意义，并陈

述了现如今国内外的研究现状。

第二章介绍了本文研究所需要的预备知识和基础理论，包括相关

符号，必要的定义和引理。

第三章研究了一类时变连续系统的有限时间最优控制问题。基于

时变连续系统有限时间稳定性结论，提出了一类时变连续系统有限时

间最优控制的分析方法,给出了时变连续系统最优控制存在的充分条

件。本节研究结果将时不变连续系统的最优控制推广到时变连续系统，

拓广了系统最优控制结论的适用范围。

第四章研究了一类时变离散系统有限时间最优控制问题。提出了

有限时间稳定性的分析方法，并在这些结果的基础上，建立了时变离

散系统有限时间最优控制的分析框架，给出了时变离散系统最优控制

存在的充分条件。该研究方法利用了 HJB方程的稳态形式，因此，

保证了有限时间的稳定性和最优性。

第五章对本文的研究内容做了总结，并对未来能够做出来的研究

给出展望和期许。

关键词： 时变系统，离散系统，最优控制，有限时间稳定
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FINITE-TIME OPTIMAL FEEDBACK CONTROL OF

TIME-VARYING SYSTEMS

ABSTRACT

In recent years, with the wide application of time-varying systems in

nature and engineering fields, the control of time-varying systems has

attracted more and more attention in the control field. For example, in

many fields such as industrial control and defense, complex network and

multi-agent control, the control of time-varying systems is involved. In

addition, from a mathematical point of view, the dynamic equations

involved in time-varying systems are more complex, and therefore,

time-varying systems are more challenging than time-invariant systems.

In practical applications, the actual performance of the controlled

system usually needs to meet specific performance indicators. Therefore,

it is of great significance to study the finite-time optimal control of the

system. At present, it is a common research idea to study optimal control

problem based on dynamic programming principle. The core idea of this

method is to use the steady-state solution of the HJB equation as the

Lyapunov function of the system. However, many researches are focused

on time-invariant systems, and the researches on the finite-time optimal
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control of time-varying systems need to be enriched and perfected. In

addition, compared with continuous time dynamical systems, finite-time

stability and optimal control of discrete time dynamical systems have

received less attention in the literature.

Therefore, the finite-time stability problem and the optimal control

problem of a class of time-varying systems are studied in this paper.

Firstly, based on the finite-time stability of time-varying continuous

systems, the finite-time optimality problem of time-varying continuous

systems is further studied, and the application scope of optimal control

theory is extended. Then, a finite-time stability analysis method for a

class of time-varying discrete systems is proposed. On this basis,

sufficient conditions for finite-time optimal control of time-varying

discrete systems are given by combining HJB equation. The main work of

this paper is as follows:

The first chapter introduces the research background and

significance of finite-time stability and optimal control, and states the

current research status at home and abroad.

The second chapter introduces the preparatory knowledge and basic

theory needed for this research, including related symbols, necessary

definitions and lemmas.

The third chapter introduces the finite-time optimal control problem

for a class of time-varying continuous systems is studied. Based on the
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finite-time stability of time-varying continuous systems, an analytical

method for finite-time optimal control of a class of time-varying

continuous systems is proposed, and sufficient conditions for the

existence of optimal control of time-varying continuous systems are

given. The results of this paper extend the optimal control of

time-invariant continuous systems to time-varying continuous systems,

and extend the application range of the optimal control conclusions of

systems.

The fourth chapter introduces the finite-time optimal control

problem for a class of time-varying discrete systems is studied. Based on

these results, an analytical framework of finite time optimal control for

time-varying discrete systems is established, and sufficient conditions for

the existence of optimal control for time-varying discrete systems are

given. This research method utilizes the steady-state form of the HJB

equation, thus ensuring the finite-time stability and optimality.

The fifth chapter summarizes the research content of this paper, and

gives the prospect and expectation of future research.

Zhang Sen(Mathematics)

Supervised by Wu Xiaotai

KEY WORDS： time-varying system, discrete system, optimal control,

finite-time stability
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第 1章 绪论

1.1研究背景与研究意义

有限时间稳定是系统控制的一个重要分支，也是近年来研究的热点。有限时

间稳定性理论是苏联学者卡曼科夫于 1953年提出的理论。当系统受到初始扰动

后，系统的运动相对于一个确定的时间区间内趋于稳定，这类稳定性的研究主要

针对那些不能用特征值判别稳定性的系统，特别是参数随时间变化的线性时变系

统。有限时间区间稳定性问题的研究结果可用于判断：当扰动引起的初始受扰运

动限制在某个范围内时，系统的受扰运动在一个确定的时间区间内是否会越出规

定的误差范围。有限时间控制理论被应用于生活的各个领域，在一些经典的文献

中，提出了与有限时间稳定性相关的理论[1-5]，文献[5]中基于一个标量的例子，

表明了具有有限稳定性的动力学系统具有更好的干扰抑制和鲁棒性。文献[6]研

究了通过连续时不变反馈实现的有限时间稳定，并构造了二阶系统中包含分数幂

项的有限时间控制器。关于离散时间动力系统有限时间稳定的研究较少，文献[7]

给出了一种保持有限时间收敛性的齐次系统的离散化算法，文献[8]解决了无人

车辆有限时间稳定位置跟踪控制问题。

在有限时间稳定性的研究中，时变系统要比时变不系统复杂得多[9,10]。时变

系统是指系统的参数随时间变化而变化，当系统中一个或多个参数随时间变化时，

整个系统的特性也会随时间而推移而改变。由于系统的时变特征导致时不变系统

的稳定性的研究方法不能被直接应用，因此，对时变系统的稳定性分析具有重要

的意义，一些实现时变系统有限时间稳定性的方法被提出，例如，时变反馈控制

方法可以实现规定时间稳定，被认为可以获得更好的控制效果，这在近年来重新

引起了人们的兴趣。通过高增益时变反馈的规定时间调节，可以追溯到具有终端

约束的线性系统的传统最优控制[11,12]。这种方法也被用于经典导弹比例导航制导

[13]和冲击时间控制制导[14]。文献[15]通过使用基于时间的发生器进行时变增益，

以确保动态系统能够在规定的有限时间内达到目标。文献[16]利用参数 Lyapunov

方程的一些性质，在线性系统中设计了一般线性系统的有界线性时变(LTV)有限
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时间控制器和规定时间控制器。文献[17]考虑了使用时变反馈控制器的有限时间

稳定。

最优控制理论是现代控制理论的重要组成部分，其形成和发展奠定了整个现

代控制理论的基础。20世纪 60年代初，由于空间技术的迅猛发展和数字计算机

的广泛应用，动态系统的优化理论得到迅速发展，形成了最优控制理论这一重要

的分支。经典的最优控制理论提供了几个在有限时间[18]内收敛到平衡的系统的例

子。一个著名的例子是具有爆炸时间最优反馈控制[19]的双积分器。这些例子通常

涉及到不连续的动力学系统。不连续动力学系统的研究中，除了使严格的分析变

得困难[20]，在涉及柔性结构的应用中也可能导致抖动[21]或激发高频相互作用。

最优控制理论中常用的分析方法包括变分法，极小值原理以及动态规划原理。极

小值原理是前苏联科学院院士庞特里亚金与 1956年和 1985年逐步创立的。动态

规划原理是由美国学者 R.E.贝尔曼为了优化多级决策问题的算法，提出的以所研

究过程现有状态为依据的动态规划方法，从本质上讲这是一种非线性规划方法，

其核心是贝尔曼最优性原理，可简单概括为将多步最优控制问题转化为多个一步

最优控制问题。动态规划与极小值原理是现代控制理论中两种卓有成效的分析方

法，推动了最优控制理论的发展。

然而，众所周知，时变系统的有限时间最优性研究比时不变系统的有限时间

最优性研究更为复杂，而与时变离散系统相关的研究涉及很少。因此，对时变连

续系统有限时间最优控制和时变离散系统有限时间最优控制问题的研究更具有

实际意义和挑战性。

1.2 国内外研究现状

近年来, 随着应用需求的不断提升, 对复杂网络[22]，空间飞行器编队[23]和多

智能体系统[24]等复杂动态系统控制的时效性要求愈来愈高，这也促使复杂动态系

统的有限时间控制研究飞速发展，取得了丰硕的研究成果[25-34]。有限时间控制常

用的分析方法包括：滑模控制方法[27]，Lyapunov 函数方法[28-30]以及无源控制方

法[31]等。例如，文献[27]设计了两种高阶滑模控制器，研究了不确定系统的有限

时间控制问题。在文献[29]中，作者们采用连续 Lyapunov 函数方法分析了时不

变系统的有限时间稳定性，为连续自治系统的有限时间稳定性研究奠定了严格的
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理论基础。

在实际运行中，系统参数往往会随着时间推移而发生变化，使得系统的动态

运行规律具有时变性[35-37]。针对时变系统，原有的时不变系统有限时间控制和稳

定性分析方法不再适用，需要提出新的研究方法，进一步分析时变系统的有限时

间稳定性问题[38,39]。如：文献[38]设计了一类时变反馈控制器，使得受控系统在

有限时间内稳定，且收敛时间不依赖于系统的初始值。文献[39]基于比较原理和

有限时间逃逸函数，在 Lyapunov 函数增减性时变条件下，研究了时变系统的有

限时间稳定性。

系统的最优控制问题一直是控制理论研究中的热点与难点问题，它要求控制

器在有效控制系统的同时，系统的性能函数达到最优。近年来，复杂动态系统的

最优控制已经取得了一系列重要研究成果，如：多智能体系统的最优控制[40]，线

性系统的最优控制[41,42]，时滞系统的最优控制[43,44]，以及脉冲系统的最优控制[45]

等。针对系统的有限时间最优控制问题，也取得一些重要结论[46,47]。文献[46]借

助微分不等式的 Lyapunov函数分析了连续非线性系统的有限时间稳定性，并结

合 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程给出了确保系统在有限时间内稳定的最优

反馈控制律。文献[47]针对离散非线性系统，讨论了系统的有限时间稳定性和最

优性问题。值得指出的是，文献[46, 47]的研究成果仅适用于时不变系统，时变

系统的有限时间最优控制问题有待于进一步探索。

综上所述，时变系统的有限时间控制和时不变系统的最优控制问题研究都分

别取得了重要的研究进展。然而，时变系统的有限时间最优控制问题仍没有相关

研究成果，主要原因在于系统的动态时变性导致已有的时不变系统反馈控制设置

方[39]和时不变系统最优控制的分析方法都不再适用[46]，需要采用新的时变系统

分析方法研究时变系统的最优控制问题。因此，本文将针对时变系统，提出一类

动态规划原理分析方法，研究时变系统的有限时间最优控制问题。本文的主要贡

献在于：本文第 3章基于文献[39]中的时变连续系统有限时间稳定性结论，提出

一类时变动态系统最优控制的分析方法，有效解决了时变系统的有限时间最优控

制问题。本文第 3章的研究结果将文献[46]中时不变系统的最优控制结论推广到

时变系统。本文第 4章提出了时变离散系统有限时间稳定性的研究方法，并在此

基础上给出了时变离散系统有限时间最优性的充分条件。本文第 4章的研究结果
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将文献[47]中时不变离散系统的最优控制结论推广到时变离散系统。

1.3主要研究内容与创新点

本文研究了一类时变系统的有限时间最优控制问题。首先，基于时变连续动

力系统有限时间稳定性结论，提出了一类时变连续动力系统有限时间最优控制的

分析方法，给出了时变连续动力系统最优控制存在的充分条件，将研究结果由时

不变系统的最优控制推广到时变系统。然后，提出了一类时变离散系统有限时间

稳定性的研究方法，在这个基础上，建立了一个框架来解决非线性离散时变动力

系统的有限时间最优非线性分析和反馈控制问题，拓广了系统最优控制结论的适

用范围。最后，通过数值仿真案例验证了本文研究结果的有效性。

本文的主要创新点总结如下：

(1) 本文第 3章和第 4章的研究对象为时变系统，与当前最优控制领域常见

的定常系统相比，在模型的选择上更符合真实应用场景。

(2) 本文第 3章的研究工作是对文献[39]和文献[46]的拓展与深化，对非线性

定常连续系统进行了推广，得到一种适用于非线性时变连续系统最优控制问题的

研究方法。所得结果将进一步丰富时变连续系统最优性的相关理论。

(3) 本文第 4章研究了时变离散系统的有限时间稳定问题和最优控制问题，

丰富了离散系统的相关研究理论。研究工作对文献[47]中的非线性定常离散系统

进行了推广，得到一种适用于非线性时变离散系统最优控制问题的研究方法。

1.4论文内容安排

本文共分为五章：第 1章为绪论部分，主要介绍了文章的选题背景、选题意

义及国内外相关研究成果；第 2章为预备知识部分，介绍了本文研究过程中一些

必要的符号概念和定义引理；第 3章研究了时变连续系统的有限时间最优控制问

题，在已有的有限时间稳定性引理的基础上，结合 HJB方程的稳态形式，给出

了系统达到有限时间最优性需要满足的充分条件，将时不变系统的最优控制推广

至时变系统；第 4章研究了时变离散系统的有限时间稳定问题，提出了时变离散

系统有限时间稳定的定理，并在次基础上，结合 HJB方程稳态形式给出了系统

达到有限时间最优性需要满足的充分性条件；第 5章对全文内容进行总结与展望。
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第 2章 预备知识

本章主要介绍文中涉及的主要符号、数学工具、数学模型以及相关定义和引

理。

2.1 本文涉及的符号

令 R， 0R ， nR ， )0(dB 分别表示实数集，正实数集，n维实数集，以及以 0

为中，d为半径的去心邻域， Z 表示正整数集，e表示自然对数函数的底数。对

于 nRx ， 表示欧几里得距离， ))(,( txtDV 表示 ))(,( txtV 对 t求导， ))(,( txtVDx

表 示 ))(,( txtV 对 x 求 偏 导 ， ))(,( txtVt 表 示 ))(,( txtV 对 t 求 偏 导 。

))(,())1(,1(),( kxkVkxkVxkV  表示对 ))(,( kxkV 求差分。

2.2本文涉及的定义和引理

在控制理论中，保证系统稳定性是设计控制器的首要原则。俄国科学家

Lyapunov 提出了一类稳定性研究理论，分别是 Lyapunov 第一方法和 Lyapunov

第二方法，同时适用于线性系统和非线性系统。其中第一方法也称为间接法，属

于小范围稳定性分析方法。下面将简要介绍相关理论知识。

2.2.1 连续时间系统稳定性理论

考虑如下连续时间系统

    
  0

,

0 ,

x t f x t

x x

 






(2.1)

其中   ,nx t R k N  是系统的状态向量，假定  0 0f  表示系统的初始平衡状态。

定理 2.1[48]对于(2.1)中的连续时间系统，若存在函数   V x k ，使得

(a) 当且仅当   0x t  时，    0V x t  ；
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(b) 当任意   0x t  时，    0V x t  ；

(c) 当任意   0x t  时，    0V x t 


；

则   V x t 为 Lyapunov 函数，且该系统在 Lyapunov 意义下稳定。若对于任意

  0x t  存在    0V x t 


，则该系统是渐近稳定的。

上述条件是判断系统稳定性的充分条件，对于一个确定的系统，构造的

Lyapunov 函数不是唯一的，只要构造函数满足上述三个条件，就可以用来判断

系统是否达到稳定。本文构造的 Lyapunov函数为二次型函数，即：

( ) ,V x x Mx (2.2)

其中，      1 ,..., ix t x t x t   为1 n 维状态变量，M 为拉普拉斯矩阵，利用导函

数的正负来判断系统的稳定性。

2.2.2 离散时间系统稳定性理论

考虑如下离散时间系统

    
  0

1 ,

0 ,

x k f x k

x x

  



(2.3)

其中  ZkRkx n ,)( 是系统的状态向量，假定 0x 是这个系统的一个平衡点。

定理 2.2[48]对于式(2.3)中的离散时间系统，若存在函数   V x k ，使得

(a) 当且仅当   0x k  时，    0V x k  ；

(b) 当任意   0x k  时，    0V x k  ；

(c) 当任意   0x k  时，    0V x k  ；

则   V x k 为 Lyapunov 函数，且系统在 Lyapunov 意义下稳定。若对于任意

  0x k  存在    0V x k  ，则该系统是渐近稳定的。

2.2.3 最优控制理论
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最优控制是现代控制理论的重要组成部分，根据研究者的目标及系统的特性

选择一个最优控制使系统的性能达到最优。通常，最优控制问题包括以下几个要

素

(1) 受控系统

受控系统是最优控制问题的首要部组成分，它的数学模型是受控动态系统的

状态方程，它描述了状态向量的变化规律。一般可以表示为

受控连续系统 0( ) ( , ( ), ( )), (0) , 0,x t F t x t u t x x t  


受控离散系统 ,,)0()),(),(,()1( 0  ZkxxkukxkFkx

其中，      1 ,..., nx x x


      为系统状态向量，      1 ,..., nu u u


      表示控

制向量。

(2) 目标集

在最优控制问题中，初始时刻 0t 及初始状态 0x 通常是已知的。但末端时刻 ft

和末端状态 fx 则视具体问题而异。一般，可用如下目标集加以概括

,0]),([ ff ttx

其中， ( ) , ( )n
fR x     为满足末态约束的状态集称为目标集。

(3) 容许控制

在实际控制系统中，存在两类控制：一类是变化范围受限制的控制，这一类

控制属于某一闭集；另一类是变化范围不受限制的控制，这一类控制属于某一开

集。

在属于闭集的控制中，控制向量 ( )u  的取值范围称为控制域,以标志。是

m维控制空间 mR 中的一个闭点集。由于 ( )u  可在的边界上取值，故凡属于集

合且分段连续的控制向量 ( )u  ，称为容许控制，以 ( )u  标志。

(4) 性能函数

在状态空间中，可采用不同的控制向量函数去实现从已知初态到要求的目标

集的转移。性能指标则是衡量系统在不同控制向量函数作用下工作优良度的标准。

性能指标的内容与形式主要取决于最优控制问题所要完成的任务。不同的最

优控制问题，有不同的性能指标。然而，即使是同一个最优控制问题，其性能指

标的选取也可能因设计者的着眼点而异。但应当指出，性能指标选取的合适与否，
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是决定系统是否存在最优解的关键所在。

在控制术语中，性能指标又称为性能泛函、目标函数或代价函数。为了在控

制集中找到一种效果最好的控制，需要建立一种评价控制效果好坏的性能指标泛

函。一般来说，性能指标泛函有如下形式

连续系统的性能函数 ,))(),(())(,(
00 dtuxLuxJ 




离散系统的性能函数 .))(),(())(,(
0

0 







k

kukxLkuxJ

2.2.3 连续时变系统有限时间稳定性理论

首先，考虑如下非线性时变连续系统

( ) ( , ( )), 0,x t f t x t t 


(2.4)

这里 nRDtx )( 为系统的状态向量， nRDRf 0: 为非线性连续函数。假定

在初始条件 0)0( xx  下，系统(2.4)存在唯一解且 0)0,( tf ，则 0)( tx 是系统(2.4)

的平衡点。

定义 2.1[48] 对于系统(2.4)，若存在正常数 d，， )( 和 0)( 0  xTT 使得

(i)对于 0t ，当 0x 时，有 )()( tx ；

(ii)对于 )0(0 dBx  ，满足 0)(lim)(lim 


txtx
Ttt

。

则称系统(2.4)满足有限时间稳定性，且当 d 时称系统(2.4)满足全局有限时间

稳定性。

引理 2.1[39]对于 nRDtx  )( ，存在连续函数 RTt ),0[:)( 和连续函数

RTt ),0[:)( ， 满 足 条 件 

t

Tt
dss

0
)(lim  与 


)(lim t

Tt
 。 假 定 存 在

),[),0[:)(0 00   Tt， 和 i 分别为连续函数和单调递增函数，这里 2,1i ，

连续函数 0),0[:))(,(  RDTtxtV ，使得系统(2.4)满足

)),(,())(()( 1 txtVtxt  (2.5)

),)(())0(,0( 2 txxV  (2.6)

)),(,()())(,( txtVttxtDV  (2.7)

.)())(ln()(
0
t

dsstt  (2.8)
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则称系统(2.4)满足有限时间稳定性，且当 nRD  ，则称系统(2.4)满足全局有限时

间稳定性。

在第 3章将借助 HJB方程，研究时变连续系统最优反馈控制存在的充分条

件。为了系统的描述有限时间反馈控制，考虑如下非线性时变连续反馈控制系统

( ) ( , ( ), ( )), 0,x t F t x t u t t 


(2.9)

这里控制输入 mRUtu )( 。设连续函数 UD : 为控制律满足 0)0(  。若

))(()( txtu  ，其中 )(tx 满足系统(2.9)，则称 )(tu 为反馈控制律。注意到，因为

在U中取值，因此反馈控制律 )(tu 表示可容许的控制器。此时，闭环时变系统(2.9)

可表示为

( ) ( , ( ), ( )), 0.x t F t x t t t  


(2.10)

定义 2.2[48]对于闭环时变系统(2.9)，当反馈控制器 ))(()( txtu  时，若系统

(2.9)是有限时间稳定(全局有限时间稳定)，则称反馈控制器 ))(()( txtu  满足有

限时间稳定(全局有限时间稳定)。

假定系统(2.9)满足有限时间稳定性，定义可容许有限时间反馈控制器集合：

}0)()(:)({)( 0 


txTtRUtutuxS m 时，，且当 对于非线性时变系统(2.9)，定

义其性能函数如下：

,))(),(())(,(
00 dttutxLtuxJ 


 (2.11)

这里 RUDL : 为连续函数。

2.2.4 离散时变系统有限时间稳定性理论

接下来，考虑如下非线性时变离散系统

,,)0()),(,()1( 0  Zkxxkxkfkx (2.12)

其中  ZkRDkx n ,)( 是系统的状态向量，并且时间 k是非连续的，即系统非

连续。我们假设对于每个给定的初始条件 0)0( xx  ，系统(2.12)有且只有一个解

0)0,( kf ,并且它通常是稳定的，则 0)( tx 是系统(2.12)的平衡点。

定义 2.3[48]对于系统(2.12)，若存在正常数 )(， 和 0)( 0  xKK 使得

(i) 对 }1)(,...,2,1,0{,)( 0  xKkDkx 有, 当 )( 0xKk  时, 0)( kx ；
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(ii) 对 0)(},1)(,...,2,1,0{,0 0   xKk ，使得 )(0 x 时,有 )(kx 。

则系统(2.12)满足有限时间稳定性，并且当 nRD  时，系统(2.12)满足全局有限时

间稳定性。

接下来，我们考虑系统(2.12)的简化形式，即标量线性离散时变系统

.,)0(),()()1( 0  Zkxxkxkkx  (2.13)

则，由迭代关系可得

( ) ( 1) ( 1),
( 1) ( 2) ( 2),

...
(1) (0) (0).

x k k x k
x k k x k

x x






  
   



系统(2.13)可以写成如下形式

.)()1(
0

0



k

i
xikx 

若系统(2.13)有限时间稳定，则有

,,0)(lim)(lim
00








  Zkii

k

iKk

k

ik
 (2.14)

其中

},0)(lim{minarg)(
0

0  


 

k

iKkZk
ixKK 

为有限稳定收敛时刻。

定义 2.4[39]若存在常数 0K ，且存在

(i) RZk :)( ，满足 


)(lim)(lim kk
Kkk
 ；

(ii) RZk :)( ，满足 0)(lim)(lim,0)(
000

 








k

iKk

k

ik

k

i

iii  ，

这里 



k

i

ik
0

)(ln)(  。则称 )(k 为有限时间逃逸函数(T-FTE)。

在第 4章将借助 HJB方程，研究时变离散系统最优反馈控制存在的充分条

件。为了系统的描述有限时间反馈控制，考虑如下非线性时变离散反馈控制系统

0( 1) ( , ( ), ( )), (0) , ,x k F k x k u k x x k Z     (2.15)

这里控制输入 mRUku )( 。设连续函数 UD : 为控制律，且 0)0(  。对

于系统(2.15)中的状态向量 )(kx ，令 ))(()( kxku  ，则 )(ku 称为反馈控制律。此
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时，系统(2.15)可以转化为如下形式

0( 1) ( , ( ), ( ( ))), (0) , .x k F k x k x k x x k Z      (2.16)

定义 2.5[48]对于闭环时变系统(2.15)，当反馈控制器 ))(()( kxku  时，若系

统(2.15)是有限时间稳定(全局有限时间稳定)，则称反馈控制器 ))(()( kxku  满

足有限时间稳定(全局有限时间稳定)。

假定系统(2.15)满足有限时间稳定性，定义可容许的有限时间反馈控制律集

合定义如下

},0)(,,)(:)({)( 0 


kxKkRUkukuxS m 时且当

这里的 )( 0xS 包括了所有有限时间收敛控制器的集合。

针对系统(2.15)，定义其性能函数如下

,))(),(())(,(
0

0 







k

kukxLkuxJ (2.17)

这里 RUDL : 为连续函数。
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第 3章 时变连续系统有限时间最优反馈控制

本章将基于引理 2.1与 HJB方程稳态解方法，给出闭环时变系统(2.9)有限时

间最优控制存在的充分条件。

3.1时变连续系统的有限时间最优反馈控制

定理 3.1 假定引理 2.1中的假设条件成立，且对于 ),0[ Tt ，有

,0)0,( tV (3.1)

,0))(),(,())(,())(,())(),((  tutxtFtxtVDtxtVtutxL xt (3.2)

,0)))((),(,())(,())(,()))((),((  txtxtFtxtVDtxtVtxtxL xt (3.3)

则系统(2.9)满足有限时间稳定，且 ))(()( txtu  为系统的最优反馈控制器，其性

能函数满足

).,0())(,(min)))((,( 00)()(0
0

xVtuxJtxxJ
xStu




证明 由引理 2.1知，系统(2.9)满足有限时间稳定性。下面证明 ))(()( txtu 

为系统的最优反馈控制器，证明分成两个部分。在第一部分将证明反馈控制器

))(()( txtu  时，性能函数(2.11)式的取值为 ),0( 0xV 。第二部分将验证 ),0( 0xV 为

性能函数(2.11)式的最小值。

(i) 若 ))(()( txtu  ，这里 ),0[),( Tttx  满足系统(2.10)。对于 ),0[ Tt

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( )) ( , ( )).t xV t x t D V t x t F t x t u t V t x t  


由(3.3)式可得

( ( ), ( ( ))) [ ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( ( )))] ( , ( )),t xL x t x t V t x t D V t x t F t x t x t V t x t       


(3.4)

在区间 ),0[ t 上，对(3.4)式两边同时积分得

00 0
( ( ), ( ( ))) ( , ( )) ( , ( )) (0, ),

t t
L x s x s ds V s x s ds V t x t V x      



令 t ，由(3.1)式得

0 00
( ( ), ( ( ))) lim[ ( , ( ))] (0, ) (0, ),

t
L x s x s ds V t x t V x V x




    

于是有
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0 0( , ( ( ))) (0, ).J x x t V x 

(ii)若 )()( 0xStu  ，这里 ),0[),( Tttx  ，满足系统(2.9)。对于 ),0[ Tt

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( )) ( , ( )),t xV t x t D V t x t F t x t u t V t x t  


由(3.2)式可得

( ( ), ( )) [ ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( ))] ( , ( )).t xL x t u t V t x t D V t x t F t x t u t V t x t     


(3.5)

在区间 ),0[ t 上，对(3.5)式两边同时积分得

0 0
( ( ), ( )) ( , ( )) ,

t t
L x s u s ds V s x s ds  



由(2.6)式与(2.7)式可得

0
( )

0( , ( )) (0, ).
t

s ds
V t x t e V x

 (3.6)

再由(2.8)式和(3.6)式可得

0

0 0 0

( )

00

ln ( ) ( )
0 0

ln ( ) ( )
0

( ( ), ( )) ( , ( )) ( ) ( , ( ))

( ) (0, )

(0, ) [ln ( ) ( )]'

(0, )[ 1].

s

t t t

t c dc

t s s

t t

L x s u s ds V s x s ds s V s x s ds

s e V x ds

V x s s e ds

V x e



 

 





  



   

 

  

  

  






令 t 得

0 0
ln ( ) ( )

0

0

( ( ), ( )) ( ) ( , ( ))

(0, ) lim[ 1]

(0, ).

t t

t

L x s u s ds s V s x s ds

V x e

V x

 


 





 

  



 

结合两部分的证明知，当反馈控制器 ))(()( txtu  时，受控时变系统(2.9)的性能

函数 ),0()))((,( 00 xVtxxJ  为受控系统的性能函数 ))(,( 0 tuxJ 的最小值。于是，

))(()( txtu  为最优反馈控制器。证毕。

注 3.1 基于文献[39]中的有限时间稳定性结论，定理 3.1借助系统(2.9)的HJB

方程，给出了受控闭环时变系统(2.9)有限时间最优反馈控制器存在的充分条件。

值得注意的是定理 3.1将文献[46]中定理 3.1的结论由时不变系统推广到了时变

系统上，且当(2.7)式中时变参数 )(t 退化为常数值时，定理 3.1即为文献[46]中

定理 3.1中的结论。因此，定理 3.1完成包含了文献[46]定理 3.1中的结论。
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注 3.2 定理 3.1中的假设条件(3.2)和(3.3)式，保证了反馈控制器 ))(()( txtu 

的最优性。同时，由

0( ) ( )
( ( )) argmin[ ( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( ))],t x

u t S x
x t L x t u t V t x t D V t x t F t x t u t


     (3.7)

可知，最优反馈控制器 ))(()( txtu  的取值与系统初始状态 0x 无关。

下面将讨论文献[39]中推论 1最优反馈控制器存在的充分条件。

推论 3.1 假设存在常数 0)( 0  xTT ，单调递增函数 2,1, ii 和连续函数

0),0[:))(,( RTtxtW 。对 ),0[ Tt ，满足以下条件

1 2( ( ) ) ( , ( )) ( ( ) ),x t W t x t x t   (3.8)

( , ( ))

( , ( ))

1( , ( )) ( ) ,
W t x t

W t x t

eDW t x t t
e

 
 (3.9)

( ,0) 0,W t  (3.10)
( , ( ))( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( )) 0,W t x t

t xL x t u t W t x t D W t x t F t x t u t e    (3.11)

( , ( ))( ( ), ( ( ))) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( ( ))) 0.W t x t
t xL x t x t W t x t D W t x t F t x t x t e     (3.12)

则 ))(()( txtu  为系统(2.9)的有限时间最优反馈控制器。

证明 令

( , ( ))( , ( )) 1,W t x tV t x t e  (3.13)

由(3.8)式和(3.13)式可得

1 2( ( ) ) ( ( ) )
1 2( ( ) ) 1 ( , ( )) 1 ( ( ) ),x t x tx t e V t x t e x t  

 

      (3.14)

即引理 2.1中(2.5)式和(2.6)式成立。

由(3.9)式和(3.13)式可得

( , ( ))

( , ( ))
( , ( ))

( , ( ))

( , ( )) ( , ( ))
1( )

( ) ( , ( )),

W t x t

W t x t
W t x t

W t x t

DV t x t e DW t x t
ee t
e

t V t x t












(3.15)

引理 2.1中的(2.7)式成立。

由引理 2.1 知，系统(2.9)满足有限时间稳定性。下面将证明在反馈控制器

))(()( txtu  作用下，系统(2.9)的性能函数取最小值。

由(3.11)式，(3.12)式和(3.13)式可得
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( , ( ))

( , ( ))

( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( ))

( ( ), ( )) ( , ( ))
( ( ), ( )) ( , ( ))
( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( )) 0,

W t x t
t x
W t x t

x

t x

L x t u t W t x t D W t x t F t x t u t e

L x t u t e D W t x t
L x t u t DV t x t
L x t u t V t x t D V t x t F t x t u t

  

 

 
    

(3.16)

与

( , ( ))

( , ( ))

( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( ))

( ( ), ( )) ( , ( ))
( ( ), ( )) ( , ( ))
( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( )) 0,

W t x t
t x
W t x t

x

t x

L x t t W t x t D W t x t F t x t t e

L x t t e D W t x t
L x t t DV t x t
L x t t V t x t D V t x t F t x t t

    

  

  
      

(3.17)

故定理 3.1中(3.2)和(3.3)式成立。由(3.10)式和(3.13)式，可得定理 3.1中(3.1)式成

立。由定理 3.1知， ))(()( txtu  为系统(2.9)的有限时间最优反馈控制器。证毕。

注 3.3取(3.9)式中的标量函数为：

( ) , [0, ), 0,at t T a
T t

    


(3.18)

则(3.9)式可表示为

( , ( ))

( , ( ))

( 1)( , ( )) ,
( )

W t x t

W t x t

a eDW t x t
e T t


 


(3.19)

在区间 ),0[ t 上，对(3.19)式积分得

0(0, )( , ( )) ln[( 1)( ) 1],W x aT tW t x t e
T


   (3.20)

由文献[39]注释 2可知，(3.20)式即为文献[49]定理 1中的(7)。因此，推论 3.1也

给出了文献[49]中有限时间稳定性结论的最优反馈控制器存在的充分条件。

3.2 非线性仿射时变连续系统的有限时间最优反馈控制

本节将研究如下非线性仿射时变动力系统

( ) ( , ( )) ( ( )) ( ), 0,x t f t x t B x t u t t  


(3.21)

这里 mnnmn RRBRtuRtx  :,)(,)( 。假定性能函数

1 2( ( ), ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ),L x t u t L x t L x t u t u t P x t u t   (3.22)

这里 mnn RRLRRL  1
21 :: ， ， ))(( txP 是定义在 nR 上的正值连续函数。于是，

(2.11)式可以表示为
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0 1 20
( , ( )) [ ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )] .J x u t L x t L x t u t u t P x t u t dt

     (3.23)

定 理 3.2 假 定 引 理 2.1 中 的 条 件 成 立 ， 且 存 在 连 续 函 数

0),0[:))(,(  RRTtxtV n ，使得对于 ),0[ Tt ，有

( ,0) 0,V t  (3.24)

2 (0) 0,L  (3.25)

1
2

1

1( , ( )) ( , ( ))[ ( , ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))
2

1 ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( , ( ))] ( ) ( , ( )),
2

t x

T T
x

V t x t D V t x t f t x t B x t P x t L x t

B x t P x t B x t D V t x t t V t x t

 



  

 
(3.26)

1 2

1
2

1( ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) [ ( ( ))
4

( , ( )) ( ( ))] ( ( )) [ ( ( )) ( , ( )) ( ( ))] 0.

t x

x x

L x t V t x t D V t x t f t x t L x t

D V t x t B x t P x t L x t D V t x t B x t 

    

 
(3.27)

则在反馈控制器

1
2

1( ) ( ( )) ( ( )) [ ( ( )) ( , ( )) ( ( ))] 0,
2 xu t x t P x t L x t D V t x t B x t       (3.28)

作用下系统(3.21)满足全局有限时间稳定，且 ))(()( txtu  为系统(3.21)的有限时

间最优反馈控制器。

证明 定理 3.2可由定理 3.1直接证明。

这里 )())(())(,())(),(,( tutxBtxtftutxtF  。 (3.28)式可由

1 2{ ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( , ( ))

( , ( ))[ ( , ( )) ( ( )) ( )]} 0

t

x

L x t L x t u t u t P x t u t V t x t
u

D V t x t f t x t B x t u t


   


   ，

(3.29)

直接得到。

此时，(3.24)式，(3.26)式和(3.27)式可以由(2.7)式，(3.1)式和(3.3)式直接得到，

其中 ))](,())(,())(,([))(())(())(())((1 txtftxtVDtxtVtxtxPtxtxL xt   。由(3.3)

式，(3.22)式和(3.28)式可知，(3.2)式可以表示为

2

( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( ))[ ( , ( )) ( ( )) ( )]
( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( ))[ ( , ( )) ( ( )) ( )]
( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( ))[ ( , ( )) ( ( )) ( )]
[ ( ( )) ( , ( )

t x

t x

t x

x

L x t u t V t x t D V t x t f t x t B x t u t
L x t u t V t x t D V t x t f t x t B x t u t
L x t t V t x t D V t x t f t x t B x t t
L x t D V t x t

   
    
     
  ) ( ( ))][ ( ( ))]
( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))
2 ( ( )) ( ( ))[ ( ) ( ( ))] ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

[ ( ) ( ( ))] ( ( ))[ ( ) ( ( ))] 0,

B x t u x t
u t P x t u t x t P x t x t

x t P x t u t x t u t P x t u t x t P x x x t
u t x t P x t u t x t

 

  





  

      

   

(3.30)
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由(3.25)式和(3.28)式可得 0)0(  。并且，反馈控制器(3.28)式满足(3.7)式。即，

(3.28)式为最优反馈控制器。证毕。

3.3 数值模拟

本节将通过两个数值仿真对本节主要结论的有效性进行验证。

例 3.1考虑系统动力学方程如下

0( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ), (0) , 0,x t A t x t B x t u t x x t   


(3.31)

这里 )(tA 如文献[50]中定义：

























t
t

tt
ttA

4sin
1
11

14sin
1
1

)(
2

2
。 )1,1())(( txB ，

  ))(),(()(,))(),(()( 2121 tutututxtxtx 。

选取系统初始状态为  )3,12(0x 。当控制输入  )0,0()(tu 时，显然系统(4.1)

并不稳定，其状态轨迹如图 1所示。

图 1 无输入控制时系统的状态轨迹

令 Lyapunov函数 )()()())(,( txtxtqtxtV  ，其中

2

1 2
0.5( ) , ( ( ), ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ).

0.5
q t L x t u t L x t L x t u t u t u t

t
      

性能函数为

1 20 0
( ( ), ( )) ( ( ), ( )) [ ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )] ,J x t u t L x t u t dt L x t L x t u t u t u t dt

      
其中
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2 1 2 2 12 2

1 1( ( )) 2[( sin 4 ) ( ) ( ), ( sin 4 ) ( ) ( )].
1 1

L x t t t x t x t t x t x t
t t

    
 

由(3.28)式和系统(3.31)得

2 2
1 1 2 22 2

2 1

0.5 1 0.5 1( ) ( ( )) [ ( ) ( ) ( sin 4 ) ( ) ( ), ( ) ( ) (
0.5 1 0.5 1

sin 4 ) ( ) ( )] ,

u t x t x t t t x t x t x t
t t t t

t x t x t 

        
   

 

2 2 2
1 1 1 2 22 2

2
2 1

0.5 1 0.5 1( ( )) [ ( ) ( ) ( sin 4 ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) (
0.5 1 0.5 1

sin 4 ) ( ) ( )] ,

L x t x t t t x t x t x t
t t t t

t x t x t

       
   

 

以及

2( ) 1 0.5( , ( )) [ 2 ( )] ( , ( )) [ 2( ) ] ( , ( )).
( ) 0.5(0.5 ) 0.5
q tDV t x t q t V t x t V t x t
q t t t

   
 



(3.32)

由 (3.32)式结合 (2.4)式可知， 2)
5.0
5.0(2

)5.0(5.0
1)(

tt
t





 。且满足条件



t

Tt
dss

0
)(lim  ，其中 5.0T 。因为  ),( 20100 xxx ，故 2

20
2
10)))((),(( xxtxtxJ 

代入相关数据后得， 153)))((),((  txtxJ 。 综上所述，通过Matlab数值仿真得

到了以下仿真图。

图 2 最优控制输入下系统的状态轨迹
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图 3 最优控制输入轨迹

由图 2知，系统(3.31)在最优反馈控制器 ))(()( txtu  作用下呈明显收敛趋

势，且在 sTst 5.048.0  时系统的状态轨迹 0)( tx 。因此，在最优反馈控制

器作用下，时变系统(3.31)可以实现有限时间稳定。图 3为最优控制信号随时间

变化的曲线图，可以看出控制信号的取值随时间增长而不断变化。在时变系统

(3.31)逐渐趋于稳定的过程中，控制信号值也在有限时间内随之趋近于 0。此时，

可以认为反馈控制器也实现了有限时间稳定。

例 3.2考虑系统[51]的动力学方程如下

1 2 1 1 10

2 1 2 2 2 20

( ) ( ) ( ), (0) , 0,

( ) 2 ( ) cos ( )sin10 ( ), (0) , 0,

x t x t u t x x t

x t x t t t x t t u t x x t

    

      




(3.33)

系统的初始状态选为  )12,12(0x 。当控制输入   )0,0())(),(()( 21 tututu 时，

系统(3.33)的状态轨迹不稳定，如图 4所示。

图 4 无输入控制时系统的状态轨迹

令系统的 Lyapunov函数 )()()())(,( txtxtqtxtV  ，其中
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2

1 2
2( ) , ( ( ), ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ).

2
q t L x t u t L x t L x t u t u t u t

t
      

性能函数为

1 20 0
( ( ), ( )) ( ( ), ( )) [ ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )] ,J x t u t L x t u t dt L x t L x t u t u t u t dt

      
其中

2 2 1 2( ( )) 2[ ( ), 2 ( )cos ( )sin10 ].L x t x t x t t t x t t  

结合(3.28)式和系统(3.33)得

1 2 2 1 22 2

2 2( ) ( ( )) [ ( ) ( ) ( ) 2 ( ) cos ( )sin10 ] ,
(2 ) (2 )

u t x t x t x t x t x t t t x t t
t t

       
 

，

2 2
1 1 2 2 1 22 2

2 2( ( )) [ ( ) ( )] [ ( ) 2 ( ) cos ( )sin10 ] ,
(2 ) (2 )

L x t x t x t x t x t t t x t t
t t

      
 

以及

2
( ) 2 2( , ( )) [ 2 ( )] ( , ( )) [ ] ( , ( )).
( ) 2 (2 )
q tDV t x t q t V t x t V t x t
q t t t

   
 



(3.34)

由(3.34)式结合(2.7)式可知， 2)2(
2

2
2)(

tt
t





 ，其中 2T 。并且满足条

件 

t

Tt
dss

0
)(lim  。代入相关数据后得 288)))((),(( 2

20
2
10  xxtxtxJ 。综上所

述，通过Matlab数值仿真得到了以下仿真图。

图 5 最优控制输入下系统的状态轨迹
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图 6 最优控制输入轨迹

由图 5可知，系统(3.33)在最优反馈控制器 ))(()( txtu  作用下呈明显收敛

趋势，且在 sTst 272.1  时系统的状态轨迹 0)( tx 。即，在最优反馈控制器

作用下，时变系统(3.33)可以实现有限时间稳定。由图 6可知，最优控制信号最

终能够随着时变系统(3.33)逐渐趋于稳定，控制信号值也在有限时间内随之趋近

于 0。此时，可以认为反馈控制器也实现了有限时间稳定。

综合上述两个数值仿真实例，所得相关结论验证了本节研究结果的有效性。
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第 4章 时变离散系统有限时间最优反馈控制

本章提出了一类时变离散系统有限时间稳定的分析方法，并在此基础上，给

出了一类时变离散系统有限时间最优控制的充分条件。

4.1时变离散系统的有限时间最优反馈控制

定理 4.1 假设存在常数 )( 0xKK  ， 2,1, ii 是单调递增函数，函数

0),,[:)( 00   Zk ， 函 数 0:))(,(   RRZkxkV n ， 使 得 ，

nRxxKk  },1)(,...,2,1,0{ 0 。

1( ) ( ( ) ) ( 1, ( 1)),k x k V k x k     (4.1)

0 2(0, ) ( ( ) ),V x x k (4.2)

( , ( )) [ ( ) 1] ( , ( )),V k x k k V k x k   (4.3)

0

( ) ln ( ) ln ( ).
k

i

k k i  


   (4.4)

其中(4.4)式满足定义 2.4。则，系统(2.12)满足有限时间稳定性。

证明 由(4.3)得

( , ( )) ( 1, ( 1)) ( , ( )) [ ( ) 1] ( , ( )),V k x k V k x k V k x k k V k x k       (4.5)

即

( 1, ( 1)) ( ) ( , ( )).V k x k k V k x k   (4.6)

由迭代关系, 可得

0
=0

( 1, ( 1)) ( ) (0, ),
k

i

V k x k i V x   (4.7)

由式(4.6)可知 0)( k ，由定义 2.4和式(4.4)得

0

lim ( ) lim ( ) lim[ln ( ) ln ( )] .
k

k k K k K
i

k k k i   
  



     (4.8)

这意味着，存在常数 0c ，使得 0)( ck  ， 即有

0( ) 0

(i)
.

( )

k

ck ie e
k





  


(4.9)

由式(4.1)，式(4.2)，式(4.7)和式(4.9)得
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0

1

0
0

0
2 0

2 0

( 1, ( 1))( ( ) )
( )

( ) (0, )

( )

( )
( )

( )
( ),

k

i

k

i

c

V k x kx k
k

i V x

k

i
x

k
e x





















 












(4.10)

对任意的 0 ，令 0)(   ，使得 )()( 12
0  ce 。由式(4.10)可知，对任意

的 0x ，有

0 0
1 2 2 1( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ),c cx k e x k e        

即，对任意  )(},1)(,...,2,1,0{ 0 kxxKk 。

此外，从另一方面, 由定义 2.4和式(4.10)我们也可以直接得到

2 00
1 2 0

0 0

( ) ( )
lim ( ( ) ) lim ( ) lim ( ) 0,

( )

k

k
i

k K k K k K
i

i x
x k x i

k

 
  

 


  


  




因此，系统(2.12)满足有限时间稳定性，证毕。

由上述定理 4.1 可知，非线性时变离散反馈控制系统(2.12)满足有限时间稳

定性。在此基础上，我们给出了一个描述离散时变反馈控制律的主要定理，该定

理保证了非线性离散时变系统的有限时间稳定性，并使得性能函数最小化。

定理 4.2假设存在一个常数 0)( 0  xKK ，对任意 }1)(,...,2,1,0{ 0  xKk 若满

足

(0) 1,  (4.11)

( ,0) 0,V k  (4.12)

 ( ( ), ( )) 1, ( , ( ), ( )) ( , ( )) 0,L x k u k V k F k x k u k V k x k    (4.13)

 ( ( ), ( )) 1, ( , ( ), ( )) ( , ( )) 0.L x k k V k F k x k k V k x k      (4.14)

则当 ))(()( kxku  时，初始条件为 0)0( xx  的系统(2.15)满足有限时间稳定性，

且性能函数 ))(,( 0 kuxJ 可以取到最小值，即

0
0 0 0( ) ( )

( , ( ( ))) min ( , ( )) (0, ).
u k S x

J x x k J x u k V x


  

证明 接下来，我们将分两部分进行证明。在第一部分将证明，当反馈控制
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器 ))(()( kxku  时，性能函数(2.17)式的取值为 ),0( 0xV 。第二部分将验证 ),0( 0xV

为性能函数(2.17)式的最小值。

(i)令 ))(()( kxku  ，其中 }1)(,...,2,1,0{),( 0  xKkkx ，是系统(2.16)的解，由

式(4.14)得

 ( ( ), ( )) ( , ( )) 1, ( , ( ), ( )) ,L x k k V k x k V k F k x k k     (4.15)

对式(4.15)在 ],0[ k 上求和得

  

  

 ))(),(,(,1),0(
))]1(,1(),0([))]2(,2())1(,1([...

))]1(,1())1(,1([
))(),(,(,1))(,(

))(),(,(,1))(,())(),((

0

0

00

kkxkFkVxV
xVxVxVxV

kxkVkxkV
kkxkFkVkxkV

kkxkFkVkxkVkkxL
kk







 
 

(4.16)

令 k ，结合定理 4.1和式(4.12)得

 0
0

0

lim ( ( ), ( )) (0, ) lim 1, ( , ( ), ( ))

(0, )

k

k k
L x k k V x V k F k x k k

V x
 


    




，

(4.17)

于是有

0 0( , ( ( ))) (0, ).J x x k V x 

(ii)令 )()( 0xSku  ，其中 }1)(,...,2,1,0{),( 0  xKkkx 是系统(2.15)的解，由式

(4.3)，式(4.7)和式(4.13)得

1

0
0 0

( ( ), ( )) ( , ( )) ( 1, ( , ( ), ( )))
[ ( ) 1] ( , ( ))

( ) ( ) (0, ),
k k

i i

L x k u k V k x k V k F k x k u k
k V k x k

i i V x



 


 

  
  

 
  
 
 

(4.18)

对式(4.18)在 ],0[ k 上求和, 由式(4.11)和迭代关系得

0 0
0 0

0 0
0

( ( ), ( )) (0) (0, ) ( ) (0, )

(0, ) ( ) (0, ),

kk

i

k

i

L x k u k V x i V x

V x i V x



 



 



 

 

 


(4.19)

令 k ，结合定义 2.4得
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0 0
0 0

0

lim ( ( ), ( )) (0, ) lim ( ) (0, )

(0, ).

kk

k k
i

L x k u k V x i V x

V x



 

 

 



  (4.20)

结合两部分证明知，当反馈控制器 ))(()( kxku  时，受控时变系统(2.15)的性能

函数 ),0()))((,( 00 xVkxxJ  为受控系统的性能函数 ))(,( 0 kuxJ 的最小值。于是，

))(()( kxku  为最优反馈控制器。证毕。

4.2非线性仿射时变离散系统的有限时间最优反馈控制

接下来，我们将定理 4.1和定理 4.2的结果专门用于非线性仿射时变离散动

力系统。首先，考虑如下形式的非线性离散时变仿射动力系统

0( 1) ( , ( )) ( ( )) ( ), (0) , ,x k f k x k B x k u k x x k Z     (4.21)

这里 mnnmn RRBRkuRkx  :,)(,)( ，假定性能函数

1 2( ( ), ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ),L x k u k L x k L x k u k u k P x k u k   (4.22)

这里 0))((,:,: 1
21   kxPRRLRRL mnn 。因此，式(2.14)可以表示为

0 1 2
0

( , ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ),
k

J x u k L x k L x k u k u k P x k u k






   (4.23)

定理 4.3假设定理 4.1中的条件成立，且存在 mmnmn RRPRRP   :,: 2
1

12 ，

)(2 P 为非负定值，和常数 0)( 0  xKK ，对任意的 }1)(,...,2,1,0{ 0  xKk 若满足

(0) 1,  (4.24)

2 (0) 0,L  (4.25)

12 (0) 0,P  (4.26)

( ,0) 0,V k  (4.27)

 

1
2 2 12

11, ( ( )) ( ( ))[ ( ( )) ( ( ))] [ ( ( )) ( ( ))] ( ( ))
2

( ) 1 ( , ( )),

V k f x k B x k P x k P x k L x k P x k V x k

k V k x k

       
 

 

(4.28)

  12

2

1, ( , ( )) ( ( )) ( ) ( 1, ( , ( ))) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ),

V k f k x k B x k u k V k f k x k P x k u k

u k P x k u k

    


(4.29)

 

1
1 2 12 2 2 12

1( ( )) [ ( ( )) ( ( ))][ ( ( )) ( ( ))] [ ( ( )) ( ( ))]
4

1, ( , ( )) - ( , ( )) 0.

L x k L x k P x k P x k P x k L x k P x k

V k f k x k V k x k

    

  
(4.30)
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则在反馈控制器

1
2 2 12

1( ) ( ( )) [ ( ( )) ( ( ))] [ ( ( )) ( ( ))] ,
2

u k x k P x k P x k L x k P x k       (4.31)

作用下，系统(4.21)满足全局有限时间稳定，且 ))(()( kxku  为系统(4.21)的有

限时间最优反馈控制器。

证明 定理 4.3可由定理 4.2直接证明。

这里 )())(())(,())(),(,( kukxBkxkfkukxkf  。式(4.31)可由

   1 2 12 2[ ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )

( 1, ( 1)) ( , ( ))] 0,

L x k L x k P x k u k u k P x k P x k u k
u

V k x k V k x k


   


    

(4.32)

得出。

当反馈控制器满足式(4.31)时，式(4.28)和式(4.30)可由式(4.3)和式(4.14)以及

(4.30)式直接得到。因为， 0))(())(( 2  kxPkxP ，由式(4.22), 式(4.29)和式(4.30)

可知，式(4.13)可表示为

 
 
 

2 12

2

( ( ), ( )) 1, ( , ( ), ( )) ( , ( ))

[ ( ( ), ( )) 1, ( , ( ), ( )) ( , ( ))]

[ ( ( ), ( )) 1, ( , ( ), ( )) ( , ( ))]

[ ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))
( ( )) ( ( )) (

L x k u k V k f k x k u k V k x k

L x k u k V k f k x k u k V k x k

L x k k V k f k x k k V k x k

L x k u k u k R x k u k P x k x k
x k P x k x





  

   

     

   

 

    2

( ))]

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) 0,

k

u k x k R x k P x k u k x k    

(4.33)

其中

  ))(,()))(,(,1())(())(())(())(())(( 21 kxkVkxkfkVkxkxPkxPkxkxL   。由

(4.25)式和(4.31)式可得 0)0(  。并且，反馈控制器(4.31)式满足(3.7)式。即，(4.31)

式为最优反馈控制器。证毕。

注 4.1式(4.29)保证了式  )())(())(,(,1 kukxBkxkfkV  在 )(ku 中的二次性。

详细信息请参见文献[52]。

4.3数值模拟

在本节中，我们提供了两个数值例子来证明本节主要结论的有效性。考虑如

下时变离散非线性仿射系统
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






,)0(),())(),(,()1(
,)0(),())(),(,()1(

10222122

10112111

xxkukxkxkfkx
xxkukxkxkfkx

(4.34)

令 )1,0(),()(]
)1(

[))(,( 1
1




   kxkx
kK
KkxkV ，性能函数如式(4.22)。其中

))](),(,(2)),(),(,(2[))((,))(())(( 2122111222 kxkxkfkxkxkfkxPIkxPkxP  。令

1
1

2 1 1 2 1 1

1
1

2 1 2 2 2

( ( )) 2 ( , ( ), ( )) 4 ( ) 4 [ ] 1 ( ),
( 1)

2 ( , ( ), ( )) 4 ( ) 4 [ ] 1 ( ) ,
( 1)

K kL x k f k x k x k x k x k
K k

K kf k x k x k x k x k
K k









          
          

(4.35)

由式(4.31)可得

1
2 2 12

2 12

1
1

1 1 1 2

1
1

2 2 1 2

1( ) ( ( )) [ ( ( )) ( ( ))] [ ( ( )) ( ( ))]
2

1 [ ( ( )) ( ( ))]
4

[ ] ( ) ( , ( ), ( )) ,
( 1)

[ ] ( ) ( , ( ), ( )) ,
( 1)

u k x k R x k P x k L x k P x k

L x k P x k

K k x k f k x k x k
K k

K k x k f k x k x k
K k





 









     

  

 
   


   

(4.36)

由式(4.29)和式(4.36)可得

2 12

1 1
2 2 2 21 1
1 2 1 2

1
1 11

2 2 2 2 21 1
1 2 1 2

1( , ( )) 1, ( , ( )) [ ( ( )) ( ( ))] ( , ( ))
4

( ) [ ( 1) ( 1)] [ ] [ ( ) ( )]
( 1)

=( ) [ ] [ ( ) ( )] [ ] [ ( )
( 1) ( 1)

V k x k V k f k x k L x k P x k V k x k

K Kx k x k x k x k
K k K k

K K k Kx k x k x k x
K k K k K k

 


 



 


 

       
 

     
  

 
        

1 1
2 21 1
1 2

1
1

( )]

{[ ] 1}[ ] [ ( ) ( )]
( 1) ( 1)

{[ ] 1} ( , ( )),
( 1)

k

K k K x k x k
K k K k
K k V k x k

K k

 



 




  

   


 

 

(4.37)

由式(4.37)结合式(4.3)可知，  




 1
1

]
)1(

[)(
kK
kKk 。结合式(4.24)可知，满足条件








  Zkii

k

iKk

k

ik
,0)(lim)(lim

00
 。

例 4.1接下来，我们考虑动力学方程
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的离散化形式
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(4.39)

其中 0h 表示采样间隔时间。

令 8,1.0,
2
1

 Kh ，选取系统初始状态为  )3,12(0x ，由式(4.36)可得

2
1 1 2 12

2
2 1 2 22

8 1( ) ( ( )) [ ] ( ) ( + sin 4 ) ( ) ( ) 10 ) ,
8 ( 1) 1

8 1[ ] ( ) ( ) ( sin 4 ) ( ) 10 ,
8 ( 1) 1

ku k x k x k k k x k x k x
k k

k x k x k k x k x
k k



 
     

  


    

   

(4.40)

代入相关数据后得
9

1088),0()))((),(( 0  xVtxtxJ 。综上所述，通过Matlab

数值仿真得到了以下仿真图。

由图 7 可知，系统(4.39)在最优反馈控制器 ))(()( txtu  作用下呈明显收敛

趋势，且在 sk 8 时系统的状态轨迹 0)( kx 。即，在最优反馈控制器作用下，

时变系统(4.39)可以实现有限时间稳定。由图 8可知，最优控制信号的取值能够

随着时变系统(4.39)逐渐趋于稳定，控制信号值也在有限时间内随之趋近于 0。

此时，可以认为反馈控制器也实现了有限时间稳定。

图 7 最优控制输入下系统的状态轨迹
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图 8 最优控制输入轨迹

例 4.2接下来，我们考虑动力学方程

1 2 1 1 10
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的离散化形式
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其中 0h 表示采样间隔时间。

令 5,1.0,
2
1

 Kh ，选取系统的初始状态选为  )12,12(0x ，由式(4.36)

可得
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(4.43)

代入相关数据后得 200),0()))((),(( 0  xVtxtxJ 。通过Matlab数值仿真得

到了以下仿真图。
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图 9 最优控制输入下系统的状态轨迹

图 10 最优控制输入轨迹

由图 9 可知，系统(4.42)在最优反馈控制器 ))(()( txtu  作用下呈明显收敛

趋势，且在 sk 5 时系统的状态轨迹 0)( kx 。即，在最优反馈控制器作用下，

时变系统(4.42)可以实现有限时间稳定。由图 10可知，最优控制信号的取值能够

随着时变系统(4.42)逐渐趋于稳定，控制信号值也在有限时间内随之趋近于 0。

此时，可以认为反馈控制器也实现了有限时间稳定。

综合上述两个仿真实例，所得相关结论验证了本节研究结果的有效性。
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第 5章 总结与展望

本文第 3章基于时变连续系统有限时间稳定性结论，提出了一类时变连续系

统有限时间最优控制的分析方法，研究了时变连续系统的有限时间最优控制问题，

相关研究成果将时不变系统的最优控制推广到时变系统，拓广了系统最优控制结

论的适用范围。并通过两个数值仿真案例验证了本节研究结果的有效性。

本文第 4章基于时变连续系统有限时间稳定性思想，结合差分迭代思想给出

了时变离散系统的有限时间稳定性分析方法，丰富了时变离散系统有限时间稳定

性理论。在此基础上，给出了时变离散系统有限时间最优控制的充分条件，进一

步丰富了时变离散系统的最优控制理论。

总体而言，本文研究工作仍有一些不足之处需要改进和完善，未来将从以下

几点展开相关研究：

（1）在研究对象上，本文研究时变系统所设计的 Lyapunov函数的时变特征

为标量，未来将设计具有更复杂时变特征的 Lyapunov函数。

（2）在研究方法上，本文研究最优控制主要根据 HJB方程，目前的一些研

究方法包括变分法，极小值原理以及动态规划原理等。未来将应用其他方法研究，

比较不同方法的优劣。

（3）在数值模拟上，本文在Matlab中采用欧拉算法，该方法依赖于初值进

行迭代，其基本思想为：用差分近似代替微分来近似求解。该方法简单易懂但精

度较低，未来将采用更加精确地方法，得到更精确的图像。
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