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Hilbert C*-模算子代数上 Lie导子的标准性

摘 要

本文主要在 Hilbert C*-模算子代数上考虑一些线性映射的标准

形式。以 Banach代数为起点，主要在 Hilbert C*-模算子代数上深入

探求 Lie导子以及 Lie n-重导子的结构性质，同时也考虑了一些如导

子、内导子、零化交换子和 Jordan导子等映射的性质。全篇共计分为

五个章节，主要工作如下：

在第一章中，分为三节来介绍我们将要讨论的问题的背景、国内

外的一些学者之前相关研究的进展以及已经取得的重要研究成果和

目前学者们聚焦的尚未解决的一些难题。为了帮助读者更好的理解相

关内容，在本章末尾阐释了下文中提到的代数和映射的具体定义及其

其重要性质。

在第二章中，我们介绍了一些基础概念和一些后文会反复运用的

结论。

在第三章中，考虑了 Lie导子在 Hilbert C*-模算子代数上的标准

性。设是一个交换的 C*-代数，并且含有单位元 e，是一个满的

Hilbert -模，到自身的有界 -线性映射全体构成的代数记作

)(End 。到的有界 -线性映射全体组成的集合记作。我们

证明了如果存在 0x ， 0f ，使得 exf ）（ 00 ，则 )(End 上的每

个 -线性 Lie 导子都是标准的。
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在第四章中，我们以第三章为研究基础，将 2推广到 n（Lie导

子即 Lie二重导子），考虑了 Lie-n重导子在 Hilbert C*-模算子代数

上的标准性。由于 n重 Lie积的复杂性，所以证明过程是要考虑全面

的。最终我们证明了如果存在 0x ， 0f ，使得 exf ）（ 00 ，则

)(End 上的每个 -线性 Lie n-重导子都是标准的。

在第五章中，对全文进行了总结，并对接下来的研究进行了前瞻

性的思考和规划。

关键词：Lie导子，Lie n-重导子，导子，标准性，Hilbert C*-模
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STANDARD OF LIE DERIVATIONS ON THE ALGEBRAOF

OPERATORS IN HILBERT C*-MODULES

ABSTRACT

In this thesis, we consider some standard forms of linear maps on the

Hilbert C* -modular operator algebra. Taking Banach algebras as the

starting point, the structural properties of Lie derivations and Lie n-

derivations are studied on Hilbert C* -modular operator algebras, and the

properties of some mappings such as derivations, inner derivations, null

commutator and Jordan derivations are also considered. The whole paper

is divided into five chapters, the main work is as follows:

In the first chapter, we have divided our discussion into three

sections: firstly, to provide background information on the problem at

hand; secondly, to review previous research conducted by scholars both

domestically and internationally; and thirdly, to highlight important

research findings as well as unresolved issues that are currently being

focused on by scholars. At the end of this chapter, the specific definitions

and importance of algebra and mapping mentioned below are explained.

In Chapter 2, we first introduce the preparatory knowledge and some

basic and important conclusions that will be applied again and again later.

In Chapter 3, we consider the standard form of Lie derivates on
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Hilbert C*- modules operator algebra. Let be a commutative C*-algebra

with units e and is a full Hilbert -module. The algebra of the whole

body of bounded  -linear map from  to itself is denoted as

)(End .The set of all the bounded  -linear maps from to  is

called .We show that if there is 0x ， 0f , such that exf ）（ 00 ,

then every  -linear Lie derivative on )(End is standard.

In Chapter 4, by extending 2 to n (the Lie derivation is a double Lie

derivation), the normality of the lie-n derivation on a Hilbert C* -module

operator algebra is considered. The proof process should be

comprehensively considered due to the intricate nature of the

n-multiply-Lie product.Finally we show that if there is 0x ， 0f ,

such that exf ）（ 00 , then every  -linear Lie n- derivative on )(End

is standard.

The fifth chapter presents a comprehensive overview of the entire

text, followed by an insightful analysis and strategic planning for future

research.

Huang Xingxing (Applied Mathematics)

Supervised by He jun

KEYWORDS:Lie derivation, Lie n-derivation,standard form,derivation,

Hilbert C*-module
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第 1 章 绪论

1.1背景介绍

在系统的学习了泛函分析之后，我们可以明白这样一句话：“对于希尔伯特

空间上的有界线性算子，我们既可以做加法，也可以做乘法(这里的乘法是指算

子的复合)，还可以做数乘，即所有有界线性算子全体构成了一个代数。”而算

子代数就是用来研究这个代数的子代数的性质。这个代数有一个很大的不足，即

非交换的。最简单的，有限维空间的有界线性算子构成的矩阵就是非交换的。量

子力学刚起步的时候，大家就发现很多可观测量是不可交换的，如果想要用数学

模型来描述可观测量，就要找到一个非交换的代数。在当时的年代，矩阵代数是

人们能找到的唯一非交换代数。随着知识的发展，时间的推移，学者需要用到无

限维的矩阵，而无限维矩阵并没有坚实数学基础。20世纪 30年代，专家学者们

在探索量子理论过程中，发现了另一类问题--算子环系统的性质有哪些？针对这

些问题，研究者 J.von Neumann与 F.Murray研究了一套数学工具且发表了一系列

文章，就此发展了一门全新的数学学科，后来被称之为算子代数。研究者 J.von

Neumann与 F.Murray研究的代数也被称为 von Neumann代数。在如今的数学学

科中，算子代数与算子理论的发展趋于成熟，它与量子场论和量子力学、数论、

线性系统以及其他数学分支之间存在着令人惊讶的交叉点和相互影响，是现代数

学领域中备受关注且引领潮流的研究方向。

20世纪 40年代，Gelfand,Neumark和 Segal研发了一套著名的 GNS构造法，

为 C*-代数的研究领域奠定了坚实的基石，研究者 Gelfand,Neumark 与 Segal 也

就此成为 C*-代数的开创者。1977年，学者 Dixmier[1-2]在他的专著“C*- Algebras ”

和“von Neumann Algebras”中系统的介绍了算子代数一些基本的理论。1986年，

李炳仁[3]教授作为国内学者，在其发表的著作“算子代数”中详细讲解了算子代

数的基础理论知识，尤其对无限维的 Von Neumann 代数进行了细致的拓扑讨论。

1988年，Davidson [4].在发表的著作“Nest algebras”中系统的回顾了算子代数
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的研究历程，并整合了算子代数与算子理论领域的各项研究结论。2002年，国

内学者侯晋川、崔建莲[5]在著作“算子代数上的线性映射引论”对国内外经典算子

代数上线性映射及其保持问题进行成果总结。

算子代数所研究的代数结构是极其复杂与抽象的，探索算子代数的代数结构

特征，是研究该领域的关键所在。出于理论本身的研究以及实际应用的需要，许

多学者开始研究代数上的映射，并相继提出了许多相关概念，例如：同态、同构、

导子、Lie 导子、零化交换子、换位子等。近几十年来，算子代数领域愈发活跃，

成为众多学者作家重点关注的交叉领域分支之一。

前辈们大多是在 Banach 代数、三角代数以及套代数等代数结构上研究映射

的相关性质。1953 年，Kaplansky[6] 为了深入探求 I 型 AW*-代数上的导子，创

新性地提出了 Hilbert C*-模的概念。Hilbert C*-模将复数域 C替换为 C*-代数，

使得 Hilbert 空间自然而然地得到延伸拓展。Hilbert C*-模理论在算子代数理论

中起着重要的作用，它可以应用于许多领域，如椭圆算子的指标理论， K 和

KK 理论，非交换几何等等。

目前为止，Hilbert C*-模算子代数上关于导子和 Lie 导子的结果相对较少。

在算子代数 )(* End 上，Han和 Tang[7]给出了其代数上的每个导子都是内导

子的证明结果。在这里是一个单位 C*-代数并且是可交换的，是上满的

Hilbert C*-模， )(* End 表示所有到自身的、可伴随的并且有界 -线性映

射全体。作者Moghadam[8]与 Janfada在他们发表的论文中假设是一个C*-代数，

含有单位 e，并且是可交换的。是上满的 Hilbert C*-模，且存在 0x ，

0f ，使得 exf ）（ 00 ，给出了 )(End 上的每个 -线性导子都是内导子的

证明过程。He[9-10]研究了 )(End 上导子的自动连续性， -线性性，以及局部

导子和 2-局部导子等相关问题。
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1.2 各类算子代数上导子与 Lie导子的研究现状

1.2.1 导子、内导子、Lie导子以及 Lie n-重导子

设是域 或 上的代数或者环，是一个  双边模，如果没有作特殊

说明的情况下， d是一个到的线性映射（在环中，我们只要求 d满足可加

性这一线性特性），特别地，代数或环也可以当作自身的双边模。如果对于

任意元素 BA, ，都有 )()()( BAdBAdABd  ,那么称 d为导子。导子作为一种

概念，其实质是对传统导数概念的一种代数化、一般化拓展，它源自代数学中的

同调理论框架。

在模中，如果存在一个给定元素 M ，使得对任意的 A ，都有

AMMAAd )( ，那么称 d为内导子（我们也可以将线性映射 d看作由给定元素

M 诱导产生的内导子）。

内导子显然是一个导子，但在一般情况下反之则未必，导子是否为内导子这

个问题吸引了很多学者的目光。在早期，关于W*-代数上导子的内导性，研究者

Sakai[11]做了全面并且充分的阐述，证明了W*-代数上的每个导子都是内的。此

外在 1966年，关于 von Neumann代数上的导子 d，Kadison[12]和 Sakai两位学者

分别独立给出了 d是内导子的证明过程。针对Hilbert 空间上导子性质的刻画，

1977年，Christensen[13]给出了的套子代数 ,   的导子都是内导子的证

明结论。1996年，Du[14]和 Zhang将 Christensen研究结果应用于更广泛的领域。

He[15], Li 和 Zhao 给出了若导子 )(Endd ，则 d是内导子的证明过程。在矩

阵环与矩阵代数上，设一个含单位的代数，是一个  双边模，研究者黄

文波[16]与李建奎指出，当  Nnn ,2 时， )(nM 到 )(nM 的导子可以拆解为一

个内导子加上另一个导子的形式。我们将 Hilbert 空间上的有界线性算子全体

组成的集合记作 )(B ，针对 )(B 中的 von Neumann代数到 )(B 的导子的结构，

专家学者们做了诸多研究，但是其导子是否为内导子依然是一个未被攻克的经典

难题。

假 设  上 的 线 性 映 射  满 足 ： 对 于 任 意 元 素 BA, ， 都 有
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)](,[]),([]),([ BABABA   ， 那 么 将  称 作 是 一 个 Lie 导 子 ， 其 中

BAABBA ],[ 称为 A和 B的 Lie积，也称为 A与B的交换子。假设上的线性

映射 符合下列条件：对任意元素 A ，都有 )()()( AAAAA  2 ，那么我

们将 称作是一个 Jordan导子。

在导子理论中，对 Jordan导子和Lie导子性质的深入剖析也是一个关键议题，

学者们聚焦的两个核心问题是：（1）Jordan导子何时为导子；（2）Lie 导子何

时为标准的。

Jordan导子何时为导子。1957年，Herstein[17]在他的文章中给出了：将一个

2-无挠素环记作R，若 是 R上的一个 Jordon导子，并且具有可加性质，那么我

们可以得出 是导子的结论。1975年，Cusack[18]将 Herstein的研究成果进行了推

广，证明了若 R是一个 2-无挠半素环， 是 R上的一个 Jordon导子，并且具有

可加性质，则 是导子。1996 年，Johnson[19]证明了：若 是 C*-代数到其任意

Banach双边模上的 Jordan导子，并且 Jordan导子 具有连续性质，那么 是导

子。根据 Hejazian[20]和 Niknam、Cuntz和 Johnson几位学者的相关研究成果，可

将 Johnson的证明结论中的“Jordan 导子具有连续性质”这一条件去掉，即得到

  上的 Jordan 导子 d是导子这一更强的结论。2004年，Alaminos[21]和

Brešar对 Jordan导子的结构性质在各种代数上进行了深入探究。区别于上述学者

们的研究，2010年， Lu[22]将对 Jordan 导子 d的研究拓展到 Banach 空间 X 的子

空间格上，给出了在满足 )(}:{ 0  LL 或 XLL  }:{  这一条

件下，Jordan导子 )(lg: XBAd  是导子的研究结果。同一时期，学者侯晋川[23]，

安润玲展示了：设 X 是素的 Banach代数，Jordan导子 XX : ,这里要求 Jordan

导子 具有可加性。如果对于任意元素 XBA , ，等式 eBA ）（  恒成立，那么

Jordan导子 是导子。其中， BAABBA  称为 A和 B的 Jordan积。设是一

个 C*-代数，是的任意一个 Banach左 -模， 为  的 Jordan左导子，

2018年，研究者安广宇[24]得出了 恒等于零的研究结论。

Lie导子何时为标准的。1961年，Herstein [25]就提出了无论在结合单环上还

是素环上的 Lie映射，都展现出一种标准化的性质，即可以分解成一个标准形式
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的式子这一猜想。1964年，Martindale.[26]提出，设 2-无挠素环 R ,且 R包含非平

凡幂等元， 是 X 上 Lie 导子，则 具有标准性这一结论。在 CDCSL代数 X 上，

2006年，Lu[27]刻画了 X 上的每一个 Lie导子都具有标准性。2015年，Benkovic[28]

证明了，当 2n 时，矩阵代数 )(nM 上每一个 Lie 导子都是标准的。本文研究

了 HilbertC*-模上的 Lie 导子的标准形式，并将相关结论延申推广至 Lie n-导子

的标准形式的研究上。

1.2.2 Lie导子的标准性及 Lie n-重导子的标准性

显然，导子一定是 Lie导子，同时，零化交换子的中心值线性映射也是 Lie

导子，因而上述 d 形式的映射一定是 Lie导子。但是反之，一个代数上的 Lie

导子是否都是这种标准形式呢？对此，也有很多学者做了相关研究。2003 年，

学者 Cheung[29]在三角代数上给出了每个 Lie导子都具有 d 这种分解方式，并

且分解方式是唯一的这一结论。2015年，Benkovi [28]刻画了含有幂等元的单位代

数上的广义 Lie 导子的结构性质。 2023 年，Guangyu[30] ,Rui 等学者在

Kadison–Singer 代数上对 Lie导子的性质进行了刻画。对于 Lie 导子在各类代数

上的研究结果丰硕，Lie triple 导子和 Lie n-重导子也逐渐的进入学者们的研究范

畴。2015 年，Dominik,Benkovic[31]证明了：如果是一个含有非平凡幂等单位

的代数，那么在一定的条件下，上的每个 Lie triple 导子都有  d 的

形式，其中是中的导子， 是上的 Jordan导子。 是从到他中心 )(

的线性映射，其中 )( 扩张在 ]],[[  。2017年，白延丽[32]，张建华在三角

代数上全面阐述了 Lie 三重导子具有的标准形式。2018 年，Liu[33] 发展了因子

von Neumann代数上的零点与非平凡幂等元处 Lie triple 导子的结构。

到现在为止，学者们对于更一般地 Lie n-重导子的研究结果比较少。如果 Lie

n-重导子 可以分解为：   d ，其中， d是一个上的导子， 是一个到

),(  的线性映射，这里的 ),(  表示集合 },:{ AMMAAM   对任意 。

并且满足对于任意元素  nCCC ,,, 21 ，都有 021  )),,,(( nn CCCp 。那么我们将

称为一个标准 Lie n-重导子。1981年，Lachin [34]等给出了三角环代数上的 Lie-n

重导子是标准的这一结论。2013年，刘红玉[35]、霍东华在三角代数上证明了 Lie-n
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重导子的标准性。2023年，刘卓[36]利用恒等式理论，刻画出在一定的条件下，

交换环上的结合代数 A、B上的 Lie n-导子是标准的。本文的第四章内容证明了

)(End 上的每个 -线性 Lie n-重导子都是标准的。
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第 2 章 Hilbert C*-模算子代数

2.1 基本概念

2.1.1本文中所涉及的代数及其重要性质

本文段落聚焦于阐释文章中提到的代数和映射的具体定义和其重要性质，以

帮助读者更好的理解相关内容。

定义 1.1 Banach 空间

设 X 是实或复线性空间，若在 X 上定义的非负函数 ||||  ，满足以下公理：

（1）对任意的 Xyx , , |||||||||||| yxyx  ，

（2）对任意的 Xx ，任意的数 a，有 |||||||||| xaax  ，

（3） 0|||| x 当且仅当 0x ，

那么 X 称为赋范空间。进一步，如果还满足

（4）对 X 中的任意Cauchy列 }{ nx （即当 0 ||||, mn xxmn ， ），存在 Xx ，

使得 0 ||||lim xxnn ，

那么 X 称为 Banach空间。

注：我们定义的非负函数 ||||  ，若满足公理（1）-（3），则称其为 X 上的范

数，满足公理（1）和（2），则称其为半范数。

定义 1.2 Banach代数

设是一个代数， ||||  是上的范数，如果按此范数成为 Banach 空间，

且满足，对于任意的 BA,

|||||||| AAB  ||||B

则称为一个赋范代数。

下面介绍一个在 Banach 代数中非常重要的含义，即在含有单位元 I 的复
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Banach代数中元素 A的谱 )(A 与谱半径 )(Ar 的定义： A （ A相对于），

AIA   |{)(  在 A中不可逆}

|max{|)( Ar )}(| A

中的每个元的谱都是复数平面的非空紧子集。如果 A谱半径 )(Ar 为 0，那

么称 A是一个拟幂零元。

同态映射 )(: XB ，这里的是一个 Banach 代数， X 是一个 Banach

空间，若同态 使得 )(A 能够成为 )(XB 的闭子代数，那么我们将同态 称为是

A在 X 上的表示。所以 Banach代数同样可以被视作是算子代数的一种表现形式。

定义 1.3 Hilbert空间

设数域上的一个线性空间为 X ，若存在映射

 XX：，

满足条件：对任意元素 Xzyx ,, ,  , ，

（1）对第一变元的线性： zyzxzyx ,,,   ，

（2）共轭对称性：
________

,, xyyx  ，

（3）正定性： 0xx, ；并且 0xx, 当且仅当 0x ，

则称 ，为 X 上的内积，并称  ，,X 为内积空间，简记为 X .

同时，内积还具备以下性质：

（4）第二变元共轭线性： zxyxzyx ,,,
——

  ，

（5） 000  yx ,, ，

完备的内积空间我们称其为 Hilbert 空间。

设是 Hilbert空间，其内积为： ， .

令 )(BA ，使得对于任意的 yx, ，

都有 )*,(),( yAxyAx  成立，

那么我们将 *A 称为 A的伴随算子或共轭算子。
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定义 1.4 C*-代数

设是一个复数域上的代数，

如果上存在这样一个映射*，使得对于任意的   ,,, TS 都有

（1） **)*( TSTS


  ，

（2） **)*( STST  ，

（3） TT **)( ，

那么称*为上的一个对合运算。

Banach代数含有有对合运算*，并且还满足：对于任意元素 T ，

（4） 2||||||*|| TTT  ，

那么称是一个 C*-代数。

定义 1.5 von Neumann代数

设 Hilbert空间， )(B 表示上的所有有界线性算子全体。

设 )( B 是一个包含单位元的 C*-代数，并且关于弱算子拓扑是闭的，

则称是 von Neumann代数，称为的底空间。

2.1.2 本文中所涉及的映射

设是数域 (或 )上的代数，是一个 -双边模，以下是对文中涉及

到的到的映射进行介绍。

定义 1.6 导子

如果线性映射 满足：对于任意的 BA, ，都有 )()()( BABAAB   ,

那么称 是一个导子。

定义 1.7 内导子

若线性映射  满足：存在给定元素 M ，使得对于任意 A ，都有

AMMAA )( ，那么称 是一个内导子，我们也可以将线性映射 看作由给定

元素M 诱导产生的内导子。

注：内导子一定是个导子。
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验证过程如下：

若 是一个由给定元素M 诱导产生的内导子，

则有

ABMMABAB )(

以及

ABMMABBMMBABAMMABABA  )()()()(  .

定义 1.8 Jordan导子

如果线性映射 满足：对于任意的 A ，都有 )()()( AAAAA  2 ，

那么称 是一个 Jordan导子。

下面介绍 Jordan导子的等价定义：

如果线性映射 满足：对于任意的 BA, ，都有 )()()( BABABA    .

其中， BAABBA  称为 A和 B的 Jordan积，那么称 是一个 Jordan导子。

Jordan导子等价定义的验证过程如下：

如果对于任意的 BA, ，都有

)()()( BABABA    ,

则有

)()()( AAAAAA    ,

从而立即可以得到

)()()( AAAAA  2 .

反之亦然，如果对于任意的 A ，

)()()( AAAAA  2 ,

则有

)()()( BBBBB  2 ,

以及

)()())(())(( BABABABABA   2 .

联立上述三个式子即可得出：
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)()()( BABABA    .

定义 1.9 Lie导子

如 果 线 性 映 射  满 足 ： 对 于 任 意 的 BA, ， 都 有

)](,[]),([]),([ BABABA   ，其中， BAABBA ],[ 称为 A和 B的 Lie 积，

那么称 是一个 Lie导子。

注：导子一定是个 Lie导子。

验证过程如下：

设 是一个导子，则有

ABBAABBABABA )()()()()](,[]),([  

))()(()()( BAABBABA  

)()( BAAB  

)( BAAB

]),([ BA .

即证明 是一个 Lie导子。

定义 1.10 标准 Lie 导子

如果 Lie 导子 可以分解为：   d ，其中 d是一个导子， 是一个到

),(  的线性映射，并且满足对于任意元素 yx, ，都有 0]),([ yx ，这里

的 ),(  表示集合 },:{ AMMAAM   对任意 ，那么我们将 称作为一个

标准 Lie导子。

接下来，我们先给出 Lie triple导子的定义:

如 果 线 性 映 射  满 足 ： 对 于 任 意 的 CBA ,, ， 满 足

)](],,[[])],(,[[]],),([[])],,([[ CBACBACBACBA   ，那么称  是一个 Lie

triple导子。

下面，我们用递归的方式给出 Lie n-重导子的定义及其标准形式。
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定义 1.11 Lie n-重导子

设 xxp )( ， ]),([),( 21212 xxpxxp  ， ]),,([),,( 32123213 xxxpxxxp  ，

即 ]],,[[),,( 3213213 xxxxxxp  ，…，

那么 ]],,]],,[[[[]),,,,,([),,,,( nnnnnnn xxxxxxxxxxpxxxxp 132113211321   ，其中，

]],,]],,[[[[ nn xxxxx 1321  称为 nxxx ,,, 21 的 n重 Lie积。

如果线性映射 满足

))(,,,(),),(,(),,),(()),,,(( nnnnnnnn xxxpxxxpxxxpxxxp   21212121





n

i
nin xxxxp

1
21 ),),(,,(  ,

那么称 是一个 Lie n-重导子。

定义 1.12 标准 Lie n-重导子

如果 Lie n-重导子 可以分解为：   d ，其中，d是一个上的导子，

是 一 个  到 ),(  的 线 性 映 射 ， 这 里 的 ),(  表 示 集 合

},:{ AMMAAM   对任意 。并且满足对于任意元素  nCCC ,,, 21 ，都有

021  )),,,(( nn CCCp 。那么我们将 称为一个标准 Lie n-重导子。

2.2 预备知识

设是一个 C*-代数，是一个左 -模，如果存在一个映射

，：  

满足以下几条：

(1) 0 xx， ，并且 0 xx， 当且仅当 0x ，

(2)  zyzxzyx ，，，  ，

(3)  yxayax ，， ，

(4) * xyyx ，， ，

其中   zyxaC ,,,, ，则称是一个 Pre-Hilbert -模。映射 ， 称为 -
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值的内积。 -值的内积诱导一个中的范数： 21/||,||||||  xxx 。若关于此范

数完备，则称是一个 Hilbert -模（或者更确切的说，上的 Hilbert C*-模）。

将所有形如  yxyx ,，， 的元素的闭线性扩张记作  ， ，若

  ， ，则称是一个满的 Hilbert -模。设一个线性映射T：  ，

如果对于任意元素   xa , ，等式 )()( xaTaxT  恒成立，那么就称T 是一个

 -线性的映射。上的一个有界 -线性映射称为一个上的算子。上的

算子全体记作 )(End 。由前辈们的研究结论以及 )(End 性质可知

)(End 是 Banach代数。

设是一个交换的 C*-代数，给定中的一个元素 a，可以定义到自身

的一个映射 aT 如下：对任意的 x ，令 axxTa )( ，显然 )(EndTa 。值得

注意的是，如果不是交换的，那么 aT 不是 -线性的，当然也就不在 )(End

中。

下面的引理参见[14]中的引理 1.4

2.3基本引理

引理 2.3.1

设是一个含单位 e的交换的 C*-代数，是一个满的 Hilbert -模，则

)(End 的中心 }:{}:{))((    aaIaTEnd a ，其中 I 是 )(End 中的

单位。

设线性映射 :f ，如果对于任意元素   xa , ，等式 )()( xafaxf 

恒成立，那么则称 f 是一个 -线性的映射。到的有界 -线性映射全体记

作，给定   fx ， ，可以定义一个线性映射 fx, ：  ，对任意

的 y ，令 xyfyfx )(,  ，显然 )(, Endyx  。

下面的结论是基础且重要的，在正文中我们会反复引用，但不在注明，其证

明可以参考文献[37]。
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引理 2.3.2

设  是  *- 代 数  上 的 Hilbert C*- 模 ， 对 任 意 的

)(,,,,,  EndAgfyxa  ，

（1） Afxfx A ,,   ，

（2） fAxfxA ,,   ，

（3）如果是一个交换的 C*-代数，则 fxfaxgxgyfx ayf ,,,,, ,)(   .
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第 3 章 Hilbert C*-模算子代数上 Lie 导子的标准性

3.1引言

1953年，为研究交换的 C*-代数，学者 I.Kaplansky首次提出了 Hilbert C*-

模这个概念。后来在 1974 年，学者 M.A.Rieffel 考虑到了非交换 C*-代数上的

Hilbert C*-模。现在使用的 Hilbert C*-模的概念源于W.L Paschke于 1973年引入。

Hilbert C*-模理论在研究算子代数领域具有举足轻重的地位，Hilbert C*-模理论

的深远影响不仅体现在指标理论、自由概率论方面，还进一步拓展到量子群及其

他方面的研究中，为这些领域带来了重要的应用和研究价值。

设是一个 C*-代数，是一个左 -模，如果关于 -值内积诱导一个

中范数完备，则称是一个 Hilbert -模（或者更确切的说，上的 Hilbert

C*-模）。

设是数域 (或 )上的代数，是一个 -双边模，若线性映射 满足：

对于任意的 BA, ，都有 )](,[]),([]),([ BABABA   ，其中， BAABBA ],[

称为 A和 B的 Lie积，那么称 是一个 Lie导子。

如果 Lie 导子 可以分解为：   d ，其中 d是一个导子， 是一个到

),(  的线性映射，并且满足对于任意元素 yx, ，都有 0]),([ yx ，这里

的 ),(  表示集合 },:{ AMMAAM   对任意 ，那么我们将 称作为一个

标准 Lie导子。

3.2 Hilbert C*-模上 Lie导子的标准性

定理 3.1 设是一个含单位 e的交换的 C*-代数，是一个满 Hilbert 

模。如果存在 0x ， 0f ，使得 exf ）（ 00 ，则 )(End 上的每个 -线性

Lie 导子都是标准的。
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在展开叙述之前，我们先对所使用的符号进行明确和解释，以便于读者理解

文章内容。用 表示 )(End ，是 上的一个 -线性 Lie 导子， )( 表示

 的中心， I 表示 中的单位算子。设
001 fxP , 和 12 PIP  ，容易看出 21 PP， 是

 中的两个幂等元。将 ji PP 记作 ij ，则 可以分解成 jiji ,, 21  。相应地，

中的每个元素 A可以分解成 jiji A ,, 21  ，其中， ijjiji APPA , 。

在证明定理 3.1之前，我们先证明以下几个引理。

引理 3.2 对于任意的 A , 1011010011 PxAPPfPAxfAPP )()(  ，并且 11 是可

交换的。

证明：对于任意的 A ，根据引理得

1000011 000000
PAxfAxfAAPP fxfxfx )()(  ，，，  .

用 11APP 代替上式中 A可得，

10110111111 PxAPPfPAPPPAPP )( .

因为 )( 00 Axf 属于，所以 11 是可交换的。

引理 3.3 )( 212111 PPPPPP ）（）（  .

证明：由引理 3.2可知 1111 aPPPP )( ，其中 ))(( 01110 xPPPfa  ,

对任意的 x ，有

]),([)( ,, 12212 00
PPPPP fxfx  

)](,[]),([ ,, 122122 00
PPPPPP fxfx  

212122212122 0000
PPPPPPPPPPPP fxfxfxfx )()()()( ,,,,   （3-1）

将（3-1）式左乘 2P 右乘 1P得

12121222 00
PPPPPPPP fxfx )()( ,,   . （3-2）

将（3-2）式作用在 0x 上，可以得到

xPxPPPfxPPPxPf 201210222010 ))(()()(   .
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注意到 exfxPf  )()( 00010 ，

因而 201210222 PxPPPfPPP ))(()(   .

因为是 上的 Lie导子，容易验证 )(）（I ，进而用 )()()( 12 PIP   代

入上式中，结合前面的引理即可得到

2201110212 aPPxPPPfPPP  ))(()(  .

因此 aIPPaPPPPPP  )( 21212111 ）（）（  .

所以得证 )( 212111 PPPPPP ）（）（  .

设 )()( 112211 PPPPPPG   ，定义 上的一个映射如下：对于任意 A ，

],[)()( GAAA   .

显然，也是 上的一个  线性 Lie 导子。并且根据前面的引理可知

)()()(],[)()(  212111111 PPPPPPGPPP  .

下面我们进一步探究的一些性质。

引理 3.4 ijij   )( ，其中 21  ji, ，并且 ji  。

证明：因为 )()(  1P ，对于任意的 1212 A ，有

]),([)( 12112 APA 

)](,[]),([ 121121 APAP 

)](,[ 121 AP 

112121 PAAP )()( 

1122121121 PAPPPPAP )()())(( 

11222121 PAPPAP )()(  . （3-3）

将（3-3）式左乘 2P ，右乘 1P，可得 01122  PAP )( ，因此对于任意的 1212 A ，

有

12212112  PAPA )()( ,



安徽工程大学硕士学位论文

18

同理对于任意的 2121 A ，

我们能够得 21121212121  PAPPAA )(]),([)( .

引理 3.5 )()(   11 .

证明：对于任意的 1111 A ，由前面的引理可得

)()())(()()( 1011010110111111 PxAfPxAfPAPA  .

因为 )()(  1P 以及 )( 0110 xAf ，

所以得证 )()(  11A .

引 理 3.6 对 任 意 的 2222 A ， 22022022  IxAfA ))(()( ， 特 别 地

IxPfP ))(()( 0202  .

证明：通过简单的计算，我们有

]]),[,([ 22110 APP

]],[,[ 2211 APP 

)]](,[,[ 2211 APP 

12222221 PAPPAP )()(  .

因此 221122   )(A ，由前面的引理 3.2，我们能得到

2222102202222122122 PAPPxAfPAPPAPA )())(()()()(  ,

进而有

22222220220022022  PAPPxAfIxAfA )())(())(()( .

因为 )()()()(  12 PIP ，

所以可得

}{)())(()( 0220202   IxPfP ,

因此 IxPfP ))(()( 0202  .

下面，我们来证明定理 3.1
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我们定义 上的两个映射 和D如下：对于任意的 A ，

IxAPPfPxAPPfA ))(()()()( 022010110 

和

)()()( AAAD  .

易知 是从 到 )( 的一个 -线性映射，D是 上的一个 -线性映射。此外，

根据前面的引理以及 和D定义我们有：

(1) 对任意的 ijijA  有 ijijij AAD  )()( ，其中 21  ji, ，并且 ji  ，

(2) 021  )()()( IDPDPD ，

(3) 对任意的 0111111  )(, ADA  ，

(4) 对任意的 22222222   )(, ADA ，

为了证明是标准的，只需证明D是 上的导子以及对于任意的 BA, ，

有 0]),([ BA 即可。

下面进行证明：对任意的 skskijij BA   , ，

)()()( skijskijskij BDABADBAD 

其中 21  ksji ,,, .

因为 ijijD  )( ，对于 sj  ，显然有

0)( skijBAD ， )()()( skijskijskij BDABADBAD  0 .

因此我们仅需要证明以下 8种情形：

（1） )()()( 111111111111 BDABADBAD 

（2） )()()( 121112111211 BDABADBAD 

（3） )()()( 221122112211 BDABADBAD 

（4） )()()( 112111211121 BDABADBAD 

（5） )()()( 212221222122 BDABADBAD 
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（6） )()()( 222222222222 BDABADBAD 

（7） )()()( 211221122112 BDABADBAD 

（8） )()()( 122112211221 BDABADBAD 

情形（1）是显然的，因为对任意的 ,1111 A 有 011 )(AD .

对于任意的 BA, ，由 )()()()(  AADA  ，我们有 ]),([]),([ BADBA  ，

因此对任意的 1111 A 和 1212 B ，

)()( 12111211 BABAD 

]),([ 1211 BA

)](,[]),([ 12111211 BABA 

)](,[]),([ 12111211 BDABAD 

)()( 12111211 BDABAD  .

因此情形（2）成立。情形（3）、（4）、（5）和情形（2）类似，证明从略。

对任意的 2121 C ，根据情形（5）的结论，我们有以下两个等式：

对任意的 222222 BA , ，

)()()( 212222212222212222 CDBACBADCBAD  ,

以及

)()()( 212222212222212222 CBDACBADCBAD 

)()()( 212222212222212222 CDBACBDACBAD  .

比较上面两个等式，可以得出

212222212222212222 CBDACBADCBAD )()()(  ,

所以对任意的 2121 C ， 021 TC ，其中 )()()( 222222222222 BDABADBADT  .

令 1221 0
PPC fx, ，其中 x是中的任意一个元素，由

xTPxTPxPfxPTP fx 22010012 0
0  )(,
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可得 02 TP .

又因为 22T ，所以 02 TPT ，即情形(6)成立。

最后，证明情形(7)和(8)。

任取 12 中的一个元素 12A 和 21 中的元素 21B ，通过简单的计算，我们能得到

],[]),([ 21122112 BADBA 

],[)](,[]),([ 211221122112 BADBABA 

],[)](,[]),([ 211221122112 BADBDABAD 

)()](,[]),([ 1221211221122112 ABBADBDABAD 

)()()()()()( 122121121221211212212112 ABDBADABDBDAADBBAD 

))()()(())()()(( 122112211221211221122112 ABDADBABDBADBDABAD  .

因为 ]),([]),([]),([ 211221122112 BABADBA  属于 )( ，

由前面的引理知存在  ，使得

IBADBA  ]),([]),([ 21122112 ,

即

)()()( 211221122112 BADBDABADI 

)()()( 122112211221 ADBABDABD  .

因为 ijijD  )( ，所以有

11211221122112  )()()( BADBDABAD ,

及

22122112211221  )()()( ADBABDABD .

用 21 PP， 分别右乘上式，可以得出：

1211221122112 PBDABADBAD  )()()( ,

和
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2122112211221 PADBABDABD  )()()( .

结合情形（2），有

)( 122112 ABAD

)()( 122112122112 ADBAABAD 

)()()( 12211212122112122112 ADBAAABDAABAD   .

结合情形（3），有

)( 122112 ABAD

)()( 122112122112 ABDAABAD 

12122112122112122112 AADBAABDAABAD  )()()( .

比较两式，可以得出 012 A ，注意到D是 -线性的，上面两个式子分别乘以，

可得 02
2

1
2  PP  ，因此有 02  .

因为是一个交换的 C*-代数， 02  意味着 0 .

结合上述证明，情形（7）和（8）成立。

由情形（1）到（8）的结论，结合D的可加性以及 ijijAD )( ，即知D是一个导

子。

现在证明对任意的 BA, ，有 0]),([ BA .实际上，

]),([]),([]),([ BADBABA 

]),([)](,[]),([ BADBABA 

]),([)](,[]),([ BADBDABAD 

0

综上所述可知 )()()( AADA  是 上的一个标准 Lie导子。

下面将 上的一个 -线性映射定义为：

对于任意元素 A : ],[)()( GAADAd  .
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因此有

)()(],[)()(],[)()( AAdGAAADGAAA   .

其中 d是一个 -线性的导子， 是一个从 到 )( 的 -线性的中心值映射，

并且对任意的 BA, ，有 0]),([ BA 。即证明 是一个标准的 Lie导子。
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第 4 章 Hilbert C*-模算子代数上 Lie n- ),(  Nnn 2 重导子的

标准性

4.1 引言

设是数域 (或 )上的代数，是一个 -双边模，若线性映射 满足：

对于任意的 BA, ，都有 )](,[]),([]),([ BABABA   ，其中， BAABBA ],[

称为 A和 B的 Lie积，那么称 是一个 Lie导子。

我们先给出下列定义：

xxp )( ，

]),([),( 21212 xxpxxp  ，

]),,([),,( 32123213 xxxpxxxp  ,即 ]],,[[),,( 3213213 xxxxxxp  ，…，

那么 ]],,]],,[[[[]),,,,,([),,,,( nnnnnnn xxxxxxxxxxpxxxxp 132113211321   ，其中，

]],,]],,[[[[ nn xxxxx 1321  称为 nxxx ,,, 21 的 n重 Lie积。

如果线性映射 满足：

))(,,,(),),(,(),,),(()),,,(( nnnnnnnn xxxpxxxpxxxpxxxp   21212121





n

i
nin xxxxp

1
21 ),),(,,(  .

那么称 是一个 Lie n-重导子。

如果 Lie n-重导子 可以分解为：   d ，其中，d是一个上的导子，

是一个  到 ),(  的线性中心值映射，这里的 ),(  表示集合

},:{ AMMAAM   对任意 。并且满足对于任意元素  nCCC ,,, 21 ，都有

021  )),,,(( nn CCCp 。那么将 称为一个标准 Lie n-重导子。
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4.2 Hilbert C*-模上 Lie n-重导子的标准性

定理 4.1 设是一个含单位 e的交换的 C*-代数，是一个满的Hilbert 

模。如果存在 0x ， 0f ，使得 exf ）（ 00 ，则 )(End 上的每个 -线性

Lie n-重导子都是标准的。

在展开叙述之前，我们先对所使用的符号进行明确和解释，以便于读者理解

文章内容。用 表示 )(End ，是 上的一个 -线性 Lie n-重导子， )( 表

示 的中心， I 表示 中的单位算子。设
001 fxP , 和 12 PIP  ，容易看出 21 PP，

是 中的两个幂等元。将 ji PP 记作 ij ，则 可以分解成 jiji ,, 21  ，相应地，

 中的每个元素 A可以分解成 jiji A ,, 21  ，其中， ijjiji APPA , .

下面给出几个引理的证明过程。

引理 4.2 （1）如果对于任意的 2121 A ， 021 BA ，那么 02 BP .

（2）如果对于任意的 1212 A ， 012 BA ，那么 02 BP .

证明: （1）记 1221 0
PPA fx, ,其中 x是中的任意元素,

则 00102012021 0
 xxPfBPxPBPxBA fx )(, .

注意到 exfxPf  )()( 00010 ，

所以我们有 02 xBP ，即 02 BP .

记 2112 0
PPA fx , ，其中 f 是中的任意元素， x是中的任意元素,

那么 0020122112 0
 xBxPfxPBxPfBxPPBxA fx )()(, ，

即可证明 02 BP .

引理 4.3 )(）（I .

证明：对于  121 nAAA ，， ，有 0121   ),,,,( IAAAp nn .

所以 0 )),,,,(( IAAAp nn 121 
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



 

1

1
121121

n

i
ninnn IAAAApIAAAp ),,)(,,,())(,,,,( 

))(,,,,( IAAAp nn 121  ，

即 )](),,,,([)],,,(),([ IAAApAAApI nnnn  12111211  

0121   ))(,,,,( IAAAp nn  .

记 ),,,,( 2221212 PPPApA n  ，

可得 02212112   )],,,(),([]),([ PPApIAI n .

记 ),,,,( 1112121 PPPApA n  ，

可得 01121121   )],,,(),([]),([ PPApIAI n .

任取 M ，由上式可知 012 ],[ AM ,

即 022122112122112111222211211  MAMAAMAMAMMMM ],[ .

结合引理 4.2有 021 M ，

同理可得 012 M .

结合上述证明可得 01221  PIPPIP )()(  .

由 012 ],[ AM 知 221222122212 MAAAMAMAA  ，根据引理 4.2得 22222 MAPMA  .

又因为 22222 MAPMA  ，

所以 022 ],[ AM 即 022 ]),([ AI ，同理可得 011 ]),([ AI .

即证明 )(）（I .

引理 4.4 )( 212111 PPPPPP ）（）（  .

证明：由引理 3.2可知 1111 aPPPP ）（ ，其中 )( 01110 xPPPfa ）（ ,

记 ),,,,( 1112121 PPPApA n  ，

)),,,,(()( 1112121 PPPApA n 
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))(,,,,(),),(,,(
),,),(,(),,,),((

1112111121

1112111121

PPPApPPPAp
PPPApPPPAp

nn

nn








))(,(),,),(,(
),,),(,(),,,),((

1212111211

1112111121

PApPPPAp
PPPApPPPAp

n

nn










因为  ),,,,( 111 PPPApn






，

，

32112

3212

2112

2112

,,,,
,,,,

kknAPPAPP
kknAPPAPP

（4-1）

令 ))(,( 1212 PApB  ，

当 12  kn 时，

)( 21A

BPBpPPBpPPPBpPAPPAP nn   ),(),,,(),,,,()()( 12112111122111212 

BBPPBPPnPAPPAP  211222111212 2)()()( 

21112122111211

2112112122111212 2

APPAPAPPAP
APPPPAnPAPPAP

)()())()((
))()()(()()(







2111212112112122111212 2 APPAAPPPPAnPAPPAP )()())()()(()()(   （4-2）

将（4-2）式左乘 2P ，右乘 1P，可以得出

21121121 APPPPA )()(   .

当 kn 2 时，

)( 21A

BPBpPPBpPPPBpPAPPAP nn   ),(),,,(),,,,()()( 12112111122111212 

BBPPnPAPPAP  1222111212 2)()()( 

2111212112112122111212 2 APPAAPPPPAnPAPPAP )()())()()(()()(   （4-3）

将（4-3）式左乘 2P ，右乘 1P，有

21121121 APPPPA )()(   .

因此对于任意的 ),(  Nnnn 2 ，有

21121121 APPPPA )()(   .
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令  xPPA fx ,, 1221 0
 ，所以有

12121112 00
PPPPPPPP fxfx ,, )()(   . （4-4）

将（4-4）式作用在 0x 上，有

xxPPPfPxxPfPPP ))(()()( 011102010212   .

已知 exfxPf  )()( 00010 ，

所以可得 201110212 PxPPPfPPP ))(()(   ,

故有 2201110212 aPPxPPPfPPP  ))(()(  .

即证 )()()(  aIaPaPPPPPPP 21212111  .

设 )()( 112211 PPPPPPG   ，定义 上的一个映射如下：对于任意 A

],[)()( GAAA   .

显然，也是 上的一个  线性 Lie n-重导子，并且 )()()(  II  ，以及

根据前面的引理可知

)()()(],[)()(  212111111 PPPPPPGPPP  .

下面我们进一步探究的一些性质。

引理 4.5 ijij   )( ，其中 21  ji, ，并且 ji .

证明：因为 )()()()(  12 PIP ，结合（4-1）式可得









，

，

32112

3212

1221

1221

222 ,,,,
,,,,

),,,,(
kknAPPAPP

kknAPPAPP
PPPApn

所以对于任意的 ，1212 A 有

)),,,,(()( 2221212 PPPApA n 

))(,,,,(),,),(,(),,,),(( 222122221222212 PPPApPPPApPPPAp nnn 

),,,),(( 22212 PPPApn 









，

，

32112

3212

11222121

11222121

,,,,))(())((
,,,,))(())((

kknPAPPAP
kknPAPPAP
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任取 ，121212 BA , 对任意的 ，，，  221 nCCC 有

02211212   ),,,,,( nn CCCBAp .

所以可得出

)),,,,(( 22112120  nn CCCBAp












2

1
211211212

22112122211212

n

i
niiin

nnnn

CCCCCCBAp

CCCBApCCCBAp

),),(,,,,,,(

),,,),(,(),,,),((

),,,),(,(),,,),(( 22112122211212   nnnn CCCBApCCCBAp ，

),,,)),(,()),((( 22112122121221   nn CCCBApBApp .

对任意的 ， 321 nCCC ,,, 有

032112122121222   ),,,)),(,()),((( nn CCCBApBApp ,

以此类推，对任意的 ，1C 有

0112122121222  )),(,()),((( CBApBApp ,

即表示 )()),()),(  1212212122 BApBApN (( .

因为 ),,,,( 2221212 PPPApA n  ，所以

)),()),( 1212212122 BApNBAp (( 

))(,,,,,( 1222212 BPPPApN n 

)}),(,,,,(),,,),(,(
),,,,),(()),,,,,(({

12222121222212

12222121222212

BPPPApBPPPAp
BPPPApBPPPApN

nn

nn





),,,,),(( 1222212 BPPPApN n  .

12  kn 时，

),))( 12112221212 BPAPPAPp (( 

),,,,,))( 1222211222121 BPPPPAPPAPpN n  ((

)),,,,,))(( 122221122212112 BPPPPAPPAPppN n   ((
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),))( 12112221212 BPAPPAPpN ((  .

经过计算可得

)(),)( 
2

1211222

NBPAPp (

所以 01211222  ),)(( BPAPp ,

故对任意的 1212 B ，有

01121212122  PABBAP )()( .

结合上述引理可以得出 01122  PAP )( .

kn 2 时，

)),,,,(()( 2221212 PPPApA n 

))(,,,,(
),,),(,(),,,),((

22212

2221222212

PPPAp
PPPApPPPAp

n

nn





),,,),(( 22212 PPPApn 









，

，

32112

3212

11222121

11222121

,,,,))(())((
,,,,))(())((

kknPAPPAP
kknPAPPAP

（4-5）

将（4-5）式左乘 2P ，右乘 1P，可以得出 01122  PAP )( .

因此对于任意的 ),(  Nnnn 2 ，都有 01122  PAP )( ，结合上式，可得

12212112  PAPA )()( ，即证 1212   )( .

同理，对任意的 2121 A ，我们可以得到 21121221  PAPA )()( 。

引理 4.6 )()(   11 .

证明：对任意的 1111 A ，

)()())(()()( 1011010110111111 PxAfPxAfPAPA 

已知 )()(  1P ，且 )( 0110 xAf ，所以 )()(  11A .

引 理 4.7 对 任 意 的 2222 A ， 22022022  IxAfA ))(()( ， 特 别 地

IxPfP ))(()( 0202  .
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证明：因为 0111221  ),,,,,( PPPAPpn ,

所以有 )),,,,,(( 1112210 PPPAPpn 

),,,),(,( 111221 PPPAPpn 









3212

32112

22211222

22211222

,,,,)()(
,,,,)()(

kknPAPPAP
kknPAPPAP

（4-6）

因此对于任意的 ),(  Nnnn 2 ，将（4-6）式左乘 1P，右乘 2P ，

得 02221  PAP )( ，以及 01222  PAP )( ，

所以可得 221122   )(A .

结合前面的引理可知

2222102202222122122 PAPPxAfPAPPAPA )())(()()()(  ,

所以 22222220220022022  PAPPxAfIxAfA )())(())(()( ,

即证 22022022  IxAfA ))(()( .

由上式知 220202  IxPfP ))(()( ，并且 )()()()(  12 PIP ，

则 }{)())(()( 0220202   IxPfP .

故可证明 IxPfP ))(()( 0202  .

下面，我们来证明定理 4.1

对于一切 A ，我们定义 上的两个映射 和D如下：

IxAPPfPxAPPfA ))(()()()( 022010110  ,

和

)()()( AAAD  .

易知 是从 到 )( 的一个 -线性映射，D是 上的一个 -线性映射，此外

根据定义的 和D以及前面的引理我们可以知道下列各式：

（1） 对任意的 ijijA  有 ijijij AAD  )()( ，其中 21  ji, ，并且 ji  ；

（2） 021  )()()( IDPDPD ，
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（3） 对任意的 0111111  )(, ADA  ，

（4） 对任意的 22222222   )(, ADA ，

欲证明是标准的，往证D是 上的导子以及对于任意的  nCCC ,,, 21 ，

有 021  )),,,(( nn CCCp 即可。

下面我们进行证明：对任意的 skskijij BA   , ，其中 21  ksji ,,,

)()()( skijskijskij BDABADBAD  .

因为 ijijD  )( ，对于 sj ，显然有

0)( skijBAD ， 0 )()( skijskij BDABAD .

所以 )()()( skijskijskij BDABADBAD  .

因此我们仅需要证明以下 8种情形：

（1） )()()( 111111111111 BDABADBAD 

（2） )()()( 121112111211 BDABADBAD 

（3） )()()( 221122112211 BDABADBAD 

（4） )()()( 112111211121 BDABADBAD 

（5） )()()( 212221222122 BDABADBAD 

（6） )()()( 222222222222 BDABADBAD 

（7） )()()( 211221122112 BDABADBAD 

（8） )()()( 122112211221 BDABADBAD 

对任意的 0111111  )(, ADA  ，所以情形（1）是显然成立的。

对于任意的 BA, ， )()()()(  AADA  ，可以得到 ]),([]),([ BADBA  。

因此对任意的 ,1111 A 1212 B ，记

),,,,,()( 11112111211 1 PPPBApBA n
n  ,
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可以得出

)()( 12111211 BABAD 

)),,,,,()(( 11112111 PPPBApn
n 

))),,,,,((()( 11112111 PPPBApn
n 

},,,),(,(),,,,),(({)( 111121111112111 PPPBApPPPBAp nn
n 

},,,),(,(),,,),),(({)( 11112111111121111 PPPBApPPPBAp nn
n  

)},,,),(,(),,,),),((({)( 111121111111211211 PPPBDApPPPBADpp nn
n  

)},,,,)()()()(({)( 111111212111112121111 PPPABDBDAADBBADpn
n  

)},,,),()(({)( 1111211121111 PPPBDABADpn
n  












32121

321121

2121112111

2121112111

,,,),)()((()(
,,,),))()((()(

kknPBDABADP
kknPBDABADP

n

n

)()( 12111211 BDABAD  .

所以 )()()( 121112111211 BDABADBAD  ，情形（2）成立。

情形（3）、（4）、（5）和情形（2）证明类似，故证明过程略去。

对任意的 2121 C ，根据情形（5）的结论，我们可以得到以下两个等式：

)()()( 212222212222212222 CDBACBADCBAD  ,

以及

)()()( 212222212222212222 CBDACBADCBAD 

)()()( 212222212222212222 CDBACBDACBAD  .

比较上面两个等式，可以得出

212222212222212222 CBDACBADCBAD )()()(  .

其中 222222  BA , .

因此我们可以得出对任意的 2121 C ， 021 TC ，

其中 )()()( 222222222222 BDABADBADT  .
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任取中的一个元素 x，令 1221 0
PPC fx, ，

由 xTPxTPxPfxPTP fx 22010012 0
0  )(, ，可得 02 TP .

又因为 22T ，所以 02 TPT 故情形(6)成立。

下面，我们证明情形（7）和（8）。

任取 12 中的一个元素 12A 和 21 中的元素 21B ，通过计算，我们很容易得到下列

式子：

)),,,,,(()),,,,,(( 21222122122212 BPPPApDBPPPAp nn 

)),,,,,(())(,,,,,(
),,,),(,(),,,,),((

21222122122212

21222122122212

BPPPApDBPPPAp
BPPPApBPPPAp

nn

nn





)),,,,,((
))(,,,,,(),,,,),((

21222121

2122212121222121

BPPPApD
BPPPApBPPPAp

n

nn









)),(())(,()),(( 211222112221122 BApDBApBAp 

)())(,()),(( 122121122112221122 ABBADBDApBADp 

))()()(())()()(( 122112211221211221122112 ABDADBABDBADBDABAD  .

因为

)()),,,,,((
)),,,,,(()),,,,,((





2122212

21222122122212

BPPPAp
BPPPApDBPPPAp

n

nn


，

所以存在  ，使得

IBPPPApDBPPPAp nn  )),,,,,(()),,,,,(( 21222122122212 ,

即 IADBABDABDBADBDABAD  )()()()()()( 122112211221211221122112 .

因为 jijiD ,, )(   ，

所以有 11211221122112  )()()( BADBDABAD ,

以及

22122112211221  )()()( ADBABDABD .

用 21 PP， 分别右乘上式，可以得出：
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1211221122112 PBDABADBAD  )()()( ,

2122112211221 PADBABDABD  )()()( .

结合情形（2）有

)()()( 122112122112122112 ADBAABADABAD 

)()()( 12211212122112122112 ADBAAABDAABAD   .

结合情形（3）有

)()()( 122112122112122112 ABDAABADABAD 

12122112122112122112 AADBAABDAABAD  )()()( .

比较两式可以得出， 012 A ，注意到D是 -线性的，上面两个式子分别乘以

可得 02
2

1
2  PP  ，因此有 02  .

根据是一个交换的 C*-代数， 02  即可以推出 0 .

结合上述证明，情形（7）和（8）成立。

由情形(1)到(8)的结论，结合D的可加性以及 ijijAD )( ，即知D是一个导子。

现在我们证明对任意的  nCCC ,,, 21 ，有 021  )),,,(( nn CCCp 。实际上，

)),,,(()),,,(()),,,(( nnnnnn CCCpDCCCpCCCp  212121

)),,,(()),),(,,,(( nn

n

i
nin CCCpDCCCCp 


21

1
21

)),,,(()),),(,,,(( nn

n

i
nin CCCpDCCDCCp 


21

1
21

0 .

所以 )()()( AADA  是 上的一个标准 Lie n-重导子。定义一个 上的 -线

性映射为：对任意的 A :

],[)()( GAADAd  ,

因此我们有

)()(],[)()(],[)()( AAdGAAADGAAA   .



安徽工程大学硕士学位论文

36

其中 d是一个 -线性的导子， 是一个从 到 )( 的 -线性映射，并且对任

意的  nCCC ,,, 21 ，有 021  )),,,(( nn CCCp 。即证明 是一个标准的 Lie n-重

导子。
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第 5 章 回顾与展望

5.1回顾与总结

本文主要在 Hilbert C*-模算子代数上考虑一些线性映射的标准形式。以

Banach代数为起点，主要在Hilbert C*-模算子代数上深入探求Lie导子以及Lie n-

重导子的结构性质，同时也考虑了一些如导子、内导子、零化交换子和 Jordan

导子等映射的性质。全篇共计分为五个章节，主要工作如下：

在第一章中，我们分为三节来介绍我们将要讨论的问题的背景、国内外的一

些学者之前相关研究的进展以及已经取得的重要研究成果和目前学者们聚焦的

尚未解决的一些难题。为了帮助读者更好的理解相关内容，在本章末尾阐释下文

中提到的代数和映射的具体定义和其重要性。

在第二章中，我们首先介绍了预备知识和一些基础且重要的、并在后文会反

复应用的结论。

在第三章中，考虑了 Lie导子在 Hilbert C*-模上的标准性，我们证明了如果

存在 0x ， 0f ，使得 exf ）（ 00 ，则 )(End 上的每个 -线性 Lie 导子

都是标准的。

在第四章中，我们以第三章为研究基础，将 2推广到 n（Lie导子即 Lie二

重导子），考虑了 Lie-n重导子在 Hilbert C*-模上的标准性。与第三章不同的是，

我们要考虑 n的奇偶性，所以证明过程是要考虑全面的。最终我们证明了如果存

在 0x ， 0f ，使得 exf ）（ 00 ，则 )(End 上的每个 -线性 Lie n-重导

子都是标准的。

5.2展望工作

虽然这一阶段工作已经取得一定的研究结论，但是未来还有还多问题值得我

们去探求与思考。在未来的探索工作中希望着力于研究以下问题：（1）考虑是
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否能将“Hilber C*-模上存在 0x ， 0f ，使得 exf ）（ 00 ”这一前提条件去

除，进一步在代数上研究 Lie导子及 Lie n-重导子的标准形式。（2）对于 Hilber

C*-模算子代数上的研究至今颇少，可以再继续考虑局部 Lie导子、2局部 Lie 导

子以及局部 Lie n-重导子是否具有标准形式。
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