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标准算子代数上的导子和 Lie n-导子

摘 要

本文研究了标准算子代数上的一些映射，主要包括导子，局部

导子，2-局部导子，Lie n-导子和局部 Lie n-导子等。全文分为 5个

章节。

第一章介绍了本文的研究背景，交代了本文所需要研究的问题，

回顾了国内外学者的研究进展。同时，给出了需要研究的代数以及

映射的定义。

第二章主要考虑了标准算子代数上的导子问题。设X 是一个

Banach空间，X上的全部有界线性算子记作 ( )B X ，标准算子代数

记作A。我们采用另一种方法证明了从A到 ( )B X 的导子都是内导

子，同时证明了从A到 ( )B X 的局部导子都是导子，最后还证明了

从A到 ( )B X 的 2-局部导子都是导子。

第三章主要考虑了标准算子代数上的 Lie n-导子标准性问题。

我们证明了从标准算子代数到 ( )B X 的 Lie n-导子是标准的，即

可以写成 d  的形式，其中 d 表示一个导子，  表示从 A 到

( , ( ))B XZ A 的 线 性 映 射 ， 同 时 对 于 任 意 的 1 2, , , nx x x ， 有

1 2( ( )) 0, , ,n np x x x  ，其中， ( , ( ))B XZ A 表示集合{ ( )B B X ：对

任意的 , }A AB BA A 。

第四章在标准算子代数上的 Lie n-导子标准性问题的基础之上，
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我们证明了从标准算子代数到 ( )B X 的局部 Lie n-导子是 Lie n-导子。

第五章，总结与展望。

关键词：标准算子代数，导子，局部导子，Lie n-导子，局部 Lie n-

导子
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Derivations and Lie N-derivations on Standard

Operator Algebras

ABSTRACT

In this thesis, some mappings on standard operator algebras are

studied, including derivations, local derivations, 2-local derivations, Lie

n-derivations and local Lie n-derivations, etc. The full text is divided into

5 chapters.

In Chapter one, we introduce the research background of this thesis,

explain the problems that need to be studied in this thesis and review the

research progress of domestic and foreign scholars. At the same time, the

definition of algebras and mappings which need to be studied are given.

In Chapter two, we mainly consider derivation problems on standard

operator algebras. Let X is a Banach space, all bounded operators on

X are denoted ( )B X , the standard operator algebra is denoted A . We

use another way to prove that the derivations of A to ( )B X are all inner

derivations. At the same time, we prove that all local derivations from A

to ( )B X are derivations. Finally, we also prove that all 2-local

derivations from A to ( )B X are derivations.

In Chapter three, we mainly consider the problem of normality of
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Lie n-derivations on standard operator algebras. We prove that the Lie n-

derivation  from standard operator algebras to ( )B X is standard, i.e., 

can be written in the form d  , where, d represents a derivation,

 represents a linear mapping from A to ( , )( )B XZ A , while for

arbitrary 1 2, , , nx x x  A , there are 1 2( )) 0( , , ,n np x x x  , where,

( , )( )B XZ A stands for sets{ ( )B B X : for any , }A AB BA A .

In Chapter four, building on the problem of the normality of Lie n-

derivations on standard operator algebras, we prove that the local Lie n-

derivations from standard operator algebras to ( )B X are Lie n-derivations.

In Chapter five, summary and prospect.

Chen Lin (Applied Mathematics)

Supervised by He jun

KEYWORDS: standard operator algebra, derivation, local derivation, Lie

n-derivation, local Lie n-derivation
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第 1章 绪论

1.1背景介绍

20世纪 30年代左右，基于研究量子力学的需要，Murray等撰写了许多文

章，研究了部分算子环的一些性质，由此开启了一个新的数学领域，即算子代

数。之后，Kadison等学者开创了一个新的算子代数，即非自伴算子代数，加快

了算子代数的发展。经过众多学者多年的努力耕耘，算子代数已日趋成熟，和

许多学科领域都有密不可分的联系。Dixmier[1]于 1977年在著作“C*- Algebras ”

中对算子代数的基本理论进行了系统的阐述。Dixmier[2]于 1981年在著作“von

Neumann Algebras”中对算子代数的一些重要理论进行了介绍和说明。李炳仁[3]

于 1986年在“算子代数”中阐述了算子代数的基本理论。侯晋川[4]于 2002年在著

作“算子代数上的线性映射引论”中研究了一些代数上的线性映射问题。

在算子代数领域，无论是出于理论的需要，还是现实应用的需要，导致诸

多学者逐渐开始研究一些映射，并提出了一些概念，例如导子，局部导子，Lie

导子等。自算子代数建立以来，它就受到了许多学者的广泛关注，理论体系也

在不断完善。

探讨映射的局部性问题，是本文需要研究的问题。同时，关于某些映射标

准性的刻画，也是一个非常有意义的研究方向。在下一节中，我们将进行详细

阐述和说明。

1.2 问题描述

本节中，我们介绍问题的研究背景及其研究进展情况，同时，交代了本文

需要研究的主要问题。

设A 是实或复数域上的代数，M 是一个A -双边模。若没有其它具体说

明， 表示一个从A到M的线性映射。
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1.2.1导子的局部性

若对于任意的 ,A BA，都有   ( ) ( ) ( )AB A B A B ，则称 为一个导子。

若对于任意的 AA ，都有    2( ) ( ) ( )A A A A A ，则称 为一个 Jordan

导子。Jordan 导子还有另一种等价表示形式，即对于任意的 ,A BA ，都有

     ( ) ( ) ( )A B A B A B ，其中，  A B AB BA是 A和B的 Jordan积。

很明显，由定义知，如果一个线性映射是导子，则其必然是一个 Jordan导

子，但反之不然。故识别哪些代数上的 Jordan导子是导子是很有意义的。

Herstein[5]于 1957年证明了 2-无挠素环到本身的 Jordan导子是导子。设L是

一个子空间格，Lu[6]于 2010 年证明了如果 Banach 空间 X 上的 L满足条件

{ _ : } (0)L L  LJ 或者 { : }L L X  LJ ，则从 LlgA 到 ( )B X 的 Jordan导子为

导子。魏妙[7]于 2012年研究了 2-无挠素环 R上的左 Jordan导子问题，证明了从

R到 Z(R)的左 Jordan导子是导子。关于 Jordan导子的更多结论，可参考[8-12]。

如 果 给 定 M 中 的 一 个 元 素 T ， 使 得 对 于 任 意 的 AA ， 都 有

  ( )A TA AT ，则称 是一个内导子。

容易验证，内导子是一个导子，但反之未必。因此判断哪些代数上的导子

是内导子，这是非常有价值的问题。

Kadison[13]和 Sakai[14] 在 1966年各自刻画了如果 D是 von Neumann代数上

的导子，则 D是一个内导子。Chernoff[15]于 1973年证明了从闭的标准算子代数

到 B(X)上的导子是内导子。设 R是交换环上的全矩阵代数且包含单位元，刘胜

琦[16]于 2013年证明了 R上的导子是内导子。Saidi等[17]于 2015年刻画了 Hilbert

C*-模代数上导子的内导性。关于内导子的其他信息，可参考[18-20]。

若对于任意的 AA ，存在导子 A ，都有 ( ) ( )A A A  ，则称 是一个局部

导子。

局部导子的概念是由 Kadison[21]与 Larson和 Sourour[22]各自独立提出的。由

定义可知，导子是局部导子，但反之未必。因此证明某些代数上的局部导子是

导子的问题是很有价值的，同时也是许多学者研究算子代数上的映射问题的一
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个重要方向。

Zhu[22]于 1995年刻画了套代数上的局部导子。Wu[23]于 1997年考虑了自反

代数上的局部导子问题。设 H是一个 Hilbert空间，R是一个 CSL子代数，Li

和 Pan[24]于 2010年证明了如果 D是一个从 H上的 von Neumann代数中的 R到

B(H)的局部导子，则 D是导子。设 R是一个Witt代数，赵跃强[25]于 2021年证

明了 R上的局部导子是导子。关于局部导子的更多知识，可参考[26-30]。

若映射 满足：对于任意的 ,A BA，存在导子
,A B

 ，都有
,
( ) ( )

A B
A A  ，

,
( ) ( )

A B
B B  ，则称 是一个 2-局部导子。

Semrl[31]于 1997 年阐述了 2-局部导子的概念，同时证明了若 H 是一个

Hilbret空间且是可分的，那么 B(H)到自身的 2-局部导子是导子。綦伟青和纪培

胜[32]于 2000年研究了 AFC*-代数 R上的 2-局部导子问题，刻画了 R到 R-双模

上的 2-局部导子是一个导子。设 R是一个图矩阵代数且是对称的，张建华和李

红霞[33]于 2006年证明了 R上的 2-局部导子是导子。有关 2-局部导子的更多知

识，可参考[34-38]。

在第二章中，我们证明了从标准算子代数到 ( )B X 的局部导子是导子，结合

从标准算子代数到 ( )B X 的导子是内导子的结论，还证明了从标准算子代数到

( )B X 的 2-局部导子是导子。

1.2.2 Lie n-导子的标准性

若 对 任 意的 A,A B ， 都 有    ([ , ]) [ ( ), ] [ , ( )]A B A B A B ， 其 中 ，

 [ , ]A B AB BA称为 A和B的 Lie积，则称 是一个 Lie导子。

若 Lie导子 可以写成d  的形式，其中d 表示一个导子， 表示从A 到

( , ( ))B XZ A 的线性映射，同时对于任意的 A,A B ，都有 ([ , ]) 0A B ，则称

 是一个标准 Lie导子。

Lie导子的标准性问题是由 Martindale[39]于 1964年最先考虑的。Mathien和

Villena[40]于 2003年证明了若 D是一个 C*-代数到本身的 Lie导子，则 D是标准

的。Lu[41]于 2006年探讨了如果 R是一个 CDCSL代数，则 R到本身的 Lie导子
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是标准的。关于 Lie导子的更多信息，可参考[42-44]。

上述提到的 Lie积也称为换位子。下面用递归的方式定义 n重 Lie积：对于

任意的 1 2, , , nx x x  A ，令 1 2 2 1 1 2 1(( , , , ) ( , , , ), )n n n n np x x x p p x x x x   ， 1 1 1( )p x x 。

多项式 1 2( , , , )n np x x x 也称为 n-1重换位子。如果对于任意的 1 2, , , nx x x  A ，

都有 1 2 1 21
( ,( ( , , , )) ( , , , ( ), ))n

n n n i ni
p x x x p x x x x 


   ，那么称  是一个 Lie n-

导子。

设 是一个 Lie n-导子，若 可以分解成d  的形式，其中 d是一个导子，

 是从A 到 ( , ( ))B XZ A 的线性映射，并且对于任意的 1 2, , , nx x x  A ，有

1 2, , ,( ( )) 0n nx x xp  ，其中， ( , ( ))B XZ A 表示集合 { ( ) :B B X 对于任意的

, }A AB BA A ，则称 是一个标准 Lie n-导子。

Miers[45]于 1978年刻画了一个型分解中不含交换型 von Neuman代数上的

Lie 3-导子是标准的。沈其骅[46]于 2012年考虑了三角代数上的 Lie 3-导子标准性

问题，交代了 Lie 3-导子在三角代数上具有标准性的充要条件。Benkovic[47]于

2015年在证明了在一些条件下，非平凡幂等单位代数A 上的 Lie 3-导子 ，具

有 d     的分解形式，其中，是A 中的导子， d是A 中的 Jordan导子，

 是从A 到 ( )Z A 的线性映射。张雪丽[48]于 2022年证明了从标准算子代数到

( )B X 的 Lie 3-导子是标准的。

对于更一般的 Lie n-导子。刘红玉和霍东华[49]于 2013年刻画了三角代数上

的 Lie n-导子的标准性。李晓雯[50]于 2015年将 Benkovic[47]的证明结论推广到

Lie n-导子上，进一步得到此类代数上 Lie n-导子的一个刻画。

在第三章中，我们将研究从标准算子代数到 ( )B X 的 Lie n-导子标准性问题。

1.2.3 Lie n-导子的局部性

若对于任意的 AA ，存在 Lie n-导子
A ，使得 ( ) ( )

A
A A ，则称 是

一个局部 Lie n-导子。

He等[51]于 2018年刻画了一些代数上的局部 Lie导子是 Lie导子。宁彤[52]于

2020年考虑了作用在因子 von Neuman代数上的双局部 Lie导子问题。同年，齐
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霄霏和冯小雪[53]刻画了 von Neuman代数上的局部可乘 Lie n-导子。关于局部

Lie n-导子的其他信息，可参考[54,55]。

在第四章中，我们将研究从标准算子代数到 ( )B X 的 Lie n-导子局部性问题。

1.3 基本概念

1.3.1 本文涉及到的代数

定义 1.1 Banach空间

若赋范空间X 中的 Cauchy列均收敛，则称X 是一个 Banach空间。

定义 1.2 Banach代数

设A 是一个数域上的代数，如果在A 上有范数  ，且对任意的 A,A B ，

满足：

    AB A B ,

则称A 是一个赋范代数。

若A 在  下是完备的，则称A 是一个 Banach代数。

定义 1.3 有限秩算子

Banach 空间X 上的全部有界线性映射记作 ( )B X 。对于 ( )B XA ，符号

RanA表示 A的值域。若 RanA是X 的有限维子空间，则称 A是有限秩算子。

X 上全部有限秩算子记作 ( )F X 。

注 1：对于任意的 x X ， *f X ，定义算子 x f 如下：对于任意的 y X ，

( ) ( )x f y f y x  。显然， ( )x f B X  。如果 x和 f 都是非零的，则 fx 的

秩为 1。 秩一算子的一些性质是非常浅显的，我们将其罗列如下：对于任意的

,x y X ， *,f g X ， , ( )A B B X ，有

(1) ( ) ( )x f A x fA   ， ( ) ( )A x f Ax f   ；

(2) ))(())(( gxyfgyfx  ；

(3)每一个秩为 n的算子都可以写成
1

n
i ii
x f


 的形式，其中， ix X ， *

if X ；
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(4) ( )F X 是 ( )B X 的双边理想；

(5) ( )F X 是 ( )B X 的分离集，这意味着由 0)( XAF 可得 0A  ，以及由

0)( AXF 可得 0A  。

定义 1.4 标准算子代数

Banach空间X 上的全部有界线性映射记作 ( )B X ，符号 ( )F X 是X 上全部

有限秩算子。若A 是 ( )B X 的子代数，同时 ( )F X A ，则称A 是一个标准算

子代数。

1.3.2本文研究的映射

设A 是一个数域上的代数，M是一个A -双边模。本文中，我们所需要

研究的从A 到M的映射，罗列如下：

定义 1.5 导子

若 是线性的且满足：对于任意的 A,A B ，都有 ( ) ( ) ( )AB A B A B    ，

则称 是一个导子。

定义 1.6 Jordan导子

若 是线性的且满足：对于任意的 AA ，都有   2( ) ( ) ( )A A A A A ，

则称 为一个 Jordan导子。

注 2：Jordan导子还有另一种等价表示形式，如下：如果 是线性的且满足

条件：对于任意的 A,A B ，都有      ( ) ( ) ( )A B A B A B ，其中，

 A B AB BA称为A和B 的 Jordan积，则称 为一个 Jordan导子。

下面验证等价性：

若对于任意的 AA ，都有

   2( ) ( ) ( )A A A A A , (1.1)

则对于A 的任意的元素 ,B A B ，有

   2( ) ( ) ( )B B B B B (1.2)

和
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        2(( ) ) ( )( ) ( ) ( )A B A B A B A B A B . (1.3)

等式(1.3)-等式(1.2)-等式(1.1)，可得

     ( ) ( ) ( )A B A B A B .

反之，如果对于任意的 ,A BA，都有

     ( ) ( ) ( )A B A B A B ,

可知

     ( ) ( ) ( )A A A A A A ,

从而得到

   2( ) ( ) ( )A A A A A .

注 3：导子必然是 Jordan导子。

验证如下：

若 是一个导子，则对于任意的 ,A BA，有

( ) ( ) ( )AB A B A B   

和

   ( ) ( ) ( )BA B A B A ,

从而可得

  ( ) ( )A B AB BA

  ( ) ( )AB BA

      ( ) ( ) ( ) ( )A B A B B A B A

      ( ( ) ( )) ( ( ) ( ) )A B B A A B B A

   ( ) ( )A B A B .

定义 1.7 内导子

若 是线性的且满足：给定M中一个元素T ，使得对任意的 AA ，有

  ( )A TA AT ，则称 是内导子。

注 4：内导子一定是导子。
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验证如下：

若 是一个内导子，则存在M中一个给定的元素T ，有

( )AB TAB ABT  

和

( ) ( ) ( ) ( )A B A B TA AT B A TB BT TAB ABT        .

定义 1.8 Lie导子

如 果  是 线 性 映 射 且 满 足 ： 对 于 任 意 的 A,A B ， 都 有

   ([ , ]) [ ( ), ] [ , ( )]A B A B A B ，其中，  [ , ]A B AB BA称为A和B 的 Lie积，

则称 是一个 Lie导子。

注 5：导子必然是 Lie导子。

验证如下：

若 是一个导子，则有

  ([ , ]) ( )A B AB BA

  ( ) ( )AB BA

      ( ) ( ) ( ) ( )A B A B B A B A

      ( ( ) ( )) ( ( ) ( ) )A B B A A B B A

  [ ( ), ] [ , ( )]A B A B .

定义 1.9 标准 Lie导子

如果 Lie导子 可以写成d  的形式，其中，d 表示一个导子， 表示一

个从 A 到 ( , ( ))B XZ A 的线性映射，同时对于任意的  A,A B ，都有

 ([ , ]) 0A B ， 其 中 ， ( , ( ))B XZ A 表 示 集 合 { ( ) :B B X 对 于 任 意 的

, }A AB BA A ，则称 是一个标准 Lie导子。

定义 1.10 Lie n-导子

如 果  是 线 性 映 射 且 满 足 ： 对 于 任 意 的 1 2, , , nx x x  A ， 都 有

1 2 1 21
(( ( , , , )) ( , , , ( ), , ))n

n n n i ni
p x x x p x x x x 


   ，其中， 1 2( ), , ,n np x x x 称为

1 2, , , nx x x 的 n重 Lie积，则称 是一个 Lie n-导子。
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定义 1.11标准 Lie n-导子

若 Lie n-导子 可以写成d  的形式，其中 d 表示一个导子， 表示一个

从 A 到 ( , ( ))B XZ A 的线性映射，同时对于任意的 1 2, , , nx x x  A ，有

1 2( ( , , , )) 0n np x x x  ，其中， ( , ( ))B XZ A 表示集合 { ( ) :B B X 对于任意的

, }A AB BA A ，则称 是一个标准 Lie n-导子。

定义 1.12局部导子

如果  是线性的且满足：对于任意的 AA ，存在导子 A ，使得

 ( ) ( )
A

A A ，则称 是一个局部导子。

注 6：导子一定是局部导子。

定义 1.13 2-局部导子

如果 满足：对于任意的 ,A B A ，存在导子
,A B
，使得 

,
( ) ( )

A B
A A ，

 
,
( ) ( )

A B B
B B ，则称 是一个 2-局部导子。

注 7：2-局部导子 自身具有齐次性，即对于任意的  F ， AA ，都有

( ) ( )A A   。

验证如下：

若 是一个 2-局部导子，则对A 中的两个元素 ,A A ，一定存在导子 ,A A ，

满足 , ( ) ( )A A A A  和 , ( ) ( )A A A A    ，于是

, ,( ) ( ) ( ) ( )A A A AA A A A         .

注 8：2-局部导子 蕴含着对于任意的 AA ，都有   2( ) ( ) ( )A A A A A 。

验证如下：

若 是一个 2-局部导子，则对A 中的两个元素 2,A A ，一定存在导子 2,A A
 ，

满足 2,
( ) ( )

A A
A A  和 2

2 2
,
( ) ( )

A A
A A  ，于是

2 2 2
2 2

, , ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A A A A A A
A A A A A A A A A A          .

注 9：由 2-局部导子的定义，可知 2-局部导子仅是一个映射，不能判断是

否是线性的。如果我们能够证明 2-局部导子具有可加性，又由 2-局部导子自身

具有齐次性，从而证明其是一个线性映射，这样，就可以把一个 2-局部导子问

题转化为局部导子或 Jordan导子问题。
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定义 1.14 局部 Lie n-导子

如果  是线性的且满足：对于任意的 AA ，存在 Lie n-导子 A ，使得

 ( ) ( )
A

A A ，则称 是一个局部 Lie n-导子。
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第 2章 导子的局部性

2.1引言

由第 1章介绍的知识可知，导子是局部导子，也是 2-局部导子，反之未必。

我们需要研究的问题是判断某些代数上的局部导子，2-局部导子是导子。

设X 是数域上的 Banach空间。 *X 是X 上一切有界线性泛函的集合，符号

( )B X 表示X 上全部有界线性算子。对于 ( )B XA ，符号RanA表示 A的值域。

如果 RanA是X 的有限维子空间，则称 A是有限秩算子。符号 ( )F X 表示X 上全

部有限秩算子。A 是一个标准算子代数，即 ( )F XA ，同时A 是 ( )B X 的一

个子代数。对于任意的 x X ， *f X ，定义算子 fx 如下：对于任意的 y X ，

( ) ( )x f y f y x  。显然， ( )x f B X  。若 x和 f 都是非零的，则 fx 的秩

为 1。

在本章第 2节中，我们刻画了从标准算子代数到 ( )B X 的局部导子是导子。

同时，在本章第 3节中，我们刻画了从标准算子代数到 ( )B X 的 2-局部导子是

导子。

2.2局部导子

在本节中，我们研究了从标准算子代数到 ( )B X 的局部导子问题，首先介

绍以下引理。

引理 2.1 从闭的标准算子代数A 到 ( )B X 的导子都是连续的。

证明 设  是从 A 到 ( )B X 的导子。假设  nT A 是收敛到 0 的序列，

 ( )nT 收敛到T。根据闭图像定理，要证明 是连续的，只需要证明 0T  。

对于任意的 ,x y X ， *,f g X ，结合秩一算子的性质，可得

( ) ( ( ) ) ( ) ( )n n nx fT y g f T y x g f T y x g        .
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一方面，由 0nT  ，显然有 ( ) 0nx fT y g    。另一方面，根据

( ) ( ) ( ) ( )n n n nx fT y g x f T y g x f T y g x fT y g              ,

以及 0nT  ， ( )nT T  ，可得

( ) ( )nx fT y g x fTy g f Ty x g        .

因此，对于任意的 ,x y X ， *,f g X ，有 ( ) 0f Ty x g  。于是可知 0T  。

定理 2.2 从闭的标准算子代数A 到 ( )B X 的导子都是内导子。

证明 设 是从A 到 ( )B X 的导子。设 0 Xx  ， *
0f X ，使得 0 0( ) 1f x  。定

义X 到自身的映射T 如下：对于任意的 Xx ，有

0 0( )Tx x f x  .

由引理 2.1，可知  是连续的。故对于任意的 nx X ，当 0nx  时，有

0 0nx f  ，所以

0 0( ) 0n nTx x f x   ,

故T 也是连续的。对于任意的 1 2,x x X ，F ，有

1 2 1 2 0 0( ) (( ) )T x x x x f x   

1 0 2 0 0( )x f x f x   

1 0 0 2 0 0( ) ( )x f x x f x    

1 2Tx Tx 

和

1 1 0 0( ) ( )T x x f x   

1 0 0( ( ))x f x  

1 0 0( )x f x 

1( )T x .

可得T是线性的。因此 ( )T B X 。

对于任意的 x X ， AA ，有

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )TAx Ax f x A x f x A x f x A x ATx           .

这蕴含着 ( )A TA AT   。即 是一个内导子。

定理 2.3 从标准算子代数A 到 ( )B X 的局部导子都是导子。

证明 设 是从A 到 ( )B X 的局部导子。首先考虑A 包含单位元 I 的情况。

设 , ,A B CA ，且 0AB BC  。利用局部导子的定义可得，存在导子 B ，使得

( ) ( )B B B  。进而可得
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0B B B BA B C A B C ABC A BC AB C         .

设 P是一个幂等元，则Q I P  也是一个幂等元，且 0PQ  。任取 ,X Y A ，

当 0XY  时，由 0PQX QXY  ，可得 ( ) 0P QX Y  ，同理可得 ( ) 0Q PX Y  。

进而，可得

( ) ( ) ( )PX Y P Q PX Y  

( ) ( )P PX Y Q PX Y  

(( ) )P I Q X Y 

( ) ( )P X Y P QX Y  

( )P X Y .

因为有限秩算子可以写成幂等元的线性组合，所以对于任意的 ( )R F X ，亦有

( ) ( )RX Y R X Y  。又因为 ( )F X 是 ( )B X 的双边理想，从而对于任意的 AA ，

有

( ) ( )RAX Y R AX Y 

和
( ) ( )RAX Y RA X Y  .

又因为 ( )F X 是 ( )B X 的分离集，进而可得

( ) ( )AX Y A X Y  ,

这里的 A是A 中任意元素， ,X Y是A 中任意两个乘积为 0 的元素。因此，对于

幂 等 元 P 和 Q I P  以 及 任 意 的 AA ， 即 有 ( ) ( )AP Q A P Q  和

( ) ( )AQ P A Q P  ，于是

( ) ( ) ( )( ) ( )( )AP A P AP P Q A P P Q       

( ) ( )AP P A P P  

( ( )) ( )A I Q P A I Q P    

( ) ( ) ( ) ( )A P AQ P A I P A Q P      

( ) ( )A P A I P   .

由局部导子的定义知，存在导子 I ，使得 ( ) ( ) 0II I   。由此可得

( ) ( ) ( )AP A P A P    .

进而对于任意的 ( )R F X ，有

( ) ( ) ( )AR A R A R    .

对于任意的 BA ，再由
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( ) ( ) ( )ABR AB R AB R   

和

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))ABR A BR A BR A BR A B R B R          ,

以及 ( )F X 的分离性，可得

( ) ( ) ( )AB A B A B    .

即证 是一个导子。

接下来考虑A 不包含单位 I 的情况。在这种情况下，用 A 表示单位代数

IA F 。

对每一个从A 到 ( )B X 的线性映射 ，我们定义一个从 A 到 ( )B X 线性映

射如下：对于任意的 AA ， F ，有 ( ) ( )A I A    。从而对于任意的

,A BA， , F ，有

(( )( )) ( )A I B I AB B A I            

( )AB B A    

( ) ( ) ( )AB B A      

( ) ( ) ( )AB B A    

和

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A I B I A I B I A B A B B A                   .

这蕴含着 是一个导子当且仅当是一个导子。

由于 是局部导子，因此存在导子 A ，使得 ( ) ( )AA A  。除此之外，对于

一切的 AA ， F ，我们都有 ( ) ( ) ( ) ( )A AA I A A A I           。这蕴含

着是一个从 A 到 ( )B X 的局部导子。由A 包含单位 I 情形的结论，可知是

一个导子。因此， 是一个导子。

2.3 2-局部导子

在本节中，我们研究了从标准算子代数到 ( )B X 的 2-局部导子问题。

我们考虑在 ( )F X 上定义一个泛函 tr如下：对于给定的
1

( )n
i ii
x f F X


  ，

令
1 1

( ) ( )n n
i i i ii i

tr x f f x
 

   ，显然 , tr是线性的，并且对于任意的 AA ，
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( )R F X ，有

( ) ( )tr AR tr RA . （2.1）

但是需要注意的是， ( )F X 中元素分解成秩 1算子的和，形式不是唯一的。因此

要想说明上述泛函 tr的定义是合理的，还需证明同一个元素在不同的分解形式

下，在映射 tr下的像是确定的。这一点将由下述引理来保证。

引理 2.4 对于任意的 ix X ， *
if X ，若

1
0n

i ii
x f


  ，则

1
( ) 0n
i ii
f x


 。

证明考虑矩阵

1 1 1 2 1

1 2

( ) ( ) ... ( )
. . ... .
. . ... .
. . ... .
( ) ( ) ... ( )

n

n n n n

f x f x f x

A

f x f x f x

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ,

由矩阵乘法， 2A 的第 ,i j元是

1 1
( ) ( ) ( ( ) )n n
i k k j i k j kk k
f x f x f f x x

 
 

1
( ( ( ) ))n
i k j kk
f f x x


 

1
( )n
i k k jk
f x f x


 
0 .

于是可知 2 0A  。因此 A的特征值都为 0 。故 A的迹为 0 ，即
1

( ) 0n
i ii
f x


 。

定理 2.5 从标准算子代数A 到 ( )B X 的 2-局部导子是导子。

证明 设 是从A 到 ( )B X 的 2-局部导子。对任意的 AA ， ( )S F X ，由

2-局部导子的定义，存在导子 d ，使得 ( ) ( )A d A  和 ( ) ( )S d S  。利用定理

2.2，可知 d是内导子。因此，存在 ( )T B X ，使得

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A S A S d A S Ad S d AS AST TAS       .

再由式（2.1），可得 ( ( ) ( )) 0tr A S A S   ，即 ( ( ) ) ( ( ))tr A S tr A S   。

对于任意的 ,A BA ， ( )S F X ，有

( ( ) ) (( ) ( ))tr A B S tr A B S    

( ( )) ( ( ))tr A S tr B S   

( ( ) ) ( ( ) )tr A S tr B S  
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(( ( ) ( )) )tr A B S   .

记 ( ) ( ) ( )C A B A B      ，可得

( ) (( ( ) ( ) ( )) )tr CS tr A B A B S     

( ( ) ( ( ) ( )) )tr A B S A B S     

( ( ) ) (( ( ) ( )) )tr A B S tr A B S     

0 .

取 S x f  ，其中 x X ， *f X ，可得 ( ) ( ) 0tr Cx f f Cx   。由 x和 f 的任

意性，易知 0C  ，即 ( ) ( ) ( )A B A B     。因此， 是可加的。此外，由 2-

局部导子的定义，可得 是齐次的。因此， 是线性的，从而是一个局部导子。

由定理 2.3，即知 是一个导子。
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第 3章 Lie n-导子

3.1引言

在本章中，用 I 表示 ( )B X 中的单位算子。设 0x X ， *
0f X ，且

0 0( ) 1f x  。记 1 0 0P x f  ， 2 1P I P  ，其中 1P和 2P 是 ( )B X 中的幂等元，同时，

i jP PA 和 ( )i jPB X P 可以记作 ijA 和 ( )ijB X ，另外，对于任意的 AA ， i jPAP 记作

ijA ，其中1 , 2i j  。

以下的性质是非常浅显的，且在我们的证明过程中会经常用到。

Banach 空间X 上的标准算子代数记作A ，X 上一切有界线性算子记作

( )B X ，则对于任意的 ,x y X ， *,f g X ， , ( )A B B X ，有

(1) ( ) ( )A x f Ax f   和 ( ) ( )x f A x fA   ；

(2) ( )( ) ( )( )x f y g f y x g    ；

(3) ( , ( ))B X I FZ A .

在本章的第 2节中，我们证明了从标准算子代数到 ( )B X 的 Lie n-导子都是

标准的。

3.2 Lie n-导子的标准性

在本节中，我们研究了从标准算子代数到 ( )B X 的 Lie n-导子标准性问题。

引理 3.1 对于任意的 ( )A B X ，都有 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1( ) ( )PAP f Ax P f PAPx P  ，并

且 11( )B X 是可交换的。

证明 对于任意的 ( )A B X ，结合秩一算子的性质，可得

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1( ) ( )PAP x f Ax f f Ax x f f Ax P      . (3.1)
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在(3.1)式中，用 1 1PAP替代 A，可得

1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1( )PAP PPAPP f PAPx P  .

从而得到 11( )B X 是可交换的。

引理 3.2（1）对于任意的 21 21A A ，如果 21 0BA  ，则 2 0BP  。

（2）对于任意的 12 12A A ，如果 12 0A B  ，则 2 0P B  。

证明 （1）对于任意的 x X ，记 21 2 0 1A P x f P  ，由于 0 1 0 0 0( ) ( ) 1f Px f x  ，

可得

2 0 1 0 0 1 0 2 2( ) 0BP x f Px f Px BP x BP x    .

故由 x的任意性，可得 2 0BP  。

（2）对于任意的 *f X ，记 12 1 0 2A Px fP  ，对于任意的 x X ，结合秩一

算子的性质，可得

1 0 2 2 1 0 2 0( ) ( ) 0Px fP Bx f P Bx Px f P Bx x    .

因此，对于任意的 x X ， *f X ，有 2( ) 0f P Bx  ，故 2 0P B  。

定理 3.3设X 是一个 Banach空间，A 是一个单位标准算子代数，若 是从

A 到 ( )B X 的 Lie n-导子，则 是标准的。

在证明定理 3.3之前，先证明以下引理。

引理 3.4 )I I （ F 。

证明因为对于任意的 1 2 1, , , nA A A   A ，有 1 2 1( , , , , ) 0n np I A A A   ，故

1 2 10 ( ( , , , , ))n np I A A A  

1
1 2 1 1 2 11

( ( ), , , , ) ( ( , , , , ( ), , ))n
n n n i ni
p I A A A p I A A A A 

 
   

1 2 1( ( ), , , , )n np I A A A   .

由于 ( )B X 中的单位不能写成交换子， ( , ( ))B X IZ A F 以及 1nA  的任意性，由

此可得
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1 1 2 2( ( ), , , , ) 0n np I A A A   .

以此类推，对任意的 1A A，有 2 1( ( ), ) 0p I A  ，因此 ( )I I F 。

引理 3.5 1 1 1 2 1 2( ) ( )P P P P P P I  F 。

证明 根据引理 3.1，可得 1 1 1 1( )P P P P  ，其中 0 1 1 1 0( )( )f P P Px  F 。因为

21 21 1 1 1( , , , , )nA p A P P P  ，可得

21 21 1 1 1( ) ( ( , , , , ))nA p A P P P  

21 1 1 1 21 1 1 1( ( ), , , , ) ( , ( ), , , )n np A P P P p A P P P   

21 1 1 1 21 1 1 1( , , ( ), , ) ( , , , , ( ))n np A P P P p A P P P     

21 1 1 1 21 1 1 1( ( ), , , , ) ( , ( ), , , )n np A P P P p A P P P   

1 21 1 1 2 21 1( , ( ), , ) ( , ( ))np A P P p A P     .

由于 2 1 1 2
1 1 1

2 1 1 2

, 2 , 1, 2,3,
( , , , , )

, 2 1, 1, 2,3,n

P AP PAP n k k
p A P P P

P AP PAP n k k
  

     





(3.2)

令 2 21 1( , ( ))B p A P ，当 n为奇数时，有

21 2 21 1 1 21 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( , , , , )nA P A P P A P p B P P P      

2 1 1 1 2 1( , , , , ) ( , )np B P P P p B P B    

2 21 1 1 21 2 2 1 1 2( ) ( ) ( 2)P A P P A P n P BP PBP B      

2 21 1 1 21 2 21 1 1 2 1 21( ) ( ) ( 2)( ( ) ( ) )P A P P A P n A P P P P A       

1 21 1 1 21 2 21 1 1 21( ( ) ( ) ) ( ) ( )P A P P A P A P P A       . (3.3)

在(3.3)式中，左乘 2P，右乘 1P，可得 21 1 1 2 1 21( ) ( )A P P P P A  。当 n为偶数时，有

21 2 21 1 1 21 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( , , , , )nA P A P P A P p B P P P      

2 1 1 2 1( , , , ) ( , )np B P P p B P B    

2 21 1 1 21 2 2 1( ) ( ) ( 2)P A P P A P n P BP B     

2 21 1 1 21 2 21 1 1 2 1 21( ) ( ) ( 2)( ( ) ( ) )P A P P A P n A P P P P A       
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21 1 1 21( ) ( )A P P A   . (3.4)

在(3.4)式中，左乘 2P，右乘 1P，可得 21 1 1 2 1 21( ) ( )A P P P P A  。

因此对于任意的 ( 2, )n n n N   ，有 21 1 1 2 1 21( ) ( )A P P P P A  。对于任意的 x X ，

记 21 2 0 1A P x f P  ，于是

2 0 1 1 1 2 1 2 0 1( ) ( )P x f P P P P P P x f P    . (3.5)

将 0x X 作用于(3.5)式的两边，结合秩一算子的性质，可得

0 1 1 1 0 2 0 1 0 2 1 2( ( ) ) ( ) ( )f P P Px P x f Px P P P x  .

因为 0 1 0 0 0( ) ( ) 1f Px f x  ，可知 0 1 1 1 0 2 2 1 2( ( ) ) ( )f P P Px P x P P P x  ，故

2 1 2 0 1 1 1 0 2 2( ) ( ( ) )P P P f P P Px P P    ,

蕴含着 1 1 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )P P P P P P P P I       。

令 1 1 2 2 1 1( ) ( )G P P P P P P   ，对于任意的 AA ，定义一个从A 到 ( )B X 的

映射 ，记 2( ) ( ) ( , )A A p A G   ，显然， 也是从A 到 ( )B X 的 Lie n-导子，

并且 ( )I I F 。此外，

1 1 2 1 1 1 1 2 1 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( )P P p P G P P P P P P       .

根据引理 3.5，知 1( )P I F ，故 2 1( ) ( ) ( )P I P I    F 。

下面研究的一些性质。

引理 3.6 ( ) ( )ij ijB X A ，其中，1 , 2i j  且 i j 。

证明 因为 2( )P I F ，结合

1 2 2 1
2 2 2

2 1 1 2

, 2 , 1, 2,3,
( , , , , )

, 2 1, 1, 2,3,n

PAP P AP n k k
p A P P P

P AP PAP n k k
  

     





(3.6)

则对于任意的 12 12A A ，有

12 12 2 2 2( ) ( ( , , , , ))nA p A P P P   

12 2 2 2 12 2 2 2( ( ), , , , ) ( , ( ), , , )n np A P P P p A P P P    
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12 2 2 2 12 2 2 2( , , ( ), , ) ( , , , , ( ))n np A P P P p A P P P      

12 2 2 2( ( ), , , , )np A P P P  

1 12 2 2 12 1

2 12 1 1 12 2

( ) ( ) , 2 , 1, 2,3,
( ) ( ) , 2 1, 1, 2,3,

P A P P A P n k k
P A P P A P n k k
    

       




(3.7)

令 12 12 12,A B A ，对于任意的 1 2 2, , , nC C C   A，有 12 12 1 2 2( , , , , , ) 0n np A B C C C   。

于是，可得

12 12 1 2 20 ( ( , , , , , ))n np A B C C C   

12 12 1 2 2 12 12 1 2 2( ( ), , , , , ) ( , ( ), , , , )n n n np A B C C C p A B C C C     

2
12 12 1 2 21

( ( , , , , , ( ), , ))n
n i ni
p A B C C C C


   

12 12 1 2 2 12 12 1 2 2( ( ), , , , , ) ( , ( ), , , , )n n n np A B C C C p A B C C C     

1 2 12 12 2 12 12 1 2 2( ( ( ), ) ( , ( )), , , , )n np p A B p A B C C C      .

由于 ( )B X 中的单位不能写成交换子， ( , ( ))B X I FZ A 以及 2nC  的任意性，可

得，对于任意的 1 2 3, , , nC C C   A ，有

2 2 12 12 2 12 12 1 2 3( ( ( ), ) ( , ( )), , , , ) 0n np p A B p A B C C C     .

以此类推，对任意的 1C A，有 2 2 12 12 2 12 12 1( ( ( ), ) ( , ( )), ) 0p p A B p A B C    。

令 2 12 12 2 12 12( ( ), ) ( , ( ))W p A B p A B I    F 。由 12 12 2 2 2( , , , , )nA p A P P P  ，

可得

2 12 12 2 12 12( ( ), ) ( , ( ))p A B W p A B   

12 2 2 2 12( , , , , , ( ))nW p A P P P B  

12 2 2 2 12 12 2 2 2 12{ ( ( , , , , , )) ( ( ), , , , , )n nW p A P P P B p A P P P B     

12 2 2 2 12 12 2 2 2 12( , ( ), , , , ) ( , , , , ( ), )}n np A P P P B p A P P P B      

12 2 2 2 12( ( ), , , , , )nW p A P P P B    .

当 n为奇数时，结合(3.6)式，有
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2 1 12 2 2 12 1 12( ( ) ( ) , )p P A P P A P B  

1 12 2 2 12 1 2 2 2 12( ( ) ( ) , , , , , )nW p P A P P A P P P P B     

2 1 1 12 2 2 12 1 2 2 2 12(( ( ( ) ( ) , , , , ), )nW p p P A P P A P P P P B     

2 1 12 2 2 12 1 12( ( ) ( ) , )W p P A P P A P B     .

由此可得

2 2 12 1 12( ( ) , )
2
Wp P A P B I  F .

故 2 2 12 1 12( ( ) , ) 0p P A P B  。因此，对于任意的 12 12B A ，有

2 12 12 12 12 1( ) ( ) 0P A B B A P    .

根据引理 3.2，可知 2 12 1( ) 0P A P  。当 n为偶数时，在(3.7)式中，左乘 2P，右

乘 1P，可得 2 12 1( ) 0P A P  。故对于任意的 ( 2, )n n n N   ，都有 2 12 1( ) 0P A P  。

结合(3.7)式，可以得到 12 1 12 2( ) ( )A P A P   ，因此 12 12( ) ( )B X A 。类似可得

21 21( ) ( )B X A 。

引理 3.7 11( ) I  FA 。

证明 对任意的 11 11B A ，结合引理 3.1，可知

11 1 11 1 0 11 0 1 0 11 0 1( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )A PA P f A x P f A x P       .

由 1( )P I F ，知 11( ) I  FA 。

引理 3.8 对任意的 22 22A A ，则 22 0 22 0 22( ) ( ( ) ) ( )A f A x I B X    ，特别地，

2 0 2 0( ) ( ( ) )P f P x I   。

证明 因为 1 22 1 1 1( , , , , , ) 0np P A P P P  ，结合(3.2)式，知

1 22 1 1 10 ( ( , , , , , ))np P A P P P  

1 22 1 1 1 1 22 1 1 1( ( ), , , , , ) ( , ( ), , , , )n np P A P P P p P A P P P    

1 22 1 1 1 1 22 1 1 1( , , ( ), , , ) ( , , , , , ( ))n np P A P P P p P A P P P      
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1 22 1 1 1( , ( ), , , , )np P A P P P  

1 22 2 2 22 1

2 22 1 1 22 2

( ) ( ) , 2 1, 1, 2,3,
( ) ( ) , 2 , 1, 2,3,

P A P P A P n k k
P A P P A P n k k

      
      




(3.8)

对任意的 ( 2, )n n n N   ，在(3.8)式中，左乘 1P，右乘 2P，可得 1 22 2( ) 0P A P  ，

于是 2 22 1( ) 0P A P  。从而 22 11 22( ) ( ) ( )A B X B X   。结合引理 3.1，得

22 1 22 1 2 22 2 0 22 0 1 2 22 2( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )A P A P P A P f A x P P A P         ,

即

22 0 22 0 0 22 0 2 2 22 2 22( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( )A f A x I f A x P P A P B X         .

由于 2( )P I F ，可知

2 0 2 0 22( ) ( ( ) ) ( ) {0}P f P x I I B X     F ,

因此 2 0 2 0( ) ( ( ) )P f P x I   。

接下来，证明定理 3.3。

证明 定义两个从A 到 ( )B X 的映射 和D如下：对任意的 AA，令

0 1 1 0 1 0 2 2 0( ) ( ) ( ) ( ( ) )A f PAPx P f P AP x I    

和

( ) ( ) ( )D A A A   .

显然 是从A 到Z A( , ( ))B X 的线性映射， D是从A 到 ( )B X 的线性映射。此

外，结合之前的引理以及 和D的定义，不难得到：

(1)对于任意的 ij ijA A ，有 ( ) ( ) ( )D A A A   ， ( ) ( ) ( )ij ij ijD A A B X   ，其中

1 , 2i j  且 i j ；

(2) 1 2( ) ( ) ( ) 0D P D P D I   ；

(3)对任意的 11 11A A ，有 11( ) 0D A  ；

(4)对任意的 22 22A A ，有 22 22( ) ( )D A B X 。

要证明  是标准的，则只需要证明 D 是导子，并且对于任意的
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1 2, , , nx x x  A ，有 1 2, , ,( ( )) 0n nx x xp  。

下面证明，对任意的 ij ijA A ， sk skB A ，1 , , , 2i j s k  ，有

( ) ( ) ( )ij sk ij sk ij skD A B D A B A D B  ,

因为 ( ) ( )ij ijD A B X ，当 j s ，有

( ) ( ) ( )ij sk ij sk ij skD A B D A B A D B  ,

故只需证明以下 8种情况：

(1) 11 11 11 11 11 11( ) ( ) ( )D A B D A B A D B  ；

(2) 11 12 11 12 11 12( ) ( ) ( )D A B D A B A D B  ；

(3) 12 22 12 22 12 22( ) ( ) ( )D A B D A B A D B  ；

(4) 21 11 21 11 21 11( ) ( ) ( )D A B D A B A D B  ；

(5) 22 21 22 21 22 21( ) ( ) ( )D A B D A B A D B  ；

(6) 22 22 22 22 22 22( ) ( ) ( )D A B D A B A D B  ；

(7) 12 21 12 21 12 21( ) ( ) ( )D A B D A B A D B  ；

(8) 21 12 21 12 21 12( ) ( ) ( )D A B D A B A D B  .

对任意的 11 11A A ，有 11( ) 0D A  ，故(1)得证。对于任意的 AA ，

( )B B X ，由 ( ) ( ) ( ) ( , ( ))A D A A B X   Z A ，可知

2 (0 ( ) ( ), )p A D A B  

( (( ) ( )) ( ) ( ))A D A B B A D A     

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))A B B A D A B BD A      ,

即

2 2( (( ), ) ( ), )p A B p D A B  .

对 11 11A A 和 12 12B A ，记 11 12 11 12 1 1 1( 1) ( , , , , , )n
nA B p A B P P P   ，由于 1( )P I F ，

结合(3.2)式，得
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11 12 11 12( ) ( )D A B A B 

11 12 1 1 1(( 1) ( , , , , , ))n
np A B P P P   

11 12 1 1 1( 1) ( ( , , , , , ))n
np A B P P P   

11 12 1 1 1 11 12 1 1 1( 1) { ( ( ), , , , , ) ( , ( ), , , , )}n
n np A B P P P p A B P P P     

1 2 11 12 1 1 1 1 2 11 12 1 1 1( 1) { ( ( ( ), ), , , , ) ( ( , ( )), , , , )}n
n np p A B P P P p p A B P P P      

1 2 11 12 1 1 1 1 2 11 12 1 1 1( 1) { ( ( ( ), ), , , , ) ( ( , ( )), , , , )}n
n np p D A B P P P p p A D B P P P    

1 11 12 12 11 11 12 12 11 1 1 1( 1) ( ( ) ( ) ( ) ( ) , , , , )n
np D A B B D A A D B D B A P P P     

1 11 12 11 12 1 1 1( 1) ( ( ) ( ), , , , )n
np D A B A D B P P P   

1 11 12 11 12 2

1 11 12 11 12 2

( 1) ( ( ( ) ( )) ), 2 1, 1,2,3,

( 1) ( ( ( ) ( )) , 2 , 1,2,3,

n

n

P D A B A D B P n k k

P D A B A D B P n k k

       
   




11 12 11 12( ) ( )D A B A D B  .

因此(2)得证，(3), (4)和(5)的证明过程和(2)相类似，故略去。对于任意的

21 21C A ，根据(5)，对于任意的 22 22 22,A B A ，可得到等式

22 22 21 22 22 21 22 22 21( ) ( ) ( )D A B C D A B C A B D C  , (3.9)

和

22 22 21 22 22 21 22 22 21( ) ( ) ( )D A B C D A B C A D B C 

22 22 21 22 22 21 22 22 21( ) ( ) ( )D A B C A D B C A B D C   . (3.10)

根据(3.9)，(3.10)两式，可得

22 22 21 22 22 21 22 22 21( ) ( ) ( )D A B C D A B C A D B C  ,

因此，对 21 21C A ，可得

22 22 22 22 22 22 21( ( ) ( ) ( )) 0D A B D A B A D B C   ,

根据引理 3.2和 22 22A A ，可得

22 22 22 22 22 22( ) ( ) ( ) 0D A B D A B A D B   .
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下面我们证明(7)和(8)，令 12 12A A 和 21 21B A 。经计算，可得

12 2 2 2 21 12 2 2 2 21( ( , , , , , )) ( ( , , , , , ))n np A P P P B D p A P P P B  

12 2 2 2 21 12 2 2 2 21( ( ), , , , , ) ( , ( ), , , , )n np A P P P B p A P P P B    

12 2 2 2 21 12 2 2 2 21( , , , , , ( )) ( ( , , , , , ))n np A P P P B D p A P P P B     

1 12 2 2 2 21 1 12 2 2 2 21( ( ), , , , , ) ( , , , , , ( ))n np A P P P B p A P P P B     

1 12 2 2 2 21( ( , , , , , ))nD p A P P P B 

2 12 21 2 12 21 2 12 21( ( ), ) ( , ( )) ( ( , ))p A B p A B D p A B    

2 12 21 2 12 21 12 21 21 12( ( ), ) ( , ( )) ( )p D A B p A D B D A B B A   

12 21 21 12 12 21 21 12 12 21 21 12( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D A B B D A A D B D B A D A B D B A     

12 21 12 21 12 21 21 12 21 12 21 12( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) )D A B A D B D A B D B A B D A D B A      .

由于 12 2 2 2 21 12 2 2 2 21( ( , , , , , )) ( ( , , , , , ))n np A P P P B D p A P P P B I    F ，设

12 2 2 2 21 12 2 2 2 21( ( , , , , , )) ( ( , , , , , ))n np A P P P B D p A P P P B I    ,

其中 F ，于是

12 21 12 21 12 21( ( ) ( ) ( ))I D A B A D B D A B   

21 12 21 12 21 12( ( ) ( ) ( ) )D B A B D A D B A   . (3.11)

因为 ( ) ( )ij ijD A B X ，可得

12 21 12 21 12 21 11( ) ( ) ( ) ( )D A B A D B D A B B X  

和

21 12 21 12 21 12 22( ) ( ) ( ) ( )D B A B D A D B A B X   .

用 1P右乘(3.11)式，可得

12 21 12 21 12 21 1( ) ( ) ( )D A B D A B A D B P   , (3.12)

用 2P 右乘(3.12)式，亦可得

21 12 21 12 21 12 2( ) ( ) ( )D B A B D A D B A P   , (3.13)
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(2)结合(3.13)式，可得

12 21 12 12 21 12 12 21 12( ) ( ) ( )D A B A D A B A A B D A 

12 21 12 12 21 12 12 12 21 12( ) ( ) ( )D A B A A D B A A A B D A    . (3.14)

(3)结合(3.14)式，可得

12 21 12 12 21 12 12 21 12( ) ( ) ( )D A B A D A B A A D B A 

12 21 12 12 21 12 12 21 12 12( ) ( ) ( )D A B A A D B A A B D A A    . (3.15)

对比(3.14)，(3.15)两式，有 12 0A  。因此， 0  。由(3.12)，(3.13)两式，

得到(7)，(8)两式成立。由于(1)-(8)都是成立的，知D是一个导子。此外，对

于任意的 1 2, , , nx x x  A ，有

1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,( ( )) ( ( )) ( ( ))n n n n n nx x x x x x x x xp p D p     

1 2 1 21
, , , ,( ( , , ( ), , )) ( ( ))n

n i n n ni
x x x x x x xp D p


    

1 2 1 21
, , , , ,( ( , ( ), , )) ( ( ))n

n i n n ni
x x x x x x xp D D p


   

0 .

由此可得， ( ) ( ) ( )A D A A   从A 到 ( )B X 的标准 Lie n-导子。定义一个从A

到 ( )B X 的线性映射如下：对任意的 AA，有

2( ) ( ) ( , )d A D A p A G  .

因此，可得

2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )A A p A G D A A p A G d A A          ,

其中， d是从A 到 ( )B X 的导子， 是从A 到 ( , ( ))B XZ A 的线性映射，对任

意的 1 2, , , nx x x  A ，有 1 2, , ,( ( )) 0n nx x xp  。即证 是一个从A 到 ( )B X 的

标准 Lie n-导子。
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第 4章 Lie n-导子的局部性

4.1引言

设A 是一个数域上的代数,M是一个A -双边模， 是从A 到M的映射。

如 果  是 线 性 映 射 且 满 足 ： 对 于 任 意 的 1 2, , , nx x x  A ， 都 有

1 2 1 21
( ,( ( , , , )) ( , , , ( ), ))n

n n n i ni
p x x x p x x x x 


   ，其中， 1 2( ), , ,n np x x x 称为

1 2, , , nx x x 的 n重 Lie积，则称 是一个 Lie n-导子。

如果  是线性的且满足：对于任意的 AA ，存在 Lie n-导子 A ，使得

 ( ) ( )
A

A A ，则称 是一个局部 Lie n-导子。

由 Lie n-导子和局部 Lie n-导子的定义知，Lie n-导子显然是局部 Lie n-导子，

反之不然。判别某些代数上局部 Lie n-导子是 Lie n-导子，这是我们需要研究的

问题，也是非常有价值的。设X 是 Banach空间，符号 ( )B X 表示X 上全部有界

线性算子。 ( )B X 中的单位不能写成交换子。

在本章的第 2节中，我们证明了从标准算子代数到 ( )B X 的局部 Lie n-导子

都是 Lie n-导子。

4.2局部 Lie n-导子

在本节中，我们研究了从标准算子代数到 ( )B X 的局部 Lie n-导子局部性质

问题。

定理 4.1设 X 是一个数维大于 3的 Banach空间，A 是一个单位标准算子代

数，若 是从A 到 ( )B X 的局部 Lie n-导子，则 是 Lie n-导子。

证明 设 是从A 到 ( )B X 的局部 Lie n-导子。由局部 Lie n-导子的定义知，
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存在一个 Lie n-导子 A ，使得 ( ) ( )A A A  。又由定理 3.3知， A 是标准的，即

存在一个A 到 ( )B X 的导子 Ad ，同时存在 ( )A A I F ，有

( ) ( ) ( )A A AA d A A   .

由定理 2.2知， Ad 是内导子，故存在元素 ( )AT B X ，有

( ) [ , ]A Ad A A T ,

于是

( ) ( ) ( ) ( ) [ , ] ( )A A A A AA A d A A A T A        . (4.1)

事实上，如果存在 ( )AS B X 和 / ( )A A I F ，满足

/( ) [ , ] ( )A AA A S A   , (4.2)

由(4.1)式和(4.2)式可得，对于 F ，有

/[ , ] ( ) ( )A A A AA S T A A I      .

由于 ( )B X 中的单位不能写成交换子，所以 0  。故
/( ) ( )A AA A  。即知

( )A A 是唯一的。因此，定义一个A 到 IF 的映射 如下：对于任意的 AA ，

有 ( ) ( )AA A  。如果 A是 1n  次交换子的和，显然有 ( ) 0A  。

对于 x X ， *f X ，定义 ( , ) ( )x f x f   ，则对于 ( )x fT B X  ，有

( ) [ , ] ( , )x fx f x f T x f     (4.3)

和

( ) [ , ] ( , )x fx f x f T x f        .

由于 是线性的，则有 ( ) ( )x f x f     。于是

[ , ] ( , ) ( , )x f x fx f T T x f x f I        F .

由于 ( )B X 中的单位不能写成交换子，所以 ( , ) ( , )x f x f   。与此类似，我

们可以证明 ( , ) ( , )x f x f   。从而可得 是齐次的。

设 x X ， *f X ，且 ( ) 0f x  ，有 ( , ) 0x f  。存在 z X ，满足 ( ) 1f z  。

因为

[ , ]x f z f x fz f z fx f       

( ) ( )f z x f f x z f   

x f  ,
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由此可知 ( , , , )nx f p x f z f z f     是一个 1n  重交换子。因此可得

( , ) ( ) 0x f x f    。对于任意的 1 2,x x X ， *f X ，若 1 2, kerx x f ，则有

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) 0x f x f x x f     

和

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x x f x f x f     .

如果 1x 和 2x 有一个不属于 ker f ，那么 1 2dim( { , } ker ) 1span x x f  。由于

dim( ) 3X  ，可得 dim(ker ) 2f  。设 kery f ，且 1 2{ , }y span x x ，由(4.3)式可

得，对任意的 1 2, ,   F ，有

1 1 1 1( ) ( , )x f y x f y x     ， 2 2 2 2( ) ( , )x f y x f y x    

和

1 2 1 2 1 2(( ) ) ( , ) ( )x x f y x x f y x x        .

由于 是线性映射，故

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( ( , ) ( , ) ( , )) ( )x x f x f x f y x x x x            .

又由于 1 2{ , }y span x x ，可得

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x x f x f x f     ,

即知对第一个变量是可加的。

对于任意的 *
1 2,f f X ， x X ，如果 1 2ker kerx f f  ，则有

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) 0x f f x f x f      ,

故

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x f f x f x f     .

若 1 2ker kerx f f  ，取 1 2ker kerz f f  ，其中， x与 z线性无关。由(4.3)式

可知，对任意的 1 2, ,   F ，有

1 1 1( ) ( , )x f z x f z x     ， 2 2 2( ) ( , )x f z x f z x    

和

1 2 1 2( ( )) ( , )x f f z x f f z x       .

由于 是线性映射，故

1 2 1 2 1 2( ( , ) ( , ) ( , )) ( )x f f x f x f z x           .

因为 x与 z线性无关，可得

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x f f x f x f     .
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即知对第二个变量是可加的。因此， 是一个双线性映射。

下面我们定义一个映射 如下：对于任意的 x X ， *f X ，有

( , ) [ , ] ( ) ( , )x fx f x f T x f x f       . (4.4)

显然， ( , )x f 是双线性映射。对于任意的 0 kerx f ，有

0 0[ , ] ( )x f x f x fx f T x x fT T x f x      

0 0x f x fx fT x T x fx    

0 0( ) ( )x f x ff T x x f x T x  

0( )x ff T x x .

故 ( , ) kerx f f x  F 。因此，由文献[56]的命题 1.1可得，存在两个线性映射

:T X X 和 * * *:S X X ，对于任意的 x X ， *f X ，有

*( , ) [ , ]x fx f x f T Tx f x S f       . (4.5)

对于任意的 x X ， *f X ，有

*( )x f x fT T x f x fT x S f      

*( )x fx fT S f  

* *( )
x f

x T f S f


  

* *( )
x f

x T S f


   . (4.6)

如果 x和 f 中有一个是零，显然有 * ( ) ( )S f x f Tx  。如果 x和 f 均不为零，当

(4.6)式两边都等于0，有

* *( ) ( ) 0
x fx fT T x T S f
    .

于是
* *( ) ( ) ( ) ( )

x f x fS f x T f x f T x f Tx
     .

当(4.6)式两边都不等于0，有

2 * * 2[( ) ] [ ( ) ]
x fx fT T x f x T S f
     ,

即

* * * *(( ) )(( ) ) (( ) )( )( ( ))
x f x fx f x ff T T x T T x f T S f x x T S
         .

于是

* *(( ) ) (( ) )( )
x fx ff T T x T S f x
   .
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所以 * ( ) ( )S f x f Tx  。因此 * *S T  。由(4.4)，(4.5)两式可得，对于 x f A ,

有
*( ) ( , )x f Tx f x S f x f      

*( ) ( , )Tx f x T f x f     

* ( , )Tx f x T f x f    

( , )Tx f x fT x f    

[ , ] ( , )x f T x f    .

记 J T  ，结合 ( , ) ( )x f x f I   F ，对于 A x f  A 和 A F ，可得

( ) [ , ] AA A J I   . (4.7)

设P和Q是两个秩一算子的幂等元，记 1 1P x f  ， 2 2Q x f  ，取 P I P   ，

Q I Q   ，可得 PA和 P AQ 都是秩一算子。于是对于任意的 AA ，由(4.7)

可得

( ) ( )A PA P AQ P AQ      

( ) ( ) ( )PA P AQ P AQ      

[ , ] [ , ] [ , ]PA P AQ P AQ
PA J I P AQ J I P AQ J I    

       

[ , ] APAJ JPA P AQJ JP AQ P AQ J I        

( ) [ , ] APAJ P AQJ JPAQ JPAQ JP AQ P AQ J I          

( ) [ , ] APAJ P AQJ JAQ JPAQ P AQ J I         . (4.8)

其中， A PA P AQ P AQ
I I I I        。用P和Q分别左乘，右乘(4.8)式可得

( ) AP A Q PAJQ PJAQ PQ    .

即

( ( ) [ , ] ) 0AP A A J I Q    . (4.9)

令 ( ) [ , ] AA A J I B    。由 (4.9)式，可得 1 1 2 2 0x f Bx f   。结合秩一算子

的性质，可得 1 2 1 2( ) 0f Bx x f  。由 1x 和 2f 的任意性，可得 1 2( ) 0f Bx  。又由 2x

和 1f 的任意性，可得 0B  ，即 ( ) [ , ] AA A J I   。因此，对于任意的 AA ，

有 ( ) [ , ] AA A J I   ，其中 J 是固定元， A 取决于 A，结合 的唯一性可得，

( ) AA I  ，同时  是从 A 到 IF 的线性映射，且  满足对于任意的
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1 2, , , nx x x  A ，有 1 2, , ,( ( )) 0n nx x xp  ，这意味着  是一个 Lie n-导子。

推论 4.2设X 是一个数维大于 3的 Banach空间，A 是一个非单位标准算子

代数，若 是从A 到 ( )B X 的局部 Lie n-导子，则 是 Lie n-导子。

证明 用 A 表示单位标准算子代数  FA I 。定义从 A 到 ( )B X 的线性映射

如下：对于任意的 A , A F ，有

( ) ( )A I A    .

由于  是从 A 到 ( )B X 的局部 Lie n-导子，故存在 Lie n-导子 A ，使得

( ) ( )AA A  。定义从 A 到 ( )B X 的线性映射 A 如下：对于任意的 BA ，

F ，有

( ) ( )A AB I B    .

于是

( ) ( ) ( ) ( )A AA I A A B I           .

这蕴含着是一个从 A 到 ( )B X 的局部 Lie n-导子。由定理 4.1可知，是一个

Lie n-导子。因此， 是一个 Lie n-导子。
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第 5章总结与展望

5.1总结

本文研究了标准算子代数上的一些映射，主要包括导子，局部导子，2-局

部导子，Lie n-导子和局部 Lie n-导子等。

第二章，首先，对于从闭的标准算子代数到 ( )B X 的导子是内导子的结论，

我们采用另一种更简单的方法去证明。其次，我们证明了从标准算子代数到

( )B X 的局部导子是导子。最后，我们证明了从标准算子代数到 ( )B X 的 2-局部

导子是导子。

第三章，考虑了标准算子代数上的 Lie n-导子标准性问题，我们证明了从

单位标准算子代数到 ( )B X 的 Lie n-导子是标准的。

第四章，在标准算子代数上的 Lie n-导子标准性问题的基础上，我们证明

了从标准算子代数到 ( )B X 的局部 Lie n-导子是 Lie n-导子。

5.2展望思考

虽然我们在研究中已经取得一些阶段性成果，但是还有一些有价值的问题

值得思考：（1）我们证明从闭的标准算子代数到 ( )B X 的导子是内导子的过程

中，利用“闭的”这一条件，能否将其除去，得到更一般的结论呢？（2）如何

证明非单位标准算子代数到 ( )B X 的 Lie n-导子是标准的？
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