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相对 Gorenstein投射对象的若干研究

摘要

本文我们主要研究平衡对和Gorenstein投射对象的相关性质，利

用相对同调的方法，在平衡对和Gorenstein投射对象的基础上介绍了

XU -Gorenstein投射对象与 YU -Gorenstein内射对象的定义，给出了

XU -Gorenstein投射对象的等价刻画，证明了所有 XU -Gorenstein投射

对象构成的类是 X -可解的且在直和项下是封闭的 . 类似于

Gorenstein投射对象的稳定性，给出了 XU -Gorenstein投射对象的稳定

性. 进一步引进 XU -Gorenstein投射维数与 YU -Gorenstein内射对象维

数的定义，主要证明了 XU -Gorenstein投射维数有限的等价刻画以及

对于任一个对象M 都存在一个满的右 XU -GP逼近. 同时，直接对偶

地得出有关 YU -Gorenstein内射对象的性质定理.

最后，作为 XU -Gorenstein投射对象与 YU -Gorenstein内射对象的

推广，我们介绍了弱X -Gorenstein投射对象与弱Y -Gorenstein内射对

象的定义与等价刻画，对弱X -Gorenstein投射对象的基本性质做出了

证明.

关键词： Gorenstein投射对象， Gorenstein内射对象，平衡对，

XU -Gorenstein投射对象， YU -Gorenstein内射对象
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The Research of Relative Gorenstein Projective Objects

ABSTRACT

In this thesis, we mainly study the related properties of balanced

pairs and projective objects. Using the method of relative homology, on

the basis of balanced pairs and projective objects, we introduce the

definition of XU -projective objects and YU -injective objects, give the

equivalent characterization of XU -projective objects, prove that the class

of all XU -projective objects is X -resolving and closed under the direct

sum term, and give the stability of XU -projective objects similar to the

stability of projective objects. We further introduce the definitions of

XU -projective dimension and YU -injective object dimension, and mainly

prove the equivalent characterization of the finite XU -projective

dimension and the existence of a full right XU - GP -approximation for

any object.

Finally, as a generalization of XU -projective objects and

YU -injective objects, we introduce the definition and equivalent

characterization of weakly XU -projective objects and weakly

YU -injective objects, and prove the basic properties of weakly

XU -projective objects.

Shu Qianqian (Mathematics)

Supervised by Zhang Peiyu

KEY WORDS: Gorenstein projective objects, Gorenstein injective

objects, XU -Gorenstein projective object, YU -Gorenstein injective

objects, balanced pair
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第 1章 绪论

1.1研究背景

同调代数[1]作为代数学一门基础课程，它主要是利用范畴论中的方法和理论，

以Hom、和它们的导出函子Ext、Tor作为最基本的函子，来研究范畴中对

象的分解、维数等同调性质. Enochs和 Jenda 在文献[2]中推广了Gorenstein维数

是 0的有限生成模，得到了一般环上的Gorenstein投射模的定义. Gorenstein同

调代数是同调代数的相对版本，它主要是用Gorenstein投射对象、Gorenstein内

射对象以及Gorenstein平坦对象来代替投射对象、内射对象和平坦对象. 关于

Gorenstein投射对象的学习，感兴趣的读者可参见文献[3-21]等.

陈在文献[22]中研究两个同伦范畴的三角等价时，引入了平衡对的概念，证

明了：如果 R 是一个 n -Gorenstein 环，那么Gorenstein 投射模的同伦范畴和

Gorenstein内射模的同伦范畴是三角等价的，关于平衡对的具体例子可参考文献

[23]. 关于平衡对的研究是较为广泛的，例如，作者在文献[23]中学习了平衡对与

粘合、倾斜模的关系，证明了对于粘合中两边范畴的平衡对可以诱导中间范畴的

平对，以及中间范畴的平衡对可以诱导两边范畴的平衡对. 同时介绍了相对倾斜

模的概念，推广了 Bazzoni关于 n-倾斜模的等价刻画[24]. 郑[25]通过完全的平衡对

构造出一个三角范畴的粘合. 李[26]借助平衡对引进了相对余挠对，并给出了遗传

/完全余挠对的等价刻画. 同时证明了：如果  ,X Y 是一个平衡对，那么满足一定

条件的右X -奇点范畴和左Y -奇点范畴是一致的.

设A 是一个 Abel范畴，X Y， 是A 的两个子范畴且都关于直和项封闭. 对

于任意的 AM  ，M 的一个右-X 逼近是指存在态射：
f

X M ，其中 XX  ，

使得对于任意的 XX  ，映射      Hom , : Hom , Hom ,A A AX f X X X M   都为

满射. 如果A 中每一个对象都存在右-X 逼近，那么X 就称为A 的一个反变有限

子范畴[27]. 对偶地，M 的一个左-Y 逼近指存在态射
f

M Y ，其中 YY  ，使得

对于任意的 YY  ,映射      Hom , : Hom , Hom ,A A Af Y Y Y M Y   都为满射 .

如果A 中每一个对象都存在左-Y 逼近，那么Y 就称为A 的一个共变有限子范

畴 [27]. 有关反变有限子范畴的应用可参见文献[28]. 一般地，称 A 中的复形
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2 1 0 1 2Q Q Q Q Q Q
        ： 是X -正合的，如果对于任意的 XX  ，

复形  HomA X Q， 都是正合的. 称复形Q 是 Y -余正合的，如果对于任意的

YY ，复形  HomA Q Y， 都是正合的. 称复形 2 1 0 0X X X M     

是对象M 的一个X -分解，如果它是X -正合的且任意的 XiX  ， 0i . 对偶地，

称复形 0 1 20 M Y Y Y     是对象M 的Y -余分解，如果它是Y -余正合

的且任意的 XiX  ， 0i  . 若存在最小整数 0n  ，使得存在如下M 的X -分解

2 1 00 0nX X X X M         ，那么M 的X -分解维数为 n，用

 dimX M 表示M 的X -分解维数. 对偶地，用  dimY M 表示M 的Y -余分解维数.

同时我们用X 表示A 中所有具有有限X -分解维数的对象组成的类，用Y 表示

A 中所有具有有限Y -余分解维数的对象组成的类.

回顾一个范畴对  ,X Y 称为A 中的平衡对[22]，如果它满足下面三个条件：

(1)X 为A的反变有限子范畴，Y 是A 的共变有限子范畴；(2)对于任意的 AM  ，

都存在M 的X -分解，且此序列是Y -余正合的；(3)对于任意的 AN  ，都存在 N

的Y -余分解，且此序列是X -正合的. 其中若每个右逼近都是满态射，则称反变

有限子范畴X 是容许的，若每个左逼近都是单态射，则称共变有限子范畴是余

容许的.

很多学者研究证明了有关Gorenstein维数的定理以及对Gorenstein模进行推

广，验证是否与 Gorenstein模有相同的性质. Holm在[29]中总结归纳了 Gorenstein

维数有限的等价刻画等，并在此基础上进行推广，还介绍了在任意交换环上

Gorenstein维数的同调性质. Bennis在[30]中将 CG -投射和维数进行推广，并验证

其有一些与经典 Gorenstein 维数相同的性质. Bennis 在[31]中证明了环 R 上的

Gorenstein 投射整体维数与环 R上的 Gorenstein 投射整体维数相等对Gorenstein

投射对象与Gorenstein 内射对象的维数. 文献[32]证明了Gorenstein子范畴中的

对象对于直和项封闭. Gao在[33]中介绍了弱Gorenstein 投射模、弱Gorenstein内

射模、弱Gorenstein内射模平坦模，并证明了相关性质.
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1.2 预备知识

定义 1.2.1[2] 在阿贝尔范畴A中，称对象M 是一个Gorenstein 投射对象，如果存

在正合复形

1 0 1 2P P P P P
      

满 足  0 1kerM P P  ， 每 个 iP 都 是 投 射 对 象 且 复 形  HomA P P， 和

 HomA Q P， 都是正合的，其中 ,P Q均是A 的投射对象. 在这种条件下，称复

形P是M 的完全投射分解.

定义 1.2.2[2] 在阿贝尔范畴A中，称对象M 是一个Gorenstein 内射对象，如果存

在正合复形

1 0 1 2I I I I I
      

满足  0 1kerM I I  ，每个 iI 都是内射对象且复形  Hom ,A I I  和  Hom ,A I H

都是正合的，其中 ,I H 均是A 的内射对象. 在这种条件下，称复形 I 是M 的完

全内射分解.

定理 1.2.3[22] 在阿贝尔范畴A中，X 是反变有限子范畴(或Y 是共变有限子范畴)，

则  ,X Y 是平衡对当且仅当所有X -正合复形组成的类与所有Y -余正合复形组成

的类相同.

命题 1.2.4[22]  ,X Y 是阿贝尔范畴A中的平衡对，X 是容许的当且仅当Y 是余容

许的.

命题 1.2.5[22]  ,X Y 是阿贝尔范畴A中容许的平衡对，则对于A中任意对象 N都

有    dim dimX YN N .

定义 1.2.6[26] 假设C A ，若存在  HomA C，- -正合且  HomA C-, -正合的序列：

0 1
1 0C C C C      (1.1)

使得  00ImM C C  ，那么由对象M 组成的类被称为A 的 Gorenstein子范畴，

记作  CG . 且(1.1)被称为M 的完全C -分解.
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1.3 研究内容与结构安排

本文研究了 -GorensteinXU 对象的定义以及其相关性质，并对其进行推广，

文章具体组织如下.

第二章在Gorenstein投射对象中引入平衡对的概念，介绍 -GorensteinXU 投

射对象和 -GorensteinYU 内射对象的定义，通过相对同调函子研究证明

-GorensteinXU 投射对象和 -GorensteinYU 内射对象的性质与稳定性. 证明此类

投射对象与内射对象是否有与经典Gorenstein 投射对象与Gorenstein内射对象有

相似的性质. 然后通过定义 -GorensteinXU 投射对象和 -GorensteinYU 内射对象

的维数，证明了维数相关定理与命题.

第三章对 -GorensteinXU 投射对象和 -GorensteinYU 内射对象推广，介绍弱

X -Gorenstein 投射对象与Y -Gorenstein 内射对象的定义，证明了一定条件下

   X XG WGP 和  X XWGP . 本文无特别说明，A 总是一个阿贝尔范畴，

 ,X Y 是阿贝尔范畴A 中的一个容许的平衡对，X 与Y 总在平衡对  ,X Y 中.
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第 2章 -GorensteinXU 投射对象与 -GorensteinYU 内射对象

本章节主要研究 -GorensteinXU 对象，在阿贝尔范畴中的 Gorenstein对象中

引入平衡对，从而定义 -GorensteinXU 对象. 首先在第 1 节里回顾了 Gorenstein

子范畴，介绍了由相对同调理论得出的相对同调函子，介绍了 -GorensteinXU 对

象的定义，并给出了 -GorensteinXU 对象的等价刻画. 然后在第 2节证明推理了

-GorensteinXU 对象的基本性质，对 -GorensteinXU 对象是否对于直和项封闭，是

否是X -可解的做出证明. 之后讨论 -GorensteinXU 对象的稳定性和维数. 在第 3

节对 -GorensteinXU 对象是否具有稳定性做出证明. 第 4节首先回顾了平衡对中

X -维数与Y -维数有限的等价刻画，然后定义出 -GorensteinXU 对象的相关维数，

对 -GorensteinXU 对象维数有限做出等价刻画，以及研究了 -GorensteinXU 对象维

数与X -维数与Y -维数的关系.

2.1 -GorensteinXU 投射对象与 -GorensteinYU 内射对象的定义

在文献[10]中，将定义 1.2.6 中的子范畴 C 定义为阿贝尔范畴A 中平衡对

 X Y， 中的 X ，得出 Gorenstein 子范畴  XG . 以下是在此基础上对

-GorensteinXU 对象做出的定义.

根据相对同调理论，我们用X -分解来替代每个对象的投射分解，用Y -余分

解来替代内射分解，则可以得到两个相对同调函子  1Ext ,X
i   和  1Ext ,Y

i   ，可

以证明    1 1Ext , Ext ,X Y
i i      . 由相对同调理论易得出下列结论(其中 i为整数

且 0i )：

(1) 对于任意的 XX  ，都有  1Ext , 0X
i X   .

(2) 对于任意的 YY  ，都有  1Ext , 0Y
i Y   .

(3) 对于任意的 , AM N  ，都有    0Ext , Hom ,X AM N M N .

(4) 对于X -正合序列0 0X Y Z    ，存在如下长正合列：

     1Ext , Ext , Ext ,X X X
i i iY X Z        .
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(5) 对于Y -余正合序列0 0X Y Z    ，存在如下长正合列：

     1Ext , Ext , Ext ,Y Y Y
i i iY Z X        .

定义 2.1.1假设U A ，如果存在下列既是X -正合又是U -余正合的序列：

2 1 0 1 2=X X X X X X
       

使得每个 XiX  ，且  0 1ImM X X  ，那么M 叫做 -GorensteinXU 投射对象，

用 -GPXU 表示所有的 -GorensteinXU 投射对象组成的类.

定义 2.1.2 如果存在下列既是U -正合又是Y -余正合的序列：

2 1 0 1 2=Y Y Y Y Y Y
       

使得每个 YiY  ，且  0 1ImN Y Y  ，那么N 叫做 -GorensteinYU 内射对象，用

-GIYU 表示所有的 -GorensteinYU 内射对象组成的类.

注 2.1.3 (1) 序列 X 中所有核和象都属于 -GPXU ，且 X 中所有对象都属于

-GPXU ，序列Y  中所有核和象都属于 -GIYU ，且Y 中所有对象都属于 -GIYU .

(2) 如果X U A  ，其中X 在平衡对  ,X Y 中，则有  -GPXX U XG  .

(3) 如果Y U A  ，其中Y 在平衡对  ,X Y 中，则有  -GYY U YI G  .

命题 2.1.4 (1) 若 -GPXUM  ，则对于任意的 UU  都有  1Ext , 0X
i M U  ；

证明：(1)由 -GPXU 的定义可知存在X -正合又是  HomA U-， -正合的序列

2 1 0 0X X X M      .

取  1 1 0ImK X X   ，那么有X -正合且  HomA U-， -正合的序列

1 00 0K X M    .

对此序列作用  HomA U-， 函子可得      1
1Ext , Ext , 1X X

i iM U K U i
  和

 1Ext , 0X M U  ，取  2 2 1ImK X X    ，可得    2 1
1Ext , Ext , 0X XM U M K 

和      1
1 2Ext , Ext , 1X X

i iK U K U i
   ，取  1 1Imi i iK X X      ，可得重复此过

程  1Ext , 0X
i M U  . 

对偶地，我们容易得出如下命题 2.1.5.
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命题 2.1.5若 -GYUM I ，则对于任意的 UU  都有  1Ext , 0X
i U M  .

以下我们假设X U 且Y U ，在此条件下我们研究 -GPXU 与 -GYU I 的相

关性质.

命题 2.1.6 -GPXX U U  .

证明： 显然成立.

 假设 -GPXU UN  ,于是存在X -正合且  HomA U-， -正合序列:

0 0N X K    ， (2.1)

其中 XX  ， -GPXUK . 又因为 UN  ，所以对于(2.1)作用  HomA N-， 函子

后还是正合的. 于是存在如下长正合列：

       10 Hom , Hom , Hom , Ext ,A A A XK N X N N N K N    ，

其中  1Ext , 0X K N  . 由此可知(2.1)是可裂的. 因为X 对于直和项是封闭的，所

以N 作为X 的直和项是属于X 的. 

对偶地，我们容易得出如下命题 2.1.7.

命题 2.1.7 -GYY U U I  .

命题 2.1.8 对于A 中任意对象M ，下面陈述是等价的：

(1) -GPXUM  ；

(2)M 满足以下两个条件：

(i)  1Ext , 0X
i M U  ，其中 UU  ；

(ii)存在X -正合且  HomA U-， -正合的序列 0 1 20 M X X X    ，

其中 XiX  ；

(3)存在X -正合序列0 0M X K    ，其中 XX  ，且 -GPXUK  .

证明：    2 1 由X 是反变有限子范畴且是容许的可知，M 存在X -分解：

2 1 0 0X X X M      ，

取  1 1 0ImK X X   ，于是有X -正合序列:

1 00 0K X M    . (2.2)

对(2.2)作用  HomA U-， 函子，其中 UU  ，可得如下长正合列：

       1
0 10 Hom , Hom , Hom , Ext ,A A A XM U X U K U M U    ，
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其中  1Ext , 0X M U  且    1Ext , Ext , 0X X
i iK U M U  ，其中 1i  ，那么(2.2)是

 HomA U-， -正合的. 再取  1Imi i iK X X     ，重复上述步骤即可得到M 存

在X -分解是  HomA U-， -正合的. 结合(ii)可得 -GPXUM  .

   1 3 由定义 2.1.1可知是显然的.

   3 2 0 0M X K    由命题 2.1.4 直接可得    1 2 成立，于是

在X -正合序列中，K满足条件(2). 对此短X -正合序列作用  HomA U-， 函子，

可得    1Ext , Ext , 0X X
i iM U K U  ，其中 1i  ，因此M 满足(i). 又K满足条件(2)

中的 (ii)，且  1Ext , 0X K U  ，那么 X -正合序列 0 0M X K    也是

 HomA U-， -正合的. M 显然也满足(ii). 

对偶地，我们容易得出如下命题 2.1.9.

命题 2.1.9 对于A中任意对象M ，下面陈述是等价的：

(1) -GYUM I ；

(2)M 满足以下两个条件：

(i)  1Ext , 0X
i U M  ，其中 UU  ；

(ii)存在Y -余正合且  HomA U，- -正合的序列 2 1 0 0Y Y Y M      ，

其中 YiY  ；

(3)存在Y -余正合序列0 0K Y M    ，其中 YY  ，且 -GYUK I .
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2.2 -GorensteinXU 投射对象与 -GorensteinYU 内射对象的基本性质

Holm 在[11]中介绍了左 R模类是投射可解的定义. 受此启发我们给出如下

X -可解和Y -余可解的定义.

定义 2.2.1对于 Abel范畴A 的子范畴C ，我们说C 是X -可解的，如果它满足以

下条件：

(1) C 包含X 中所有的对象；

(2) C 是X -扩张封闭的，即对于任意的X -正合序列0 0M M M     ，如

果M 和M 在C 中，那么M 也在C 中；

(3) C 是X -满态射核封闭的，即对于任意的X -正合序列0 0M M M     ，

如果M 和M 在C 中，那么M 也在C 中.

定义 2.2.2 对于 Abel范畴A 的子范畴C ，我们说C 是Y -余可解的，如果它满足

以下条件：

(1) C 包含Y 中所有的对象；

(2) C 是Y -扩张封闭的，即对于任意的Y -正合序列0 0M M M     ，如

果M 和M 在 C 中，那么M 也在C 中；

(3) C 是X -单态射象封闭的，即对于任意的X -正合序列0 0M M M     ，

如果M 和M 在C 中，那么M 也在C 中.

定 理 2.2.3 所 有 -GorensteinXU 投 射 对 象 组 成 的 类 是 X - 可 解 ； 所 有

-GorensteinYU 内射对象组成的类是Y -余可解.

证明：根据X -可解的定义，我们只需证明 -GPXU 是X -满态射核封闭的也是X -

扩张封闭的. -GPXX U 是显然的. 因为X U ，所以对于X -扩张封闭的证明

由马掌引理很容易得到，可参考[1，第 3章]. 下面证明 -GPXU 是X -满态射核封

闭的. 假设对于X -正合序列 0 0M M M     ，其中 , -GPXUM M  ，

于是根据命题 2.1.8可知，存在X -正合序列0 0M X N    ，其中 XX  ，

-GPXUN  . 我们考虑下面的推出图：
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由 -GPXU 是X -扩张封闭的可知 -GPXUY  . 又由命题 2.1.8 可得 -GPXUM  .

所有 -GorensteinXU 内射对象组成的类是Y -余可解的证明与上述证明类似. 

定理 2.2.4 若存在如下X -正合序列

1 00 0N N N    ， (2.3)

1 0
0 0 0 0 0nX X X N     ， (2.4)

1 0
1 1 1 1 0nX X X N     ， (2.5)

其中 Xj
iX  ，则下列命题成立.

(1)存在如下X -正合序列

1 2 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0n nX X X X X X X N         . (2.6)

(2)若 D A ，且序列(2.3) ~ (2.5)都是  HomA D-， -正合的，则序列(2.6)也是

 HomA D-， -正合的.

证明：(1) 令  1Imi i i
j j jK X X   ，于是我们有如下拉回图：

其中第二列和第三行是X -正合的，对拉回图的所有序列作用  HomA X，- 函子，
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由蛇引理可以得出拉回图中所有的序列都是X -正合的. 取拉回图的第一列，通

过马掌引理可得如下交换图：

其中第一列和第三列，第二行和第三行都是X -正合的. 由蛇引理可知此交换图

中的所有序列都是X -正合的. 取交换图中的第一行再次用马掌引理，且重复此

步骤，即可的到(1)的结果.

对上述拉回图和交换图中的序列作用Hom ( , )A D 函子，其中D A . 若(2.3)

~ (2.5)都是  HomA D-， -正合的，那么由蛇引理可以得出其中所有序列都是

 HomA D-， -正合的. 于是得到序列(2.6)也是  HomA D-， -正合的. 

定理 2.2.5若存在如下X -正合序列

0 10 0N N N    ， (2.7)
0 0 0 0

0 10 nN X X X     ， (2.8)

1 1 1 1
0 10 nN X X X     ， (2.9)

其中(2.7)和(2.8)是  HomA U-， -正合的，且 Xi
jX  ，则下列条件成立.

(1)存在X -正合序列

0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 2 10 n nN X X X X X X X         . (2.10)

(2)若(2.9)也是  HomA U-， -正合的，则(2.10)也是  HomA U-， -正合的.

证明：令  1Imi i i
j j jK K K  ，于是我们有如下推出图
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其中第一行和第二列是X -正合且是  HomA U-， -正合的. 对推出图中所有序

列作用  HomA U-， 函子和  HomA X，- 函子，由蛇引理可得推出图中所有序

列都是X -正合且是  HomA U-， -正合的. 取第三列，因为其是  HomA U-， -

正合的且X U ，所以通过马掌引理可以得到如下交换图

其中第一行和第二行，第一列和第三列是X -正合，由蛇引理可知交换图中第三

行和第二列也是X -正合. 取交换图中的第三行，利用马掌引理重复上述步骤即

可的到(1)的结果.

若(2.9)也是  HomA U-， -正合的，那么交换图中第一行和第二行，第一列

和第三列既是X -正合又是  HomA U-， -正合的，则交换图的第三行和第二列也

是  HomA U-， -正合的，于是(2.10)也是  HomA U-， -正合的. 

根据定理 2.2.4和定理 2.2.5，对偶地，我们容易得出如下定理 2.2.6和定理

2.2.7.

定理 2.2.6若存在如下Y -余正合序列

0 10 0N N N    ， (2.11)
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0 0 0 0
0 10 nN Y Y Y     ， (2.12)

1 1 1 1
0 10 nN Y Y Y     ， (2.13)

且 Yi
jY  ，则下列条件成立.

(1) 存在Y -余正合序列

0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 2 10 n nN Y Y Y Y Y Y Y         . (2.14)

(2) 若(2.11)-(2.13)是  HomA U，- -正合的，则(2.14)也是  HomA U，- -正合的.

对偶地，我们容易得出如下定理 2.2.7.

定理 2.2.7 若存在如下Y -余正合序列

1 00 0N N N    ， (2.15)

1 0
0 0 0 0 0nY Y Y N     ， (2.16)

1 0
1 1 1 1 0nY Y Y N     ， (2.17)

其中 Yj
iY  且是(2.15)和(2.16)  HomA U，- -正合的则下列条件成立.

(1) 存在如下Y -余正合序列

1 2 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0n nY Y Y Y Y Y Y N         . (2.18)

(2) 若序列 (2.17)也是  HomA U，- -正合的，则序列(2.18)也是  HomA U，- -正

合的.

定理 2.2.8 所有 -GorensteinXU 投射对象对于直和项封闭.

证明：假设 -GPXUM  ，且M T Q  ，于是X -正合序列

 
0
1 1 0

0 0
Q T

Q M T

 
  
 

   

是可裂的. 由 -GPXU 的定义可知，存在如下既是X -正合又是  HomA U-， -正合

的序列

0

1 0 0
f

nX X X M        ，

其中 XiX  ，由态射的复合可知存在X -正合且  HomA U-， -正合序列

  01 0

0 0
T f

X T  ，

  00 1

0 0
Q f

X Q  .
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由定理 2.2.4可知存在X -正合且  HomA U-， -正合序列

0 1 0 0X X X T    ，

0 1 0 0X X X Q    .

然后不断使用定理 2.2.4可得X -正合且  HomA U-， -正合序列

1

0 1 2 0 1 00
0

n

ii
X X X X X X X T



   
          ，

1

0 1 2 0 1 00
0

n

ii
X X X X X X X Q



   
          .

由 -GPXU 的定义可知，还存在X -正合且  HomA U-， -正合序列

0 10 nM X X X       .

同理，由定理 2.2.5可得X -正合且  HomA U-， -正合序列

1

0 0 1 0 1 2 1
0

n

ii
Q X X X X X X X




           ，

1

0 0 1 0 1 2 1
0

n

ii
T X X X X X X X




            .

又X 对于直和封闭，因此 , -GPXUT Q . 

定理 2.2.9 所有 -GorensteinYU 内射对象对于直和项封闭.

证明：与定理 2.2.8证明相似，由定理 2.2.6和定理 2.2.7可得. 

推论 2.2.10 对于A 中的对象N，考虑如下X -正合序列：

1 1 00 0n nM M M M N       (2.19)

和

1 1 00 0n nM M M M N          ，

其中 0M ，， 1nM  和 0M ，， 1nM  都属于 -GPXU ，那么 nM 属于 -GPXU 当

且仅当 nM 属于 -GPXU .

证明：我们考虑N 的如下X -分解：

1 1 00 0n nK X X X N       ，

其中 XiX  . 因为序列(2.19)是X -正合的，所以存在如下的链映射 f  ：
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考虑复形的短正合列  
 

 
0

0,11

0 Cone 1 0M f X

 
 
 

      ，由于M 和  1X  是X -

正合的，所以  Cone f  也是X -正合的，即存在如下X -正合序列：

1 2 1 0 1 00 0
α

n n n n nK X M X M X M N M N              .

因α是可裂的，故存在X -正合序列：

1 2 1 0 1 00 0
β

n n n n nK X M X M X M M            ，

其中 0 -GPXUM  ，且当1 1i n   时， 1 -GPXUi iX M   . 因为 -GPXU 对X -

满态射核是封闭的，于是  Im -GPXUβ  ，且有X -正合序列：

 10 Im 0n n nK X M β     . (2.20)

类似的，我们有下面的X -正合序列：

1 2 1 0 1 00 0
γ

n n n n nK X M X M X M M               ，

其中 0 -GPXUM   ，且当1 1i n   时， 1 -GPXUi iX M   ，且  Im -GPXUγ  ，

也有X -正合序列：

 10 Im 0n n nK X M γ      . (2.21)

若 -GPXUnM  ，在 (2.20)中由 -GPXU 对 X -满态射核是封闭的，可知

-GPXUnK  . 又由于 -GPXU 对 X -扩张是封闭的，于是在 (2.21)中可知

1 -GPXUn nX M   . 根据定理 2.2.3，可得 -GPXUnM   . 同理可证，若

-GPXUnM   ，则 -GPXUnM  . 

对偶地，我们容易得出如下推论 2.2.11.

推论 2.2.11 对于A 中的对象 N ，考虑如下X -正合序列：

0 1 10 0n nN M M M M       (2.22)

和

0 1 10 0n nN M M M M         
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其中 0M ，， 1nM  和 0M ，， 1nM  都属于 -GIYU ，那么 nM 属于 -GIYU 当且

仅当 nM 属于 -GIYU .

命题 2.2.12 若 0 10 0
f

N M M K     是 A 中的 X -正合序列，其中

0 1, -GPXUM M  ，那么存在A 中的下述两个X -正合序列

0 0N M X K    

和

0 0N X M K     

其中 , XX X  ， -GPXUM  .

证明： 由 1 -GPXUM  可知存在 X -正合序列 2 10 0M X M    ，其中

XX  ， 2 -GPXUM  . 于是我们有如下的拉回图：

取第一列我们可获得下面的拉回图：
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由蛇引理易得上述两个交换图中的序列均是X -正合的. 由 -GPXU 是X -可解的，

可知 -GPXUM  . 考虑上面两个拉回图中的X -正合序列：

0 0A X K   

和

0 0N M A    ，

于是我们可以得到X -正合序列0 0N M X K     ，其中 -GPXUM  且

XX  . 类似地，我们由推出图可以证明另一个X -正合序列也是成立的. 

定理 2.2.13 设下面序列是X -正合的

1 1 00 0nA M M M N       ， (2.23)

其中 -GPXUiM  ，且 1n  . 则存在X -正合序列

1 1 00 0nB X X X N      

和0 0M B A    ，其中 XiX  且 -GPXUM  .

证明：我们对 n采用数学归纳法. 当 1n  时，由于 0 -GPXUM  ，则存在X -正合

序列：

0 00 0M X M    ，

其中 0 XX  且 -GPXUM  . 我们考虑如下拉回图：

由蛇引理容易得出此拉回图为X -正合的，其中第一列和第二行即为所求.

对序列(2.23)，取  1 0kerK M M  ，于是存在下面的X -正合序列：
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1 00 0K M M N     .

根据命题 2.2.12可知存在下面的X -正合序列：

00 0K M X N     ， (2.24)

其中 0 XX  且 -GPXUM  ，令  0ImN M X   ，则有如下X -正合序列

1 20 0nA M M M N        ； (2.25)

00 0N X N    . (2.26)

由归纳假设法，假设结论对于 1n 是成立的，即对于序列(2.25)有如下结果：

1 10 0nB X X N       ； (2.27)

0 0M B A    .

由序列(2.26)和(2.27)可得X -正合序列：

1 1 00 0nB X X X N       ，

即对于n也成立. 
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2.3 -GorensteinXU 投射对象与 -GorensteinYU 内射对象的稳定性

引理 2.3.1 若有X -正合序列

0 10 nN M M M      ， (2.28)

其中 AN  ， -GPXUiM  ，则以下命题成立.

(1)存在X -正合序列，其中 XiX  ，

0 10 nN X X X       . (2.29)

(2)若(2.28)是  HomA U-， -正合的，那么(2.29)也是  HomA U-， -正合的.

证明：在(2.28)中取  1 0 1ImK M M  ，于是我们有如下X -正合序列

0 10 0N M K    ，

1 10 nK M M      .

由 0 -GPXUM  可知存在X -正合序列 00 0M X M    ，其中 -GPXUM  ，

XX  . 考虑如下推出图

再取  2 1 2ImK M M  ，于是有X -正合序列

1 1 20 0K M K    和 2 20 nK M M     

于是有如下推出图
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其中 1, -GPXUM M  ，所以 -GPXUM  然后我们有如下X -正合序列

0 0N X B    和 20 nB M M M      ，

重复上述步骤即可得到(2.29). 上述两个推出图作用  HomA U-， 函子，若(2.28)

是  HomA U-， -正合的，则根据蛇引理容易得出上述推出图中的序列都是

 HomA U-， -正合的，那么(2.29)也是  HomA U-， -正合的. 

引理 2.3.2 若有X -正合序列

1 0 0nM M M N       ， (2.30)

其中 AN ， -GPXUiM  ，则以下命题成立.

(1)存在X -正合序列，其中 XiX 

1 0 0nX X X N       . (2.31)

(2)若(2.30)是  HomA U-， -正合的，那么(2.31)也是  HomA U-， -正合的.

证明：在(2.30)中取  1 1 0ImK M M  ，于是我们有如下X -正合序列

00 0K M N    和 1 1 0nM M K      .

由 0 -GPXUM  可知存在X -正合序列 00 0M X M    ，其中 XX  ，

0 -GPXUM  ，考虑如下拉回图

再取  2 2 1ImK M M  ，于是有X -正合序列

2 1 10 0K M K    和 2 2 0nM M K      ，

于是有如下拉回图
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其中 1, -GPXUM M  ，所以 -GPXUM  . 然后我们有如下X -正合序列

0 0A X N    和 2 0nM M M A       .

重复上述步骤即可得到(2.31). 对上述两个拉回图作用  HomA U-， 函子，若

(2.30)是  HomA U-， -正合的，则根据蛇引理容易得出上述推出图中的序列都是

 HomA U-， -正合的，那么(2.31)也是  HomA U-， -正合的. 

对偶地，我们容易得出如下引理 2.3.3与引理 2.3.4.

引理 2.3.3 若有Y -余正合序列

0 10 nN M M M      ， (2.32)

其中 AN  ， -GIYUiM  ，则以下成立.

(1)存在Y -余正合序列，其中 YiY 

0 10 nN Y Y Y       . (2.33)

(3)若(2.32)是  HomA U，- -正合的，那么(2.33)也是  HomA U，- -正合的.

引理 2.3.4 若有Y -余正合序列

1 0 0nM M M N       ， (2.34)

其中 AN ， -GIYUiM  ，则以下成立.

(1) 存在Y -余正合序列，其中 YiY 

1 0 0nY Y Y N       . (2.35)

(2)若(2.34)是  HomA U，- -正合的，那么(2.35)也是  HomA U，- -正合的.

令  1-GP -GPX XU U ， 且   1-GP {XU An Q   | 存 在 X - 正 合 且
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 HomA U-， -正合序列 1 0 1M M M    ，其中  -GPXU n
iM  ，使

 0 1ImM M M  ，其中 1}n  .

令
1

-G -GY YU UI I   ， 且
1

-G {YU A
n

I Q

    | 存 在 Y - 余 正 合 且

 HomA U，- -正合序列 1 0 1M M M    ，其中 -GYU
n

iM I   ，使

 0 1ImM M M  ，其中 1}n  .

定理 2.3.5 对于任意的 1n  ，都有  -GP -GPX XU Un  与 -GI -GIY YU U
n
   .

证明：由定义可知只需证  2-GP -GPX XU U ，  2-GP -GPX XU U 是显然的. 假

设  2-GPXUN  ，那么存在X -正合且  HomA U-， -正合序列

1 0 1M M M    ，

其中 -GPXUiM  ，  0 1ImN M M  ，根据引理 2.3.2和 2.3.1可知存在X -正

合且  HomA U-， -正合序列

1 20 nN X X X      ，

1 0 0nX X X N        ，

于是 -GPXUN ，即有 2-GP -GPX XU U ，因此  2-GP -GPX XU U .

-GI -GIY YU U
n
   的证明与上述类似. 
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2.4 -GorensteinXU 投射对象维数与 -GorensteinYU 内射对象维数

定义 2.4.1 对于A 中任意对象G，G的 -GPXU 维数用  
XUGpd G 表示，其被定

义为使得如下X -正合序列存在的最小正整数 n .

1 1 00 0n nM M M M G       ，

其中 -GPXUiM  . 如果不存在这样的整数，则规定   0
XUGpd G  . 同时我们用

~

XU 表示A 中所有具有有限 -GPXU 维数的对象组成的类.

定义 2.4.2 对于对于A 中任意对象G，G的 -GIYU 维数用  
YUGid G 表示，其被

定义为使得如下X -正合序列存在的最小正整数 n .

0 1 10 0n nG M M M M       ，

其中 -GIYUiM  . 如果不存在这样的整数，则规定   0
YUGid G  . 同时我们用

~

YU 表示A 中所有具有有限 -GYU I 维数的对象组成的类.

定理 2.4.3 设N 是A 中的任意对象且  
XUGpd N n ，则有一个满的右- -GPXU 逼

近 :φ M N ，其中 -GPXUM  ，且 Ker( )K φ 满足  dim 1X K n  .

证明：由  
XUGpd N n 与推论 2.2.10可知存在如下X -正合序列：

1 00 0nN X X N      ，

其中 XiX  ， -GPXUN  . 由 -GPXUN  可知，存在如下既是X -正合又是

 HomA U-， -正合的序列：

0 10 0nN L L Q      ，

其中 XiL  ， -GPXUQ . 于是存在如下链映射：

那么此链映射的映射锥也是X -正合的，即有X -正合序列：

0 1 1 1 1 00 0
f φ

n nN L N L X L X Q X N              .
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因 f 是可裂的，故存在X -正合序列

0 1 1 1 1 00 0
φ

n nL L X L X Q X N           ，

容易看出上述序列中 0Q X 左边所有的对象都在X 中. 令  ker φ K ，则K满足：

   dim 1 1X K n n   . 因  
XUGpd N n ，故    dim 1 1X K n n   . 于是我们取

K的X -分解如下：

1 1 00 0nX X X K      ，

其中 XiX  . 对K的X -分解作用  HomA A ， 函子，其中 -GPXUA ，根据命题

2.1.8，由维数转移得：    1
1Ext , Ext , 0X X

n
nA K A X   . 那么有如下满态射：

     0Hom , Hom , Hom ,A A AA φ A Q X A N ：

因此φ是一个满的右- -GPXU 逼近且  dim 1X K n  . 

定理 2.4.4 设 N 是A 中的任意对象且  
YUGid N n ，则有一个满的- -GIYU 逼近

:φ N M ，其中 -GIYUM  ，且 Ker( )K φ 满足  dim 1Y K n  .

证明：由  
YUGid N n 与推论 2.22可知存在如下Y -余正合且 U -正合序列：

0 10 0nN Y Y N       ，

其中 XiY  ， -GIYUN  . 由 -GIYUN  可知，存在如下既是Y -余正合又是U -

正合的序列：

1 00 0nQ L L N       ，

其中 YiL  ， -GIYUQ . 于是存在如下链映射：

那么此链映射的映射锥也是Y -余正合的，即有Y -余正合序列：

0 1 1 1 1 00 0
f φλ

n nN Y Q Y L Y L N L N               .
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因φ是可裂的，故存在Y -余正合序列

0 1 1 1 1 00 0
fλ

n nN Y Q Y L Y L L           ，

容易看出上述序列中 0Y Q 右边所有的对象都在Y 中. 令  ker f K ，则K满足：

   dim 1 1Y K n n   . 因  
YUGid N n ，故    dim 1 1Y K n n   . 于是我们取

K的Y -分解如下：

0 1 10 0nK Y Y Y       ，

其中 YiY  . 对K的Y -分解作用  HomA ，A 函子，其中 -GIYUA ，根据命题

2.1.9，由维数转移得：    1
1Ext , Ext , 0X X

n
nK A Y A  . 那么有如下满态射：

     0Hom , Hom , Hom ,A A Aλ A Y Q A N A ： .

因此φ是一个满的左- -GIYU 逼近且  dim 1Y K n  . 

推论 2.4.5 设M 是A 中的对象，且 N 的 -GPXU 维数为 n，则存在如下的X -正

合序列

0 0N H M    ，

其中  dimX H n ， -GPXUM  .

证明： 当 0n  时，根据命题 2.1.8可知，结论是显然的，当 0n  时，由于N的

-GPXU 维数为n，那么由定理 2.4.3可知存在X -正合序列：

0 0K M N    ，

其中 -GPXUM  ，且  dim 1X K n  ，由 -GPXUM  ，可知存在X -正合序列

0 0M X M    ，

其中 XX  ， -GPXUM  ，于是有如下交换图：
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不难验证上述交换图中每个正合列都是X -正合的. 由交换图的第二行可知

 dimX H n . 因此交换图中第三列即为所求. 

对偶地，我们容易得出如下推论 2.4.6.

推论 2.4.6 设M是A 中的对象，且 N的 -GIYU 维数为n，则存在如下的Y -余正

合序列

0 0M H N    ，

其中  dimY H n ， -GIYUM  .

引 理 2.4.7 若 0 0M M N    是 一 个 X - 正 合 序 列 ， 其 中

-GPXUM M ， ，且对于任意的 XX  都有  1Ext , 0X N X  ，则 -GPXUN  .

证明：由 -GPXUM  可知存在X -正合序列

0 0M X M     ，

其中M 为 -GPXU ，且 XX  ，于是有如下推出图：

因为 -GPXU 是X -扩张封闭的，所以 -GPXUB . 又因  1Ext , 0X N X  ，所以上
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述交换图中的第二行是可裂的，即 N 是 B的直和项. 根据定理 2.2.8，可得

-GPXUN  . 

对偶地，我们容易得出如下引理 2.4.8.

引理 2.4.8若0 0N M M     是一个Y -余正合序列，其中 -GIYUM M ， ，

且对于任意的 YY  都有  1Ext , 0X Y N  ，则 -GIYUN  .

由参考文献[21]中引理 2.4可得如下引理.

引理 2.4.9下列陈述等价，其中 n为正整数.

(1) XX  ；

(2)  Ext , 0X
n X N  ， AN  ；

(3)  1Ext , 0X X N  ， AN  .

证明：(1) (2)与(2) (3)是显然的.

(3) (1) 取X -正合序列 0 0K X X    ，其中 XX  ，对此序列作用

 Hom ,A K 函子可得

       10 Hom , Hom , Hom , 0 Ext ,A A A XX K X K X K X K     .

于是此短正合列是可裂的，即 X 是 X 的直和项，从而 XX  . 

对偶地，我们容易得出如下引理 2.4.10.

引理 2.4.10下列陈述等价，其中 n为正整数.

(1) YY  ；

(2)  Ext , 0X
n N Y  ， AN  ；

(3)  1Ext , 0X N Y  ， AN  .

引理 2.4.11 设N是A 中的任意对象，则下列命题等价，其中 ,n i为正整数.

(1)  dimX N n ；

(2)  Ext , 0X
i N L  ，其中 i n ， L为A 中的任意对象；

(3) 对于 X -正合序列
1 01

1 00 0
n nt t tt

n nL X X N


      ，如果 XiX  ，那么

XnL  .

证明：(1) (2)，由(1)可得存在X -正合序列

1 00 0n nX X X N      .
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对此X -正合序列作用  Hom ,A L ，可得      Ext , Ext , 0X X
i i n

nN L X L i n   .

(2) (3)，令 keri iK t ，0 i n  ，对每个X -正合序列 10 0i i iK X K     都

作用  Hom ,A L 函子，于是有

       1 2 1
2 0Ext , Ext , Ext , Ext , 0X X X X

n n
n nL L K L K N N L

     .

由引理2.4.9可得 XnL  . (4) (1)是显然的. 

于是对于A 中的任意对象N的X -维数可表示为：

   1dim inf | Ext ( , ) 0,X A AiN i N N L L      .

对偶地，我们容易得出如下引理 2.4.12.

引理 2.4.12 设N 是A 中的任意对象，则下列命题等价，其中为 ,n i正整数.

(1)  dimY N n ；

(2)  Ext , 0Y
i L N  ，其中 i n ， L为A 中的任意对象；

(3) 对于Y -正合序列 0 10 0n nN M M L      ，如果 YiM  ，那么

YnL  .

于是对于A 中的任意对象N的Y -维数可表示为：

   1dim inf | Ext ( , ) 0,Y A AiN i N L N L      .

引理 2.4.13 对于A 中的任意对象N，以下成立：

若 XN  或者 YN  ，那么对于任意的 -GPXUM  都有  1Ext , 0X
i M N  .

证明：由 -GPXUM  可知，存在  1Ext , 0X
i M X  ，其中 XX  . 若 XN  ，那对

么存在N 的X -分解：

1 00 0n nX X X N      .

令 1Im( )n n nK X X   ，且对N 的X -分解作用函子  Hom ,A M  ，由维数转移可

得        1 2
1 2Ext , Ext , Ext , Ext , 0X X X X

i i i i n
nM N M K M K M X       ，容易看出

 1Ext , 0X
i M N  . 若 YN  ，由命题 1.2.5可得 XN  ，同样可以得出结论. 

对偶地，我们容易得出如下引理 2.4.14.

引理 2.4.14 对于A 中的任意对象N，以下成立：

若 XN  或者 YN  ，那么对于任意的 -GIYUM  都有  1Ext , 0X
i N M  .
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定理 2.4.15 设 N是A 中的任意对象，且  
XUGpd N  ，则下列命题等价，其

中 ,n i为正整数.

(1)  
XUGpd N n ；

(2)  Ext , 0X
i N L  ，其中 i n ，  dimX L  ；

(3)  Ext , 0X
i N X  ，其中 i n ， XX  ；

(4) 对 于 X - 正 合 序 列 1 00 0n nL M M N      ， 如 果

0 1, , nM M   -GPXU ，那么 -GP XUnL .

证明： (1) (2)由  
XUGpd N n 可知，存在X -正合序列：

1 00 0n nM M M N      ，

其中 -GPXUiM  ，对此正合列作用函子  Hom ,A L ，其中  dimX L   . 由引

理 2.4.13，通过维数转移，我们有      Ext , Ext , 0X X
i i n

nN L M L i n   .

(2) (3)和(4) (1)是显然的.

(3) (4)由于N的 -GPXU 维数有限，令  
xu

Gpd N m ，假设n m ，于是有

如下X -正合序列：

1 00 0m mM M M N        ，

其中 -GPXUiM  . 令  1 1 2Imm m mK M M     ，考虑如下X -正合序列:

1 2 00 0m mK M M N        ，

对于任意的 XX  ，由n m 与维数转移，我们有    1
1Ext , Ext , 0X X

m
mK X N X   .

因此通过引理 2.4.7 可知，在 X -正合序列 1 10 0m m mM M K      中，

1 -GPXUmK   . 于是   1
XUGpd N m  ，与假设矛盾，即 m n ，也就是

 
XUGpd N n 那么一定存在X -正合序列：

1 00 0n nM M M N        .

由推论 2.2.10，我们可以得到 -GPXUnL  . 

因此N的 -GPXU 维数可表示为：
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     1 1inf | Ext ( , ) 0, inf | Ext ( , ) 0,
XU X XX Xi iGpd N i N N L L i N N X X            

对偶地，我们容易得出如下定理定理 2.4.16.

定理 2.4.16 设N是A 中的任意对象，且  
YUGid N  ，则下列命题等价，其

中 ,n i为正整数：

(1)  
YUGid N n ；

(2)  Ext , 0X
i L N  ，其中 i n ，  dimY L  ；

(3)  Ext , 0X
i Y N  ，其中 i n ， YY  ；

(4) 对 于 Y - 余 正 合 序 列 0 10 0n nN M M L      ， 如 果

0 1, , nM M   -GIYU ，那么 -GIYUnL  .

因此N的 -GIYU 维数可表示为：

     1 1inf | Ext ( , ) 0, inf | Ext ( , ) 0,
YU X XY Yi iGid N i N L N L i N Y N Y            



命题 2.4.17 (1) 若A 中的对象N的X 维数有限，则    dim
XU XGpd N N .

(2) 若A 中的对象N的Y 维数有限，则    dim
YU YGid N N .

证明： (1)假设  dimX N n ，且设  
XUGpd N m ，则m n ，于是存在如下的

两个X -正合序列：

1 00 0nX X X N      ，

1 00 0mM M M N      ，

其中 XiX  ， -GPXUiM  . 不难验证函子  Hom ,A M  将上述第一个X -正合序

列变成正合序列，其中 -GPXUM  ，令  1 2keri i iK X X   ，其中 1i  且

1X N  . 于是存在 -GPXU -正合序列：

10 0m m mK X K    .

又由推论 2.2.10 可知 -GPXUmK  . 由于上述序列是 -GPXU -正合的，所以

 1
1Ext , 0X m mK K   ，即上述正合序列是可裂的. 那么 mK 是 mX 的直和项， XmK  ，

所以可证m n . (2)的证明与(1)的证明类似. 
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在参考文献[34]中介绍了余挠对的定义，由本文定义的相对同调函子可定义相对

余挠对余挠对. 在阿贝尔范畴A 中， AB  ， AC  ， ,B C 被称为相对余挠对，

那么  ,B C 满足条件： B C ， B C  ，其中

   1Ext , 0,XA B N B N B B       ，

   1Ext , 0,XA C N N C C C       .

定理 2.4.18 下列命题等价，其中 n N  .

(1)  sup ( )
XU AGpd N N n  ；

(2)  -GP, XU Y 是相对余挠对.

证明：(1) (2)首先我们证明  -GP 
XU Y  ，假设C Y ，其中 -GPXUG 由引

理 2.4.13 可得对于任意的 C Y 都有  1Ext , 0X Ci G  ，其中 -GPXUG ，于是

 -GP
XY U  .

设  -GPXUQ  ，那么任意的 -GPXUG 都有  1Ext , 0X G Q  ，且对于任意

的 -GPXUG 都存在X -正合序列 0 0G X G    ，其中 -GPXUG ，

XX  . 对此序列作用  HomA Q， 函子，可得  10 Ext ,X G Q   2Ext ,X G Q 

 2Ext , 0X X Q  ，通过假 设归纳法可得，对 于任意的 -GPXUG 都有

 1Ext , 0X
i G Q  . 由(1)可知对于A 中任意对象 N ，都有  

XUGpd N n ，那么存

在X -正合序列 1 00 0nG X X N      ，其中 -GPXUG ，由维数

转移可知  Ext ,X
i N Q  Ext , 0X

i n G Q   ，其中 i n ，由引理 2.4.12可知 YQ ，

即  -GP 
XU Y  .

接下来，我们证   XY U GP


  ，由引理 2.4.13易得  -GP 
XU Y


 . 假设

 YF   ，  YH


  ，对于任意的 F 都存在X -正合序列0 0F Y F     且

其中 YF   ， YY  ，对此序列作用  HomA H ， 函子，由维数转移可得

 10 Ext ,X H F      2 2Ext , Ext , 0X XH F H Y  ，通过假设归纳法可得，对于任

意的 YF  ，都有  1Ext , 0X
i H F  ， YF  ，根据定理 1.2.5可知 XF  ，于是由
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定理 2.4.15可知 -GPXUH  ，即   -GP
XY U


 .

(2) (1) 假设  -GP, XU Y 是相对余挠对，对于任意的 AN  都存在X -正合序列

1 00 0nG X X N      ，其中 XiX  . 对此序列作用  Hom ,A H ，

其中 YH   . 由维数 转移，我们有    1 1Ext , Ext , 0X X
nG H N H  . 因此

  -GP
XY UG


  . 于是对于任意的N ，都有  

XUGpd N n . 

对偶的，我们容易得出如下定理 2.4.19.

定理 2.4.19 下列命题等价，其中 n N  .

(1)  sup ( )
YU AGid N N n  ；

(2)  , -GI
YX U 是相对余挠对.

定理 2.4.20 下列条件等价，其中 n N  .

(1)  sup ( )
XU AGpd N N n  且  sup ( )

YU AGid N N n  ，

(2)对于 UU  ，都有  dimX U n 且  dimY U n (U A 且X U ，Y U ).

证明： (1) (2)因为对于任意的 AN  都有  
XUGpd N n ，于是存在 N 的

-GPXU 分解，即X -正合序列

1 00 0nG G G N      ，

其中 -GPXUiG  对其作用  Hom ,A U 函子，根据命题 2.1.4 由维数转移可得

   Ext , Ext , 0X X
i i n

nN U G U  ( i n )，由引理 2.4.12 可得，  dimY U n . 因为

对于任意的 AN  都有  
YUGid N n ，所以存在 N 的 -GIYU 分解，即X 正合序

列

0 10 0nN G G G     ，

其中 -GIYUiG  对其作用  Hom ,A U  函子，根据命题 2.1.4 由维数转移可得

   Ext , Ext , 0X X
i i n

nU N U G  ( i n )，那么由引理 2.4.11可得，  dimX U n .

(2) (1)先证明  sup ( )
XU AGpd N N n  . 对于任意的 AN  ，都存在 N 的X -

分解，即X -正合序列

1 1 00 0nG X X X N       ， (2.36)
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只需证明 -GPXUG ，即可得出对于任意的 AN  都有  
XUGpd N n . 对(2.36)

作用  Hom ,A U 函子，U 为U 中任意对象，因为  dimY U n ，所以由引理 2.4.12

可得    Ext , Ext , 0X X
i n iG U N U  ( 1i  ). 满足命题 2.1.8中(2)的条件(i). 对于N

又存在X -正合序列0 0N Y N     ，其中 YY  . 同理，其中的 N 也存在

X -正合序列

1 1 00 0nG X X X N           . (2.37)

对(2.37)作用  Hom ,A U 函子，也有    Ext , Ext , 0X X
i n iG U N U   ( 1i  )，当

1i  时即有  1Ext , 0X G U  ，由此可得如下交换图：

其 中 因 为 UY  ， 又  dimX U n ， 所 以 1 XQ  ， 对 于 X - 正 合 序 列

10 0G Q G    ，由  1Ext , 0X G U  可知，此序列是  Hom ,A U -正合的.

取X -正合序列 10 0N Y N     ，其中 1 YY  ，重复上述步骤可得X -正合

又是  Hom ,A U -正合的序列 1 2 30 G Q Q Q    ，其中 XiQ  . 满足命

题 2.1.8中(2)的条件(ii)，因此 XUG GP  . 接下来证  sup ( )
YU AGid N N n  .

对于任意的 AN  ，都存在N 的Y -分解，即X -正合序列：

0 1 10 0nN Y Y Y G       ， (2.38)

只需证明 -GIYUG ，即可得出对于任意的 AN  都有  
YUGid N n . 对(2.38)

作用  Hom ,A U  函子，U 为 U 中任意对象，因为  dimX U n ，由引理 2.4.11
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可得    Ext , Ext , 0X X
i n iU G U N  ( 1i  ). 满足命题 2.1.9中(2)的条件(i). 对于N

又存在X -正合序列 0 0N X N    ，其中 XX  . 同理，其中 N 也存在

X -正合序列：

0 1 10 0nN Y Y Y G           . (2.39)

对(2.39)作用  Hom ,A U  函子，也有    Ext , Ext , 0X X
i n iU G U N   ( 1i  )，当

1i  时即有  1Ext , 0X U G  ，由此可得如下交换图：

其 中 因 为 UX  ， 又  dimY U n ， 所 以 1 YQ  ， 对 于 X - 正 合 序 列

10 0G Q G    ，由  1Ext , 0X U G  可知，此序列是  Hom ,A U  -正合的.

取X -正合序列 10 0N X N     ，其中 1 XX  ，由定理 1.2.3 可知，X -

正合序列也是Y -余正合的. 于是重复上述步骤可得Y -余正合又是  Hom ,A U  -

正合的序列 3 2 1 0Q Q Q G     ，其中 YiQ  . 满足命题 2.1.9中(2)的条

件(ii)，因此 -GIYUG . 
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第3章 弱X -Gorenstein投射对象与弱Y -Gorenstein内射对象

本章节对 -GorensteinXU 投射对象与 -GorensteinYU 内射对象进行推广，在平

衡对和Gorenstein对象的基础上定义弱X -Gorenstein投射对象与弱Y -Gorenstein

内射对象，并研究证明弱X -Gorenstein 投射对象与弱Y -Gorenstein 内射对象的

等价刻画. 然后对弱X -Gorenstein 投射对象与弱Y -Gorenstein 内射对象的几个

基本性质进行了证明.

3.1 弱X -Gorenstein投射对象的基本性质

定义 3.1.1如果存在X -正合序列

2 1 0 1 2X X X X X X
        ，

其中 XiX  ，且  0 1kerM X X  ，那么称M 为弱X -Gorenstein投射对象. 用

 XWGP 表示所有弱X -Gorenstein投射对象.

注 3.1.2 (1)  X XWGP 且    X XG WGP .

(2) X 中所有的核和象都是弱X -Gorenstein投射对象.

命题 3.1.3 下列命题等价：

(1)  XM WGP ；

(2)存在X -正合序列 0 10 M X X   ，其中 XiX  ；

(3)存在短X -正合序列0 0M X G    ，其中 XX  ，  XG WGP .

证明: (1) (2)，(1) (3)是显然的. 下证(3) (2) (1).

(3) (2)由  XG WGP 可知，存在X -正合序列 0 10 G X X   ，其中

XiX  ，于是容易得出存在X -正合序列 0 10 M X X X     .

(2)  (1) 对 于 任 意 对 象 M 都 存 在 X - 分 解 ， 即 X - 正 合 序 列

2 1 0X X M     ，结合条件(2)易得  XM WG . 

定理 3.1.4 对于X -正合序列 0 0G M X    ，若  XG WGP 且 XX  ，

那么  XM WGP .

证明：由  XG WGP 可知，存在X -正合序列 0 0G X G     ，其中
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XX  ，  XG WGP . 于是有如下推出图：

容易得出推出图中的序列都是X -正合的. 因为  1Ext , 0X
i X   ， XX  ，所以

 1Ext , 0X X X   . 由此可知推出图中的X -正合序列 0 0X A X    是可

裂的，即 A X X   ，于是 XA . 根据命题 3.1.3，由推出图中的X -正合序列

0 0M A G    可知  G XM W P . 

命题 3.1.5 若对于任意对象 AN  ，都有  dimY N n ，那么    X XG WGP .

证明：    X XG WGP 是显然的，以下证明    X XWGP G . 设  XM WGP ，

若要证  XM G ，则需证使得  0 1kerM X X  的X -正合序列

2 1 0 1 2X X X X X X
        

是X -余正合的. 先证对于 AN  且  dimY N n ，都有  Hom ,A X N 是正合的.

当 0n  时， YN  于是  Hom ,A X N 一定是正合的. 当  dimY N n  1 n   ，

存在X -正合序列

0 0N Y L    ， (3.1)

其中 YY  ，且  dim 1L n  . 对(3.1)作用  Hom ,A X   函子可得正合复形：

     0 Hom , Hom , Hom , 0A A AX N X Y X L      . (3.2)

由归纳假设法，假设当 1n  时成立，即对于 L，有  Hom ,A X L 是正合的. 又

 Hom ,A X Y 是正合的，于是由[1，第三章]可知  Hom ,A X N 一定也是正合的.

于是对于 AN  都有  Hom ,A X N 是正合的，因此由X A 可知，对于 XX  ，

 Hom ,A X X 是正合的. 
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命题 3.1.6若对于任意对象 AN  ，其  dimX N n ，那么  X XWGP .

证明：  X XWGP 是显然的，以下证明  X XWGP  . 设  XM WGP ，则存

在X -正合序列：

0 10 M X X   ，

其中 XiX  ，令  1Im n nL X X  ，于是有X -正合序列

0 1 10 0nM X X X L       .

又  dimX L n ，由引理 2.4.11可得 XM  . 

定 理 3.1.7 对 于 X - 正 合 序 列 0 0M N G    ， 若  XM WGP 且

-GPXUG ，那么  XN WGP .

证明：根据弱X -Gorenstein投射对象的定义以及 XU -Gorenstein投射对象的定义

可知存在X -正合序列

0 10 M X X   ，

其中 XiX  ，也存在X -正合且U -余正合的序列

0 10 G X X    ，

考虑如下交换图

由命题 2.11可知  1
0Ext , 0X G X  ，于是有如下正合序列

     0 0 00 Hom , Hom , Hom , 0A A AG X N X M X    .

那 么 存 在 态 射 0:γ N X 使 得 f γ α  ， 定 义 态 射 0 0:h N X X   为

      ,h n γ n g β n  ，其中 n为 N 中任意对象. 容易验证态射 h使得上图是交

换的. 然后，利用蛇引理有如下X -正合的交换图
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因为    coker Xf WGP ，  coker XUg GP  ，所以重复上述步骤可得X -正

合序列 0 0 1 10 N X X X X      ，其中  1 0XiX X i   . 满足命题

3.1.3，因此  XN WGP . 
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3.2 弱Y -Gorenstein内射对象的基本性质

定义 3.2.1 如果存在Y -余正合序列

2 1 0 1 2Y Y Y Y Y Y
        ，

其中 YiY  ，且  0 1kerM Y Y  ，那么称M 为弱 Y -Gorenstein 内射对象. 用

 YWGI 表示所有弱Y -Gorenstein内射对象组成的类.

注 3.2.2 (1)  Y YWGI 且    Y YG WGI .

(2) Y  中所有的核和象都是弱Y -Gorenstein内射对象.

命题 3.2.3 下列命题等价：

(1)  YM WGI ；

(2)存在X -正合序列 1 0 0Y Y M    ，其中 YiY  ；

(3)存在短X -正合序列0 0G Y M    ，其中 YY  ，  YG WGI .

证明：与命题 3.1.3对偶. 

定理 3.2.4 对于Y -余正合序列0 0Y M G    ，若  YG WGI 且 YY  ，

那么  YM WGI .

证明：由  YG WGI 可知，存在Y -余正合序列 0 0G Y G     ，其中

YY  ，  YG WGI . 于是有如下拉回图：

容易得出拉回图中的序列都是Y -余正合的. 因为  1Ext , 0X
i Y   ， YY  ，所以

 1Ext , 0X Y Y  . 由此可知拉回图中的X -正合序列 0 0Y A Y     是可裂

的，即 A Y Y   ，于是 YA . 根据命题 3.2.3，由拉回图中的Y -余正合序列

0 0G A M    可知  YM WGI . 
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命题 3.2.5 若对于任意对象 AN  ，都有  dimX N n ，那么    Y YG WGI .

证明：与命题 3.1.5对偶. 

命题 3.2.6 若对于任意对象 AN  ，其  dimY N n ，那么  Y YWGI .

证明：与命题 3.1.6对偶. 

定 理 3.2.7 对 于 X - 正 合 序 列 0 0G N M    ， 若  YM WGI 且

YUG GI  ，那么  YN WGI .

证明：根据弱Y -Gorenstein内射对象的定义以及 YU -Gorenstein内射对象的定义

可知存在X -正合序列 1 0 0Y Y M    ，其中 YiY  ，也存在Y -余正合且

U -正合的序列 1 0 0Y Y G     ，考虑如下交换图

由命题 2.1.5可知  1
0Ext , 0X Y G  ，于是有如下正合序列

     0 0 00 Hom , Hom , Hom , 0A A AY G Y N Y M    .

那 么 存 在 态 射 0:γ Y N 使 得 g α γ  ， 定 义 态 射 0 0:h Y Y N  为

      0 0 0 0,h y y αf y γ y   ，其中 0 0y Y  ， 0 0y Y . 容易验证态射 h使得上图是

交换的. 然后，利用蛇引理有如下Y -余正合的交换图

因为    ker Yf WGI ，  ker -GIYUg  ，所以重复上述步骤可得X -正合序列

1 1 0 0 0Y Y Y Y N       ，其中  0Yi iY Y i   . 满足命题 3.2.3，因此

 YN WGI . 
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第 4章 结论与展望

4.1 结论

在第二章对 XU -Gorenstein投射对象与 YU -Gorenstein内射对象做出定义后主

要对以下做出证明并得出结论：

1. XU -Gorenstein投射对象与 YU -Gorenstein内射对象的等价刻画.

2.所有 -GorensteinXU 投射对象组成的类是X -可解，所有 -GorensteinXU 内射对

象组成的类是Y -余可解.

3. 所有 -GorensteinXU 投射对象与 YU -Gorenstein内射对象都对于直和项封闭.

4. 对于任意的 1n  ，都有  -GP -GPX XU Un  与 -GI -GIY YU U
n
   ，即

-GorensteinXU 投射对象与 YU -Gorenstein内射对象具有稳定性.

5. 在一定条件下对于任意的 AN  ，存在 -GPXU -右逼近或 -GIYU -左逼近.

6. XU -Gorenstein投射对象与 YU -Gorenstein内射对象维数有限的等价刻画.

7.  ,XU YGP  是相对余挠对与  sup ( )
YU AGid N N n  等价.

8.  sup ( )
XU AGpd N N n  且  sup ( )

YU AGid N N n  等价于对于 UU  ，

都有  dimX U n 且  dimY U n .

在第三章对 XU -Gorenstein投射对象与 YU -Gorenstein内射对象做推广定义了

弱X -Gorenstein投射对象与弱Y -Gorenstein内射对象，并得出以下结论：

1. 弱X -Gorenstein投射对象与弱Y -Gorenstein内射对象的等价刻画.

2. 在一定条件下    X XG WGP 或    Y YG WGI .

3. 在一定条件下  X XWGP 或  Y YWGI .

4. 对于X -正合序列0 0M N G    ，若  XM WGP 且 -GPXUG ，那

么  XN WGP .

5. 对于X -正合序列0 0G N M    ，若  YM WGI 且 -GIYUG ，那么

 YN WGI .
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4.2 展望

文章中将相对同调函子作用在序列上来研究 XU -Gorenstein 投射对象与

YU -Gorenstein内射对象的性质定理，若把序列推广到复形序列上，将相对同调

函子作用在复形序列上，会得到更加深入的同调性质.

Gorenstein投射对象的研究与其他众多理论之间都存在着较为紧密的联系，

在文章第二章回顾了余挠对的定义并研究证明了一个 XU -Gorenstein对象与余挠

对的关系，若在 Gorenstein对象中引入由平衡对  ,X Y 中X -分解与Y -分解得到

的相对同调函子定义的余挠对，得到阿贝尔范畴里的新对象，也是对本文

XU -Gorenstein投射对象与 YU -Gorenstein内射对象的推广.
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