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一类带有私人观念的观念动力学模型的研究 

摘 要 

随着科学的发展和互联网技术的普遍，微博，抖音等社交网络已

经成为人们获取信息的重要来源，越来越多的人在网络上发表自己的

观点，信息的传播形式和方式发生了前所未有的改变。在这种情况下，

人们的交互信息越来越复杂，人们在发表言论时，有可能因为群体的

压力，心口不一，因此，考虑个体的表达观念和私人观念的差异具有

重大的现实意义。在本文中，我们主要讨论了个体的私人观念和表达

观念以及固执个体对观念演变的影响，同时也考虑了竞争机制以及分

歧程度的下限。 

首先，本文提出了一种新颖的观念动力学模型。同时考虑了私人

观念，竞争关系以及固执个体，并利用图论和矩阵分析的相关理论对

模型的收敛性进行了分析，研究发现当系统不具有开放性个体时，无

论网络拓扑是否是结构平衡，私人观念和表达观念总是可以以指数级

地速度快速收敛到稳定状态，同时稳定状态依赖于最初的私人观念，

并且表达观念在演化的过程中被遗忘。之后利用数值仿真对所得结果

进行了验证。 

其次，本文研究了系统具有开放性个体的情况，研究发现如果系

统存在开放性个体，则模型的收敛性取决于所有开放性个体的观念是

否能够收敛到稳定状态，稳定的观念是否取决于初始表达观念，与开
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放性个体组成的子网络的结构平衡有关，最后利用数值仿真验证了所

得结论的有效性。 

最后，我们对本文进行了总结和归纳，并对观念动力学未来的研

究方向进行了展望。本文的研究成果对于进一步发展观念动力学，拓

展个体信念系统的内涵，以及揭示观念产生、传播和聚合的演变规律

具有重要意义。 

关键词：观念动力学，私人观念，表达观念，固执个体，收敛性 
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A Research on a Class of Opinion Dynamics Models with 

Private Opinion 

 

ABSTRACT 

 

With the development of science and the popularization of Internet 

technology, social networks such as Weibo and Douyin have become an 

important source for people to obtain information, and more and more 

people express their opinions on the Internet, and the form and way of 

information dissemination have undergone unprecedented changes. In this 

case, people's interactive information is becoming more and more 

complex, and people may be inconsistent due to the pressure in the group 

when they express their opinions, so it is of great practical significance to 

consider the differences in the private opinion of individuals' public 

opinion. In this thesis, we mainly discuss the influence of the individual's 

private and expressed opinions and the stubborn individual on the 

evolution of opinion, but also consider the competition mechanism and 

the lower limit of the degree of disagreement. 

Firstly, this thesis proposes a novel opinion dynamics model. At the 

same time, the private opinion, competition relationship and stubborn 

individual are considered, and the convergence of the model is analyzed 

by using the relevant theories of graph theory and matrix analysis, and it 

is found that when the system does not have open individuals, regardless 

of whether the network topology is structurally balanced or not, the 
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private and expressed opinions can always converge to the steady state at 

an exponential speed, and the stable state depends on the initial private 

opinion, and the expressed opinion is forgotten in the process of evolution. 

Numerical simulations were then used to verify the results. 

Secondly, this thesis studies the situation that the system has open 

individuals, and finds that if there are open individuals in the system, the 

convergence of the model depends on whether the opinion of all open 

individuals can converge to a stable state, and whether the stable opinion 

depend on the structural balanced of the sub-network composed of open 

individuals of the initial expressed opinion and finally the validity of the 

conclusions is verified by numerical simulation. 

At the end of this thesis, we summarize and summarize this thesis, 

and look forward to the future research directions of opinion dynamics. 

The findings of this thesis are of great significance for promoting the 

development of opinion dynamics, expanding the connotation of 

individual belief systems, and revealing the evolution of idea generation, 

propagation and aggregation. 

Zhu Yixin  (Mathematics) 

                                     Supervised by He Guang 

KEY WORDS: Opinion Dynamics, Private Opinion , Expressed Opinion, 

Stubborn Individuals, Convergence 
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第 1 章 绪论 

1.1 研究背景和意义 

近些年来，观念动力学受到了社会控制理论、社会动力学，社会经济学，社

会管理学等领域的广泛关注[1-6]。观念动力学研究在不同媒介和情况下，观念的

产生，扩散和聚集[7-10]。例如公司董事会会议室，小学教室和在线社交媒体中个

人观念的传播和聚集。它关注的是社交网络的基本问题：个体（智能体）在社会

网络中如何受到他人的影响。我们所说的“观念”是指个体围绕社会事件的发生

和发展对该事件持有的看法和态度，反映的是社会思潮和民心所向，是一种能够

预测社会发展趋势，调节和调整社会关系，激励和监督社会群体，促进科技发展

和推动工业进步的力量，它对社会进步有着广泛而深远的影响[11-16]。 

随着科技的发展和时代的进步，人们获取信息的形式发生了许多变化，从传

统的电视，广播，报纸等单向性广播类信息到微博，微信，抖音等移动互联网信

息，人们获取信息的方式更加多样便捷，获得的信息也更加及时，自由，量大。

因此，人们在进行观念的交互时，表达的观念可能和心里所想的观念不同，在这

种情况下，个体的私人观念和表达观念会出现差异，可能会产生信息级联，导致

各种各样的情况发生。例如，在刑事审判中，超过三分之一的陪审员会私下投票

反对陪审团的最终决定。民众的私人观念和公开表达观念之间的巨大差异可能会

造成紧张和不满，从而产生严重的后果。无论是在陪审员、公司董事会会议室还

是在普通大众中发生的敏感的政治问题，私人观念和表达观念中巨大且持续存在

的分歧导致潜在的社会影响是明确的。在这种情形下，讨论私人观念和表达观念

的产生、扩散和聚合有着重要的意义。 

在社会网络中，竞争无处不在，竞争是指个人或集体之间寻求超越他人或者

取得比他人更好成就的心理需求和行为，即每个参与者为了最大化获得利益，为

了达到有吸引力的目标，毫不犹豫的牺牲他人的利益，因此它的积极作用是能使

人们振作起来，向前迈进，促进社会进步，提高劳动生产率。在社会生活中，竞

争总是以竞赛的形式表现出来，例如，篮球赛，数学建模比赛，跳舞比赛，绘画

比赛等等。因此，竞争在社会网络中无处不在，考虑竞争因素对于我们研究的课

题有着重要的意义。 
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1.2 国内外研究现状 

在过去的几十年中，观念动力学引起了系统和控制工程群体的广泛关注，观

念动力学主要是捕捉社会网络中的个体是如何互动和交换观念的，个体的观念可

能会随着时间的推移而演变，因为个体有可能会学习邻居的观念。目前，许多的

观念动力学模型，包括最经典的观念动力学模型都是依赖于个体的模型。1956

年，French Jr 引入了基于个体的观念动力学模型，也是观念动力学中最经典的

模型 DeGroot 模型[17]，该模型假设每个人的观念随着时间的变化而变化，个体

使用加权平均将自己的观念以及邻居个体的观念相结合，以捕捉社会影响。如果

网络满足某些连通性的条件，就会达到观念一致，即所有个体的观念是一致的

[18-22]。在 DeGroot 模型中，假设所有个体都具有简单认知能力，从而被视为同质

个体。但是，在实际社会中，个体的认知通常都很复杂，并且存在差异，因此

Friedkin 和 Johnsen 引入了固执个体，提出了 Friedkin-Johnsen(F-J)模型[23-24]。 F-J

模型假设不同个体在原有认知方面具有不同程度的固执性，也就是说，固执个体

不会忘记自己的原有认知，并且会受到外部条件的影响，因此 F-J 模型很难实现

观念一致，文献[25-28]对 F-J 模型稳定性的充分条件进行了描述。 

考虑到个体可能更愿意与观点相似的人交流，而忽略与自己观点有明显差异

的人，Hegselmann-Krause (H-K)模型在文献[29]中被引入。在 H-K 模型中，每个

个体都有一个置信区间，个体只接受其置信区间内的观念，而忽略置信区间外的

观念，这意味着网络拓扑取决于个体的观念，因此 H-K 模型是时变的。对于每

一组初始观念，H-K 模型总是在空闲时间收敛到稳定的状态，但这种稳定状态通

常将个体分为几个群体[30-31]。将 Friedkin的社会权利理论与DeGroot模型相结合，

提出了 DeGroot-Friedkin(D-F)模型[32]。在 D-F 模型中，虽然个体之间的影响力保

持恒定，但个体在影响网络中的自我认知权重是由其在社会中的权力所决定的。

D-F 模型不仅关注观念的演变，也关注社会权利的演变。文献[33]研究了社会权

利向量在问题序列上的演变，解释了社会网络中的分层现象。关于 D-F 模型的

进一步研究，请参考文献[34-35]。 

大多数的学术文献主要集中在个体之间的合作模式，却往往忽略了个体之间

可能存在的竞争和对抗关系。然而，竞争是一种客观存在的现象，无论是人类社

会还是大自然中，竞争始终是一个普遍存在的现象[36-37]。在人类社会生活中，我
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们在球类运动、健康评估、数学竞赛、投票等活动中，都可以看到对抗。因此，

在建立观念动力学模型时，有必要考虑个体之间的合作与竞争。最近，具有竞争

的观念动力学模型引起了广泛关注[38-40]。 

目前，大多数关于观念动力学的文章都集中在个人的表达观念上。然而，在

很多情况下，个人的私人观念和表达观念可能存在差异，例如在陪审员或公司董

事会会议室中讨论一些敏感的政治问题[41]，在刑事审判中，超过三分之一的陪

审员会私下投票反对陪审团的最终决定[42]。人们私人观念和表达观念之间的巨

大差异会引起不满和紧张，这可能会产生严重的后果。 

1.3 主要研究内容和论文结构 

本文的主要研究内容如下：首先，我们拓展了经典的 DeGroot 模型和 F-J 模

型，提出了一种新颖的观念动力学模型。在这个模型中个体的私人观念，表达观

念以及固执程度同时被考虑，个体私人观念的演化依赖于个体的私人观念和邻居

个体的表达观念，而个体的表达观念是在邻居个体的平均表达观念的压力下形成

的。其次，利用图论和矩阵理论，我们发现当不存在开放性个体时，不管社会网

络是结构平衡还是结构不平衡的，个体的私人观念和表达观念总是快速收敛到稳

定的状态，同时稳定的观念依赖于初始的私人观念，而个体的表达观念在演化的

过程中被遗忘。接着，我们还分析了在一些特殊的条件下，可以通过表达观念的

分歧程度来估计私人观念的分歧程度。如果存在开放性个体，模型的稳定性依赖

于所有开放个体的观念是否可以收敛到稳定观念，稳定观念取决于最初的表达观

念和开放个体组成的子网络是否是结构平衡的。最后我们利用数值仿真对所得结

果进行了验证。 

本文结构安排如下： 

第一章：绪论。本章节主要围绕研究的背景，意义，国内外的研究现状进行

了深入解读，并明确了本次研究的核心内容和论文架构。 

第二章：预备知识。本章节重点探讨了本文所需要的数学符号和相关的专业

名词，同时还详细介绍了常用的两个模型 DeGroot 模型和 F-J 模型。 

第三章：在本章节中，我们构建了一个新颖的观念动力学模型，该模型同时

考虑个体的私人观念和固执程度。我们对该模型不具有开放性个体的情况下进行
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了深入分析，得到了模型能够收敛的必要条件，并且对最终的私人观念和表达观

念的分歧程度进行分析，得到了一种利用表达观念的差异性评估私人观念的差异

程度的方法，并通过数值模拟证实了我们的观点和结论。 

第四章：在这一章节中，我们基于上述模型，考虑了该模型具有开放性个体

的情况下，模型的收敛条件，并通过数值仿真验证了我们所得的结论是有效的。 

第五章：总结与展望。 
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第 2 章 预备知识 

2.1 符号 

在本文中， n 和 m n 分别表示维度为 n和m n 维空间的矩阵。符号1n (0n )

表示一个 n维列向量，其中所有元素都是 1(0)。 nI 表示一个 n阶单位矩阵，它的

主对角线上的元素都是 1，其余元素都是 0。矩阵 A 的第 i 行第 j 列元素用 ija 表

示。 0A  意味着矩阵 A 是一个非负矩阵，也就是对于所有的 i，j，都有 0ija  。

A 表示矩阵 A的每个元素 ija 都取其绝对值，即将矩阵 A中的每个元素 ija 都替换

为其绝对值 | |ija 。 ( )A 表示矩阵 A 的谱半径。对于方阵 n nA  ，

11 22( ) ( , , ,diag A diag a a  )nna 表示其主对角矩阵，其中对角项为 11 22, , , nna a a 。

如果存在
1

1, 
n

ijj
a i


  ，那么非负矩阵 A被称为是行随机的。 

2.2 图论 

在本段中，我们简洁地介绍和图论相关的一些定义。通常一个网络图可以被

描述为 ( , )G V E ，其中 1 2( , , , )NV v v v  是节点集， E V V  是边集。如果

1 1,V V E E  ，则称图 1 1( , )G V E 是图 ( , )G V E 的子图。 (( , ) )ij i je E v v E  表示从节

点 i到节点 j存在一条边，此时节点 i称为节点 j的邻居， { : ( , ) }i j j iN v v v E  称

为 iv 的邻居集。特别地， iie E 表示在节点 iv 中存在一个自环。对于一个非负矩

阵 A，如果 0ija  当且仅当 jie E ，则称 A为图 ( , )G V E 的加权邻接矩阵，这时

候也用 ( )G A 来表示图 ( , )G V E 。从 iv  到 i kv  的有向路径 1 1( , ), , ( , )i i i k i kv v v v    被

称为边序列，其中序列中的每个节点都是唯一的（除了开始节点和结束节点外，

其他节点都不允许重复）。如果存在一个节点 i，使得从节点 i 到 ( , )G V E 中的其

他节点有一条路径，那么我们说图 ( , )G V E 包含一棵生成树，节点 i 是根节点。
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在图 ( )G A 中，如果每个节点都是根节点，这等价于 A不可约，则称图 ( )G A 是强

连通的。结构平衡图是指符号图 ( )G A 是结构平衡的，当且仅当这里存在一个规

范变换矩阵 1 2[ , , , ]ndiag      ，使得 0A   ，其中 { 1,1}i   ，那么我们称图

( )G A (矩阵 A)是结构平衡的。结构不平衡图是指符号图 ( )G A 是结构不平衡的，

当且仅当 ( )G A 中至少存在一个负权重的无向环。 

2.3 DeGroot 模型简介 

Degroot 模型是观念动力学的基本模型，在 1974 年被 Degroot 提出，Degroot 

模型描述的是一群人在社会网络上就特定话题交换观念的过程，由于个体进行反

复互动，从而使观念达成一致的过程。在 DeGroot 模型中，个体的观念是由个体

和其邻居在前一时刻的观念的加权平均值决定的。在由 n个个体组成的社会网络

( ) ( , )G W V E 中， ( )ix t 表示个体 i在时刻 t的观念，其中 t N ，具体表示为 

 
1

( 1) ( ),
n

i ij j
j

x t w x t


   (2.1) 

其中社会网络对应的邻接矩阵W 中的元素为 ijw ，它表示个体的耦合关系，如果

0ijw  ，则在每一次的迭代过程中，个体 i可以影响到个体 j， ijw 越大，个体 j

对个体 i的影响越大。令 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))T n
nx t x t x t x t   表示在时刻 t时，n个个

体在某一特定话题上的观念。我们将系统(2.1)写成更加紧凑的形式： 

 ( 1) ( ),x t Wx t   (2.2) 

其中，W 是一个行随机矩阵，即行和为 1 的非负矩阵，体现个体间的相互影响关

系。 ijw 表示个体 j 对个体 i 的影响权重，在 DeGroot 模型框架下，对于系统(2.2)

的收敛性和一致性，可以得到以下相关结果： 

定义 2.3.1（收敛性）：在 DeGroot 模型中，若对于任意的初始观念 (0)x ，存

在一个实数向量 nx ，使得 lim ( )k x k x  ，则称系统(2.2)是收敛的。 
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定义 2.3.2（一致性）：若对于任意的初始观念 (0)x ，存在实数 使得

lim ( ) 1k nx k   ，则称系统(2.2)达成一致。 

很明显，一致性是收敛的一种特殊情况，也就是说，只有 x的 n个分量都收

敛于相同的值 时才能达成一致。由系统(2.1)和(2.2)可知，社会影响网络 G上的

观念演变过程为离散时间齐次 Markov 链(discrete-time homogeneous Markov 

chain)，随机矩阵 W 是状态转移矩阵。在文献[43]中，作者给出了 DeGroot 模型

达到一致的充分必要条件。 

2.4 F-J 模型简介 

在 DeGroot 模型中，每个个体根据自己和邻居当前观点的加权平均值来更新

自己的观点，也就是说，个体对于社会网络来说是开放的。但是，在现实世界中，

经过广泛的谈论，也经常出现持续的分歧。为了解释这种持续的分歧，1999 年，

Friedkin 和 Johnsen 提出了 F-J 模型[24]，引入了固执个体的概念。F-J 模型考虑了

固执个体的存在，他们会在一定程度上坚持自己最初的观点。由于固执个体的存

在，F-J 模型中每个个体的观念演变如下： 

 
1

( 1) ( ) (1 ) (0),
n

i i ij j i i
j

x k w x k x 


     (2.3) 

其中 ( )ix k R ， [0,1]i  ，在这里 ( )ix k 表示个体 i的观念， i 表示个体 i 对人际

影响的敏感度。自然地，1 i 代表个体 i对其初始观念的固执程度。当0 1i  时，

个体 i 属于固执个体，会在一定程度上受到他人观念的影响，同时也保留部分对

自身初始观念的坚持。当 0i  时，个体 i 属于完全固执个体，坚持自己的初始

观念，不受他人的影响。当 1i  时，个体 i 称为非固执个体，很容易被别人影

响。进一步地，将上述系统(2.3)以更紧凑的矩阵形式表示为： 
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 ( 1) ( ) ( ) (0),x k Wx k I x       (2.4) 

其中 ( )diag   ， 1 2( , , , )T n
n      ，W 是描述人际影响网络结构的行随机

矩阵。在 DeGroot 模型中，每个个体都完全接受社会影响，这很有可能会使观念

达成一致，但是，在 F-J 模型中，在每次观念迭代的时候，固执个体总是会考虑

自己的初始意见。因此， F-J 模型很难达成共识。近几十年来，随着多智能体系

统和观念动力学模型的研究深入，F-J 模型也得到了进一步的发展，下述是 F-J

模型收敛性的相关结论： 

定理 2.4.1：若 ( )G W 的每一个独立强分支都不完全由非固执节点组成的，那

么模型(2.3)收敛，并且观念最终收敛的值为
* 1( ) ( ) (0)x I W I x   。 

在模型(2.3)中，当 1n  时，F-J 模型则恢复为经典的 DeGroot 模型，因此

DeGroot 模型被看成是 F-J 模型的一种特殊情况。由上述结论我们可以观察到，

相较于经典的 DeGroot 模型，F-J 模型很难实现观念的一致，因为矩阵

1( ) ( )I W I W  的秩很难等于 1，因此需要对网络中边的权重作很严格的限制。

对于难以实现观念的一致这一现象，一个合理的解释是存在固执个体使得网络中

的观念没办法进行充分的聚合。 
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第 3 章 不具有开放性个体的观念动力学模型的动力学分析 

考虑到在社会网络中的某个特定的话题上，个体的私人观念和表达观念之间

存在差异，本章研究了社会网络中带有私人观念和表达观念以及固执个体的观念

动力学模型。当系统中不具有开放性个体时，无论社会网络是结构平衡的还是结

构不平衡的，私人观念和表达观念总是以指数级的速度快速收敛到一个稳定的状

态，同时，这个稳定的观念依赖于初始的私人观念，最初的表达观念则在演化过

程中被遗忘。接着分析了稳定状态下观念之间的分歧程度，得到了一种估计私人

观念分歧程度下限的方法。最后，通过数值仿真验证了所得结果的有效性。 

3.1 模型描述 

本章节，我们考虑一种带有私人观念和表达观念的观念动力学模型。在一个

由 n 个个体组成的社会网络中，在时间 {1, 2,3, }t   时，个体 i 对某一特定话题

的私人观念和表达观念分别用 y ( )i t 和 ŷ ( )i t 来表示，私人观念 y ( )i t 和表达观念

ŷ ( )i t 一般不同，我们认为 y ( )i t 是个体的真实观念，个体会因为各种各样的原因

可能不会表达他的真实观念 y ( )i t ，例如：敏感的政治问题，社会压力等等。在

我们的模型中，个体要遵循群体压力而表达自己的表达观点，他们通过 ( )G M 描

述的网络讨论他们的表达意见，他们通过 ( )G W 描述的网络更新他们的私人观念。

所以私人观念和表达观念是共演的，个体 i 的私人观念 y ( )i t 演化如下：  

 ˆy ( 1) y ( ) y ( ) (1 )y (0),
n

i i ii i i ij j i i
j i

t w t w t


        (3.1) 

个体 i的表达观念 ŷ ( )i t 的演化如下： 

 i i
1

ˆ ˆy ( ) y ( ) (1 ) m y ( 1),
n

i i ij j
j

t t t


      (3.2) 

在这里常数 [0,1]i  代表着个体 i 对人际影响的敏感度，1 i 代表着个体 i 对初

始观念的固执程度，当 1i  ，我们称个体 i 是非固执个体，这意味着个体 i 喜欢
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和其他个体沟通，或者很容易被其他个体影响。如果0 1i  ，我们称个体 i 是

固执个体，当固执个体与其他个体交流时，固执个体在一定程度上保持他的初始

观念。特别的，当 0i  ，我们称个体 i 是完全固执个体，这意味着个体 i 拒绝和

其他个体沟通，或者忽视其他个体观念，完全固执个体的观念始终不会改变。在

本文中，我们考虑了一种特殊的非固执个体，他们可以受其他固执个体的影响，

这意味着存在一条从固执个体到非固执个体的路径，这种个体被称为隐形固执个

体。为了方便我们的研究，我们对所有的个体进行重新分类，非开放性个体涵盖

了三种情况，即完全固执个体、固执个体和隐形固执个体。这类个体在观念演化

过程中表现出不同程度的固执性，他们的观念更新不仅受到社会影响，还会在一

定程度上保持对初始观念的坚持。剩下的个体被称为开放性个体，他们既不是固

执个体，也不受固执个体所影响。 

耦合矩阵 [ ]( )ij ijW w M m  表示通信拓扑，其中 ijw 表示个体 i 对个体 j 的影

响程度， 0ijw  表示个体 i 信任个体 j， 0ijw  表示个体 i 不信任个体 j，当然

0ijw  时表示个体 i 和个体 j之间没有关系。在我们的模型中，我们同时考虑了

个体的合作和竞争。本文假设 | |W 和 | |M 是行随机的矩阵，考虑到个体 i 更新私

人观念和表达观念，个体 i 和个体 j之间的关系不会发生改变，但在信任程度（对

抗）上可能存在一些差异，也就是说 ijw 和 ijm 具有相同的符号，但允许存在大小

差异。所以我们假设 0ijw   0ijm  和 0 0ij ijw m   。在这种情况下，矩阵W

和M （图形 ( )G W 和图像 ( )G M ）被认为是齐次的，用符号表示为W M 或

( ) ( )G W G M 。在公式(3.2)中，
1

ŷ ( 1)
n

ij jj
m t


 表示个体 i 在时间 1t  时所看到

的群体标准或规范，被称为个体 i 在 1t  时刻所感知到的当地表达观念。一个自

然选择是对于所有 ij N ， 1| | | |ij im N  ，对于所有的 ij N ， 0ijm  ，其中 ijm 的

符号与 ijw 的符号一致，当然，可以有一个合理的替代方案 ij ijm w ，  ,i j N  。 
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常数 (0,1)i  编码了个体 i 对遵守群体标准压力的弹性以符合当地公众舆

论。如果我们设置初始表达观念 ˆ (0) (0)i iy y ，那么系统(3.1)表明当 1t  时， (1)iy

依赖于 (0)iy 。该结果表明，最终观念值将取决于 (0)iy ，但独立于 ˆ (0)iy 。当然，

我们也可以选择其他的初始值 ˆ (0)iy ，最终的结果将表明，在温和的假设下，尽

管瞬态会有所改变但最终观念将保持不变。 

社会学文献表明，顺应表达观念的压力导致个体表达观念倾向于感知的群体

标准[35]。在我们的模型中，这种感知的群体标准由
1

ŷ ( )
n

ij jj
m t

 表示。从众的压

力可能源于不言而喻的传统、恐惧或与众不同，或在金钱激励、地位或奖励等驱

动下加入团队的愿望[35]。因此，系统(3.2)旨在捕捉个体 i 的表达观念，该观念等

于由于规范压力（与1 i 成比例）而被修改或更改的个人观念，以更接近个体 i

所感知的表达观念，从而施加了一个力
1

ˆ(1 ) y ( 1)
n

i ij jj
m t


  。 i 捕捉到这样一

个事实，即某些个体在表达自己的观念时往往受到比其他人更少的限制。 

3.2 备注及引理                                                                                                                             

备注 3.2.1：与现有的大多数模型（如 DeGroot 模型、F-J 模型、H-K 模型）

不同，我们的模型同时考虑了私人观念和表达观念。此外，还充分研究了个体之

间的对抗关系和固执个体。当 1i  时，我们的模型恢复为 F-J 模型[17-18]；当

1i i   时，我们的模型恢复为 DeGroot 模型[31,33]。因此，我们的模型可以捕捉

到社会个体的心理特征，可以更准确地刻画观念演化的特征。 

备注 3.2.2：在本文中，M 用于描述当地舆论
1

ŷ ( 1)
n

ij jj
m t


 。通常，我们

需要W M 。通过随后的分析，我们发现，我们可以添加一些边，只要这些添

加的边不改变个体之间的关系，我们就允许图 ( )G M 比图 ( )G W 有更多的边。换

句话说，如果 ( ) ( )G W G M 且，我们可以通过将节点 j的边添加到节点 i 来获得
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矩阵 1M （ ijm 的符号由个体之间的关系决定）。如果我们用 1M 代替M ，观念的

一致性不会因此受到影响，但这将影响最终私人观念和表达观念之间的差异。如

果需要更好地分析这种差异，则取一些特殊的M ，例如，
1

[ ( ) ]ij
i

M sign w
N

 或

1n nM   ，其中满足 0W   ， ( )sign  是符号函数。 

为了获得我们的结果，我们还需要以下引理。 

引理 3.2.1[44]：对于任意 n nA R  ， ( ) (| |)A A  ；对于任意非负矩阵

, n nA B R  ，如果 ( ) 0B A  ，则 ( ) ( )A B  。 

引理 3.2.2[22]：设 n nA R  是一个随机矩阵。如果图 ( )G A 包含生成树，并且

所有的根节点组成的强连通子图是非周期的，则 1 是 A的唯一的最大特征值，其

代数重数为 1。此外， lim 1k
nk

A w


 ，其中 1 2[ , , , ]nw w w w  是特征值 1 对应的

左特征向量，满足 0iw  ，
1

1
n

ii
w


 。特别地，如果 ( )G A 是强连通且非周期的，

则对于所有的 i N ， 0iw  。  

引理 3.2.3[45]：假设|A|是一个随机矩阵， 0iia  。如果 ( )G A 是强连通和结构

不平衡的，或者由 ( )G A 的根节点组成的子图是结构不平衡的，则 ( ) 1A  。  

引理 3.2.4[46]：假设 , , , n nA B C D  ，如果 A，D， 1( )A BD C 是非奇异的，

1( )D CA B 也是非奇异的，则 

1 1 1 1

1 1 1

( )

( )

A B A BD C A B

C D D C D CA B

   

  

   
        

D

A
， 

其中 1 1( )A BD C  A ， 1 1( )D CA B D = 。 
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3.3 主要结论 

为了更好的研究系统(3.1)和(3.2)，我们将把系统(3.1)和(3.2)改写成更加紧凑

的形式。让 1 2 ny( ) [y ( ), y ( ), , y ( )]t t t t   和 1 2ˆ ˆ ˆ ˆy( ) [y ( ), y ( ), , y ( )]nt t t t   表示影响网

络中 n 个个体的私人观念和表达观念的列向量，让  W W W  ，其中


11 22[ , , , ]nnW diag w w w  ，定义 ( )idiag  和 ( )idiag  ，将等式(3.2)带入等式

(3.1)，根据 ，我们可以得到 

 

y ( 1) y ( ) y ( ) (1 )y (0)

ˆ                (1 ) y ( 1).
j

n

i i ii i i ij j j i i
j i

n

i ij j jk k
j i j

t w t w t

w m t



 

     

 



 


   

 
 (3.3) 

根据等式(3.2)和等式(3.3)，我们可以得到： 

 
( ) (0)( 1) ( )

ˆ ˆ 0( ) ( 1)
n

n

I yy t y t
P

y t y t

     
           

, (3.4) 

P的表示如下： 

 
  

11 12

21 22

( ) ( )

( )
n

n

P PW W W I M
P PI M

       
        

, (3.5) 

对于 W和 P，我们得到以下结果。 

引理 3.3.1：图 ( )G W 是结构平衡的当且仅当图 ( )G P 是结构平衡的。 

证明：当 ( )G W 结构平衡时，存在一个规范变换矩阵，使得 0W   。注

意到， nI ，，是对角矩阵，W M ，我们有   
11 ( ) (P W W W          

 ) 0W   ，  
12 ( ) ( ) 0n nP W I M W I M             ， 21P   

0 ， 22P   ( ) 0nI M   ，这意味着diag[ , ]  diag[ , ] 0P    。 

反之，如果 ( )G P 是结构平衡的，则存在规范变换矩阵 1 2=diag[ , ]   ，使得

0P   。 这 意 味 着 2 22 2 2 n 2 n 2 2( ) ( ) 0P I M I M          。 因 此

2 2 0M   ， 2 2 0W   。图 ( )G W 在结构上是平衡的。 

.ˆ ˆy ( ) y ( )
i

i lavg ij ij
t m t


 
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引理 3.3.2：如果系统中不存在开放个体，则 (| |) 1P  ， ( ) 1P  ， 11(| |) 1P  ，

11( ) 1P  。特别是，如果至少存在一个固执个体并且 ( )G W 是强连通的，结论仍

然成立。 

证 明 ： 构 建 矩 阵 11 12

21 22

1 0 0

| | | |

0 | | | |

n n

n

F P P

P P



  
   
  

, 其 中 11 12 21 [| |, | |]1n nP P 

1 2[ , , , ]n
    ，显然，如果个体 i是固执个体，那么 0i  ，否则 0i  。G(F)

的顶点标注成 0 1 2, , , nN N N ，子图 11(| |)G P 和 22(| |)G P 的顶点分别为 1, , nN N 和

n 2, , nN N ，跟据 的定义，从顶点 0N 到每个固执个体都存在一条边。这意味着

顶点 0N 至少有一条到子图
11

1 0
( )

| |
nG

P

 
 
 

中其他顶点的路径。对于 21P  ，所有

j N ，存在从 jN 到 n jN  的边，这意味着顶点 0N 是 ( )G F 唯一的根节点。通过简

单的计算， 2 1 2 11 1n nF   ，这表明矩阵 F是一个随机矩阵。根据引理 3.2.2，1 是 F

的唯一的最大特征值，其代数重数为 1。 

另一方面， 2 1( )nDet I F    2
2

2

1 0
( ) ( 1) ( | |)

| |
n

n

n

Det Det I P
I P


 

 

 
     

，

这里 [ ,0 ]n     ，跟据上面的讨论，我们可以得出 (| |) 1P  ，通过引理 3.2.1，

可得 ( ) 1P  。让
11

1 0

| |
nF

P

 
  
 

  ，这里 111 | |1n nP   ，与上述结论相似，可以

得到 11(| |) 1P  ， 11( ) 1P  。显然，如果存在固执个体，并且 ( )G W 是强连通的，

则系统中不存在开放性个体。所以引理的结论仍然成立。完成证明。 

定理 3.3.1：如果系统中不存在开放个体，则系统(3.1)和(3.2)是收敛的，且 

 ˆ ˆlim ( ) (0), lim ( ) (0)
t t

y t y Hy y t y SHy 

 
    , (3.6) 
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其中
1 1

11 12 22 21( ( ) ) ( )n n nH I P P I P P I      ， 都是非负的行随

机矩阵。如果 W是结构平衡的，则 S、H、SH也是结构平衡的，且|S|、|H|是行

随机的，S是非奇异的。 

证 明 ： 根 据 引 理 3.3.1 ， ( ) 1P ρ 。 系 统 (2.4) 是 具 有 恒 定 输 入

[(( ) (0)) ,0 ]n nI y    的时不变线性系统。利用线性系统理论[47]的结果，我们可以

得出 2nI P 是非奇异的，并且系统(2.4)是以指数级收敛的速度快速收敛于 

 1
2

lim ( ) ( ) (0)
( )

ˆ 0lim ( )
t n

n
n

t

y t I y
I P

y t
 



   
     
    

. (3.7) 

接下来，我们将计算 2nI P 。因为 2nI P ， 11nI P  ， 22nI P 都是非奇异的，

所以矩阵 

1
11 12 11 12 22 21 12

1
21 22 22 21 22

0 ( )

( ) 0
n n n n n n

n n n n n n

I P P I I P P I P P P

P I P I P P I I P







         
             

 

也是非奇异的，即
1

11 12 22 21( )n nI P P I P P   是非奇异的，根据引理 3.2.4，我们可

以得到 

1
1 11 12

2 1
22 21

( )
( )

( )
n

n

n

I P P
I P

I P P






 
    

 
 

, 

其中，
1 1

11 12 22 21( ( ) )n nI P P I P P     , 1 1
22 21 11 12( ( ) )n nI P P I P P     。所以

lim ( ) ( ) (0) (0)n
t

y t I y Hy


    ，
1

22 21ˆlim ( ) ( ) ( ) (0)n nt
y t I P P I y


    (0)SHy 。   

接下来我们将证明当 W 是结构平衡时，S，H 也是结构平衡的。如果 W 是

结构平衡的，则存在一个规范变换矩阵，使得 0W   。根据引理 3.3.1，P也

是结构平衡且 [ , ]diag P  [ , ] | | 0diag P    。根据引理 3.3.2， (| |) 1P  ,

11(| |) 1P  , 22(| |) 1P  。与上面的结论类似，我们有 

1
1 11 12

2 1
22 21

( | |) |
( | |)

( | |) |
n

n

n

I P P
I P

I P P






 
    

A |M
|A M

, 

1
22 21( )nS I P P 
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这里
1 1

11 12 22 21( | | | | ( | |) | |)n nI P P I P P    A ，
1

22 21 11( | | | | ( | |)n nI P P I P    M

1
12| |)P 

。注意到 

 

1
2

0

1
22 22

0

( | |) | | 0,

( | |) | | 0,

k
n

k

k
n

k

I P P

I P P











  

  




 (3.8) 

所以， 0A ， 0M ，
1

22 21( | |) | 0nI P P  |h ，又因为
1

2( | |) ( [ , ]nI P diag   

1 1
2 2( ) [ , ]) [ , ]( ) [ , ]n nI P diag diag I P diag          ，我们可以得到 0   A  ，

Ah = ， ( )( ) ( )         A    ，所以 0   h  ， ( )nI    A

( ) 0nI    A ，同时， ( ) 0nI           Ah   ，可以得出 S，H，SH

是结构平衡。注意到 21P  是非奇异的，所以h是非奇异的。 

接下来，我们将证明 | | | | 是行随机矩阵。首先，因为 | | h，| | ( )nI   A

h，所以我们只要证明h， ( )nI A 是行随机矩阵。由于
1 1

21 22| | ( | |)nP I P   h

1( nI  22| |)P ，所以
1 1 1 1

21 221 | | ( | |)1 ( ( ) | |)1 ( 1n n n n n n n nP I P I I M I          h

1( )1 ) 1 1n n n nI       ，
11 1 1n n n
 h hh ，这意味着h是一个行随机矩阵。另一

方面，
1 1

11 12 22 21 11 12| | | | ( | |) | | | | | |n n nI P P I P P I P P       A h，所以， 

 

1
11 12

11 12

11 12

1 ( | | | | )1

1 | |1 | |1

1 (| | | |)1

1 1

( )1 ,

n n n

n n n n

n n n

n n n

n n

I P P

I P P

I P P

I

I

   

  
  
 
 






hA

 (3.9) 

1 11 ( )1 ( 1 ) ( )1 | |1n n n n n nI      AA A A A ，因此，| | 是行随机的。这样我们

就完成了定理 3.3.1 的证明。 

定理 3.3.1 表明，如果不存在开放性个体，最终的私人和表达观念取决于最

初的私人观念，但最初的表达观念以指数级增长的速度被遗忘。你可以选择任意
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的初始表达观念，但它们不会影响最终的私人和表达观念。当然，瞬态会有所不

同。当 ( )G W 是结构平衡的，| | 和 | | 也是结构平衡的，且矩阵 | | 和 | | 是行随

机的。当 ( )G W 结构不平衡时，| | 和 | | 的具体特征可能相当复杂，这将是今后

工作的重点之一。 

推论 3.3.1：如果 ( )G W 是强连通的，并且至少存在一个固执个体或者所有的

1i  ，则定理 3.3.1 成立。 

证明：显然， ( )G W 是强连通的或者 1i  ，这意味着社会网络中不存在开放

性个体，因此定理 3.3.1 依然成立。 

推论 3.3.2：如果 ( )G W 是强连通非周期的，并且社会网络中不存在固执个体，

则所有个体的观念将达到一致，即： nˆlim ( ) lim ( ) 1
t t

y t y t
 

  ，其中 是某个实数。 

证明：当社会网络中不存在固执个体时，系统(3.1)和(3.2)将变成经典的

DeGroot 模型，根据 DeGroot 模型结果，这里我们仅需证明当所有 i 都取 1 时，

G(P)是强连通的和非周期的即可。显然，当图 ( )G W 是强连通和非周期的时，图

11( )G P 和图 22( )G P 也是强连通和非周期的。注意到 12P 和 21P 都不是零矩阵，因此

图 ( )G P 是强连通和非周期的。这样我们就完成推论 3.3.2 的证明。 

备注 3.3.1：当不考虑个体之间的竞争时，文献[35]指出，如果 ( )G W 是强连

通非周期的，且0 1i  ，则最终的私人和表达观念依赖于初始的私人观念并独

立于初始的表达观念。定理 3.3.1 表明，即使网络不是强连通的，或者存在 1i 

或 0，只要没有开放性个体，这个结论仍然成立。这说明我们的结果在一定程度

上具有较强的适用性。如果 ( )G W 强连通且 0 1i  ，则和的特性会发生更

好的变化。 

推论 3.3.3：假设 ( )G W 是结构平衡、强连通且非周期的。对于所有 i N ，

若0 1i  ，则 lim ( ) (0)
t

y t y


  ， ˆlim ( ) (0)
t

y t y


  。 , , 也是结构平衡的，
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0 , 0 是行随机的。此外， 和是非奇异的。特别地，如果我们仍然要

求 0W  ，则 0 和 0 是行随机，可逆的。 

证明： ( )G W 的强连通性意味着不存在开放性个体。如果 ( )G W 是结构平衡

的，强连通的，则定理 3.3.1 的结果是有效的。0 1i  表示 nI 是可逆的，根

据定理 3.3.1 的证明，是可逆的。 0W  表示 0 和 0 。因此，这里我们

只 需 要 证 明 | | 0 和 | | 0 。 对 于 所 有 i N ， 当 0 1i  时 ，

 ( ( )) ( )G W W G W    ，这意味着图 (| |)G P 的子图 11(| |)G P 是强连通非周期的。

由于 ( ) ( )G M G W ，所以子图 22(| |) ( ) | |nG P I M  也是强连通和非周期的。

21| |P   意味着从子图 11(| |)G P 到子图 22(| |)G P 有 n 条边， 
21| | ( )nP W I  

 ( )nM W I M       | || | 0W M  ，因为 ( )G W 和 ( )G M 是强连通非周期的，

所以从子图 22(| |)G P 到子图 11(| |)G P 至少存在一条边。我们可以得出图 (| |)G P 是

强连通和非周期的，因此矩阵 | |P 和 22| |P 是本原的，这意味着存在正整数 1 和 2

使得 1 2
22(| |) 0, (| |) 0P P   。将公式(3.10)与定理 3.3.1 的证明相结合，可以得出: 

0 和 0 。 

根据 , 的特征，我们可以分析稳定状态下观念的分歧程度。为了便于表

述 ， 我 们 分 别 用 y 和 ŷ 来 表 示 最 终 的 私 人 观 念 和 表 达 观 念 。 令

max 1 2= max{ , ,..., }nx x x x 和 min 1 2= min{ , ,..., }nx x x x 分别表示 Rnx 的最大项和最小项。 

定理 3.3.2：假设系统中没有开放性个体。如果 W是结构平衡的，那么最终

的观念将符合以下不等式： 

 max max maxˆ| |  | |  | (0) |y y y   ， (3.10) 

此外，如果 ( )G W 是强连通非周期的并且 0 1i  ，只要  ，   10 ny   ，

规范对角矩阵满足 0W   ，则上述不等式是严格的。 
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证明：通过定理 3.3.1， (0)y y   和 ŷ y   ，注意到 | | 和 | | 都是行随

机的，所以 

 max max| | | (0) | | || (0) | | | (| (0) | 1 ) | (0) | 1n ny y y y y        , (3.11) 

即 max max| | | (0) |y y  ，相似的，我们可以得到 max maxˆ | | |y y  ，如果 ( )G W 是强连通

非周期的并且 0 1i  ，则 0   ， 0   是行随机的，并且是不可约的。

因此，当   10 ny   时， max max maxˆ| |  | |  | (0) |y y y   。 

备注 3.3.2：注意到 *
minˆ| |y ， *

min| |y 和 min| (0) |y ，这三者之间的关系并不明确。

例如如果矩阵  中有一行满足该行上存在不同符号的元素，对于

* 1 ( (0) 1 )n ny y  ，显然 *
min min| | 1 | (0) |y y  。另一方面，设 0 n  ，满足

max min  和 (0)y   ，我们有 (0) ( ) | |y y               ，所以，

min min| | (| | )y     min min| (0) |y  ，因此他们之间的大小关系并不明确并且相

对复杂。 

推论 3.3.4：假设系统中没有开放性个体，如果 0W  ，则最终的观念符合以

下不等式： 

 max max max min min minˆ ˆy(0) y y ,  y(0) y   y       , (3.12) 

此外，如果 ( )G W 是强连通非周期的，并且0 1i  ，只要   10 ny  ，上述不等

式是严格的。 

证明：当 0W  时，因为 0 和 0 是行随机的，结合随机矩阵的性质和

定理 3.3.2 的证明，可以得出推论 3.3.4。 

通过定理 3.3.1， y和 ŷ之间的差异取决于 ，也就是M 和 。换句话说，

如果我们能获得更多的关于M 和 的信息，我们就可以深入的分析 y和 ŷ之间

的差异。 捕捉到个体对压力的适应能力是很难提前获得的，但是它的上限和下

限通常是可以估计的。当然一般来说，提前获得M 也是困难的，但对于一个小
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的社会群体（例如董事会），所有的成员都很熟悉，我们可以取
1

ijm
n

 或者
1

n
 。

在这里，它们的合作与竞争关系与W 是一致的，也就是，存在一个规范变换矩阵

，使得 0W   和 0M   ，为了便于将来的讨论，我们假设个体被分为两个

集合 1 {1, 2, , }rN n  和 1 { 1, 2, , }r rN n n n    ，在同一个集合中的个体处于合作

关系，而不同集合之间的个体存在竞争关系。换句话说，存在一个规范变换矩阵

1 2{ , }diag    ，使得 0W   和
1

1 0n nM
n     ，其中 1 {1,1, ,1}diag   和

2 { 1, 1, , 1}diag     ，在这种情况下，我们有以下推论： 

推论 3.3.5：假设系统中没有开放性个体，并且 0W   ，我们让
1

M
n

 1n n ，

min
max

max

( ) 1 (1 )
  


   ，其中 max 1 2= max{ , ,..., },n    min 1= min{ ,  2 ,..., }n  ，对于

初始的私人观念 (0) { , 0ny y y      或者 0}y  ， 

 max min max minˆ ˆ|  y | |  y | ( )(| y | | y | )       . (3.13) 

证明：定义函数 max min( )V x x x  ， nx ，则 ( ( ))V y t 代表观念 ( )y t 的分歧

程度，对于一个行随机矩阵 A，定义遍历系数
, {1, , }

1

( ) 1 min min{ , }
n

is jsi j n
s

A a a




  
，

则对函数 ( )V x 有 ( ) ( ) ( )V Ax A V x [48]，根据定理 3.3.1， ŷ y y      ，这意

味着 ˆ | |y y y y             ，这导致 

 ˆ( ) (| | ) (| |) ( )V y V y V y        , (3.14) 

又因为，当 11 1n nM n  时，满足 (| |) ( )   [11]，我们可以得到 

 ˆ( ) ( ) ( )V y V y     , (3.15) 

另一方面，如果 (0)y  ， (0) ( ) (0) | | (0)y y y y             ，那么

y  。类似地，我们可以得到 ŷ  。当 ˆ,y y   ，很容易可以得到，

max minˆ ˆ ˆ( )  | y | |  y |V y     和 max min( )  | y | |  y |V y     。证明完毕。 
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(0)y  意味着对于 1 2, ( )i j N N , (0) (0) 0i jy y  ， 1 2( )i N N , 2 1( )j N N ,

(0) (0) 0i jy y  。一般来说，在同一个群体（合作关系）中个体的初始值具有相同

的符号，而不同群体（竞争关系）之间个体的初始值具有不同的符号。因此，假

设 (0)y  通常是有效的。众所周知，观念分歧可能会造成紧张气氛，甚至引发

暴力事件[1],[19],[35]。所以，评估或监控分歧的程度是很有意义的，它可能会更容

易获得表达观念分歧的程度。如果我们得到了 max 和 min ，我们可以根据(3.13)获

得私人观念分歧水平的下界。如果 (0)y  ，情况将变得更加复杂，但不管怎样，

不等式(3.14)仍然成立，这意味着 max min max minˆ ˆ( y ) ( y ) ( )[( y ) ( y ) ]           。由

于的存在，仍然很难估计私人观念分歧的程度，当然，如果 0W  ，也就是 nI  ，

一切将变得清晰，在这种情况下，公式(3.14)意味着 max minˆ ˆy y  ( )   max min(y y )  。 

3.4 数值模拟 

在本节中，我们将给出例子来观察系统的状态演化以验证我们获得的结论。 

例 3.4.1：在这个例子中，我们考虑了一个具有 7 个社会个体的社会网络，

网络拓扑W ，M 和固执系数如下：  

 

1

1 0 0 0 0 0 0

0.8 0.2 0 0 0 0 0

0 0.2 0.3 0.1 0 0.4 0

0.3 0 0 0.4 0 0.3 0

0 0 0 0 0.2 0.8 0

0 0 0 0.3 0.2 0.3 0.2

0.3 0 0 0 0 0.4 0.3

W

 
 
 
 
   
 
 

  
  

， 
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1

1 0 0 0 0 0 0

0.7 0.3 0 0 0 0 0

0 0.3 0.3 0.2 0 0.2 0

0.3 0 0 0.4 0 0.3 0

0 0 0 0 0.3 0.7 0

0 0 0 0.3 0.2 0.2 0.3

0.3 0 0 0 0 0.3 0.4

M

 
 
 
 
   
 
 

  
  

. 

 
 

1 = diag[0,0.1,1,1,1,1,1]。根据 1W ， 1M 和 1 可以很容易得出 1 1( ) ( )G W G M

是结构平衡的，但并不是强连通的。将 1W 和 1M 相结合，我们可以观察到这里存

在完全固执个体，固执个体和非固执个体，但不存在开放性个体。随机生成

(0,1)i  ，根据定理 3.3.1，私人观念和表达观念都收敛到一个稳定状态，观念

的演化如图 3-1 所示，从图 3-1 中，可以看出观念很快收敛到一个稳定的状态，

并且 max maxˆ| y | |  y |  。 

 

 
图 3-1 当 W是结构平衡并且不是强连通时，个体的表达观念和私人观念的演化轨迹。 
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我们试图添加一些边使 1W 和 1M 强连通（结构平衡保持不变），我们让所有

的个体都是固执个体（ (0,1)i  ）。在这种情况下，意见的演变如图 3-2 所示。

从图 3-2 可以看出 max max maxˆ|y(0) | | y | | y |   ，这意味着固执个体和强连通性可能

会加剧 maxˆ |y |
和 max|  y |

的差异。此外，让 i  (0.4,0.5)，也就是 ( )  = 0.6，当初

始观念和 1M 满足推论 3.3.4 的要求时，我们可以得到 maxˆ| y | =0.5802， minˆ| y |

=0.4906， max| y | =0.6882， min| y | =0.1376。明显 max minˆ ˆ|  y | |  y |  ( )   max(| y | 

min| y | )
，这意味着 max minˆ ˆ|  y | |  y |

( ) 

 
可以作为 max min(| y | | y | )  的下界。假设这

个社会网络中不存在固执个体，根据推论 3.3.2，社会个体将达到一致，其观念

的演化如图 3-3 所示，根据图 3-3，明显的可以看出，社会个体的所有观念快速

的达到了一致。这表明了固执个体往往更容易引起观念的差异，从而对社会网络

的和谐性产生不良的影响。 

 

 

图 3-2 当 W是结构平衡和强连通时，个体的表达观念和私人观念的演化轨迹。 
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图 3-3 当固执个体不存在时，个体的表达观念和私人观念的演化轨迹。 

 

我们将 1W 和 1M 重置如下： 

 

1

1 0 0 0 0 0 0

0.2 0.3 0.1 0 0.2 0.2 0

0 0.3 0.2 0.3 0.2 0 0

0.5 0 0.2 0.1 0.2 0 0

0 0 0.2 0.3 0.3 0 0.2

0 0.3 0 0 0.2 0.3 0.2

0.2 0 0.4 0 0 0.3 0.1

W

 
  
  
   
 
 

 
  

, 

 

1

1 0 0 0 0 0 0

0.2 0.3 0.1 0 0.2 0.2 0

0 0.4 0.2 0.3 0.1 0 0

0.4 0 0.2 0.3 0.1 0 0

0 0 0.2 0.4 0.2 0 0.2

0 0.3 0 0 0.2 0.2 0.3

0.3 0 0.1 0 0 0.3 0.3

M

 
  
  
   
 
 

 
  

, 
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根据上述矩阵，我们发现尽管社会网络是结构不平衡的，由于不存在开放性个体，

所有的观念仍然可以以指数收敛的速度快速收敛到稳定的状态。图 3-4 展示了观

念的演变轨迹。 

 

 
图 3-4 当 W是结构不平衡时，个体的表达观念和私人观念的演化轨迹。 

 

3.5 本章小节 

在这一章节中，我们提出了一种基于个体的人际影响网络的观念动力学模型，

在这个模型中，我们不仅有表达观念和私人观念，同时还有固执个体，分析了当

系统中存在开放性个体时，无论网络拓扑是否是结构平衡，我们的模型总是可以

以指数收敛的速度快速收敛到稳定状态。 
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第 4 章 具有开放性个体的观念动力学模型的动力学分析 

在本章中，我们对第三章提出的模型进行进一步的分析，我们探索了当系统

中存在开放性个体时，观念的演变情况。在不失一般性的情况下，对所有个体的

进行重新分类，前 r个个体为非开放性个体，其余个体为开放性个体，然后分别

在网络拓扑是结构平衡和结构不平衡时，研究个体在社会网络中的观念演化的情

况，得到若干观念收敛的条件。最后，我们通过数值模拟技术来验证我们理论分

析得出的结论。 

4.1 模型描述 

在本节中，我们的系统允许开放性个体的存在。在不失一般性的情况下，我

们假设个体 1 到 r是非开放性个体，个体 r+1 到 n 是开放个体。在这种情况下，

，W ，W，M 可以被重写为以下分块矩阵： 

( )

( )

r n r

n r r n rI
 

  

 
   

 

11 0

0
，




( )

( )

r n r

n r r

W
W

W

 

 

 
  
  

11

22

0

0
，

( )

( )

r n r

n r r

 

 

 
    

11

22

0

0
，


 


( )n r r

W W
W

W 

 
 
  

11 12

220
，

( )n r r

M M
M

M 

 
  
 

11 12

220
。让 1 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]rt y t y t y t  Y ，

2 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]r r nt y t y t y t 
  Y ， 1 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) [ ( ), ( ), , ( )]rt y t y t y t  Y ， 2 1
ˆ ˆ( ) [ ( ),rt y tY

2ˆ ˆ( ), , ( )]r ny t y t 
  。通过公式(2.4)，我们可以得到 

  







11 11 121 11 11 1 11 22 2

1111 11 11 1

1111 11 12 2

1211 22 22 2

11 1

( 1) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( 1)

ˆ( ) ( 1)

ˆ( ) ( 1)

( ) (0),

r

r

n r

r

t W W t W t

W I M t

W I M t

W I M t

I


      

  

  

  

 

Y Y Y

Y

Y

Y

Y

 (4.1) 

  
22 22 222 22 2 22 22 2̂( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)n rt W W t W I M t      Y Y Y , (4.2) 

1 11 1 11 11 1 11 12 2
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)r rt t I M t I M t       Y Y Y Y , (4.3) 
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2 22 2 22 22 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( 1)n rt t I M t    Y Y Y . (4.4) 

让 1 1 1̂( ) [ ( ), ( 1)]z t t t   Y Y ， 2 2 2̂( ) [ ( ), ( 1)]z t t t   Y Y ，很明显， 1( )z t 表示非

开放性个体的私人观念和表达观念， 2 ( )z t 表示开放性个体的私人观念和表达观

念。我们令
11 12

11
11 22

 
    

 


，
11 12

12
220

 
   

 

 


，
11 12

22
22 22

 


 
    

。这里


1111 11(W   

11 11)W  ， 
1112 11 11 11( )rW I M    ， 22 11 11( )rI M   ， 11 


1211 22W  ， 12   

11 1211 11 12 22 22[ ( ) ( ) ]r n rW I M W I M    。 22 11 12( )rI M   ，


2211 W  

22 22W  ， 
2212 22 22( )n rW I M   ， 22 22 22( )n rI M   。通过公式(4.2)

到(4.5)，系统(3.1)可以被重写为以下形式： 

 1 11 1 12 2 1( 1) ( ) ( ) (0)z t z t z t z     , (4.5) 

 2 22 2( 1) ( )z t z t   , (4.6) 

这里 1 11 1(0) [(( ) (0)) , ]r rz I     x 0 。 

4.2 主要结论 

在这个小节，我们将对系统(4.5)和(4.6)的收敛性进行分析。 

定理 4.2.1：如果 2 ( )z t 收敛，那么 1( )z t 也收敛。此外，当 2 2lim ( )
t

z t z 


 ,

1lim ( )
t

z t


 1
2 11 12 2 1( ) ( (0))rI z z    。 

(1)：如果由开放性个体组成的图  
22 22( )G W W 是结构平衡，强连通，非周期

的，则 2 1 2 2( )lim ( ) [ , ]1 n r
t

z t diag 
   ，这里

2 2
ˆ[ (1), (0)]    x x 。 1 2[ , , ,    

2( ) ]n r 是矩阵 22 的特征值为 1 的所对应的左特征向量，并且满足 0i  ，
1

| |
n

i
i



= 1，  
22 222 2 2ˆ(1) (0) (0)W W x x x ，规范变换矩阵 1 满足 

221 1 0W   ， 1lim ( )
t

z t




1
2 11 12 1 2( ) 1( ) ( 1 (0))r n rI z

    。 
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(2)：如果 1, ,i r n   的 0iiw  ，并且图  
22 22( )G W W 是结构不平衡，强连

通的，则 2lim ( ) 0n r
t

z t 
 ， 1

1 2 11 1lim ( ) ( ) (0)rt
z t I z


  。 

证明：根据线性系统理论[47]，当 11( ) 1  ，只要 2 ( )z t 是收敛的，那么 1( )z t

也是收敛的。类似于引理 3.2.1 的证明，可以得到 11( ) 1  ，所以当 2 ( )z t 收敛

时，那么 1( )z t 也收敛。同时取方程(4.6)两侧的极限，注意到矩阵 2 11rI  是可

逆的，你可以得到当 2 2lim ( ) ,
t

z t z 


 极限 1

1 2 11 12 2 1lim ( ) ( ) ( (0))rt
z t I z z 


    。 

(1)：首先，当 
221 1 0W   ，类似于引理 3.3.1 的证明，我们有 [ , ]diag    

22 22[ , ] | | 0diag      ，也就是 22 也是结构平衡的。接下来，我们将证明图

22(| |)G  是强连通非周期的，并且矩阵 22| | 是行随机的。由于对于所以的 i N ,

W M ，所以当图  
22 22( )G W W 是强连通非周期的，图 22(| |)G  的两个子图

11( )G  和 22( )G  也是强连通非周期的。注意到 
2212 1 22 22 1| | ( )n rW I M     


221 1 22( )n rW I    

221 22 1 22 22| | ( ) | |n rM W I M    和 
22(| |)G W 是强连通的，所

以 12 ( ) ( )| | 0 n r n r    ，明显可以得到 21 22 ( ) ( )| | 0 n r n r      ，因此，从子图 11(| |)G  到

子图 22(| |)G  至少存在一条边，反之亦然，所以，图 22(| |)G  是强连通的。考虑

到在图 22(| |)G  中存在非周期子图 11(| |)G  和 22(| |)G  ，所以 22(| |)G  也是非周

期的。通过简单的计算，可以得到 22 2( ) 2( )| |1 1n r n r   ，这表明矩阵 22| | 是行随

机的。所以系统(4.7)是经典的 DeGroot 模型。将 22(| |)G  的连通性和非周期性

与文献 [22] 和文献 [45] 中的经典的 DeGroot 模型相结合，我们得到了

2 1 2 2( )lim ( ) [ , ]1 n r
t

z t diag 
   ，也就是 2lim ( ) lim

t t
t

 
Y 2 1

ˆ ( ) 1n rt  Y  。 

(2)：根据上述的论证，如果 12 ( ) ( )0 n r n r    ，则 22(| |)G  是强连通的。如果

12 ( ) ( )0 n r n r    ，则由 22(| |)G  的所有根节点组成的子图 11( )G  是强连通并且是结

构不平衡的。我们构造一个矩阵，并且该矩阵满足 22  ， 22| |  | | ，
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| |1 1n n  ，显然 | | 是一个具有正对角项的随机矩阵， 22( )G  是强连通结构不

平衡的，或者是由其所有的根节点组成的子图是结构不平衡的。通过引理 3.2.1

和引理 3.2.3 我们可以得出 22 22( ) (| |) (| |) 1        ，所以系统(4.7)是稳定

的，即 2 2
ˆlim ( ) lim ( ) 0n rt t

t t  
 Y Y 和 1

1 2 11 1lim ( ) ( ) (0)rt
z t I z


  。这就完成了定理

4.2.1 的证明。 

通过定理 4.2.1，当固执个体和开放性个体同时存在时，整个系统是否完全

收敛取决于开放性个体。当所有开放性个体的观念收敛时，整个系统是收敛的；

否则，这个系统是发散的。如果不考虑私人观念和表达观念之间的差异，则系统

(2.1)可以转化为经典的 F-J 模型。众所周知，对于经典的 F-J 模型[13],[23],[24]，整

个系统的收敛完全取决于开放性个体的观念收敛，尽管我们的模型扩展到经典的

F-J 模型，但这一结论仍然得到了很好的保留。 

当由开放性个体组成的网络是结构不平衡时，在强连通的条件下，所有开放

性个体的最终观念都会收敛到 0，无论他们的初始观念取什么值。在这一点上，

非开放性个体的最终观念取决于他们最初的私人观念，并且独立于他们最初的表

达观念。总之，当开放性个体组成的网络是结构不平衡且强连通时，所有个体最

终的观念将独立于他们最初的表达观念。这一结论与定理 3.3.1 的一些结果是一

致的。 

另一方面，当由开放性个体组成的网络是结构平衡时，定理 4.2.1 表明，在

一定条件下（开放性个体组成的网络是强连通的、非周期的。当然，根据符号

DeGroot 模型的相关结果，这里的强连通条件仍然可以变弱），开放性个体的最

终观念（私人观念和表达观念）将达到模一致，并且他们的最终观念同时取决于

他们对所有 0i  的初始私人观念和表达观念。对于相同的开放性个体来说，最

终的私人观念和最终的表达观念没有区别。对于不同的开放性个体来说，他们最

终的私人观念和最终的表达观念可能会有不同。显然，基于 1( )z t 的极限，我们还
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可以观察到，非开放性个体的最终观念也取决于最初的私人观念和表达观念。定

理 3.3.1 表明，当不存在开放性个体时，最终的观念只取决于最初的私人观念。

然而，开放性个体可能会破坏这一结果。它们使最初的私人观念和表达观念对最

终的观念产生影响。毫无疑问，随着开放性个体数量的增加，会有更多个体的初

始表达观念会对最终的私人观念和表达观念产生影响。当所有人都是开放性个体

时，这种影响达到其最大值。对于这种情况，我们有以下推论 4.2.1。 

推论 4.2.1：假设对于所有的 iN , 1i  ，如果 G(W)是结构平衡，强连通，

非周期的，那么系统将会收敛到 nˆlim ( ) lim ( )  1
t t

y t y t
 

   ，其中  ， 0W   。

如果 G(W)是结构不平衡，强连通的，并且 W 的所有对角项都大于 0，那么

nˆlim ( ) lim ( )
t t

y t y t
 

  0 。 

证明： 1i  意味着所有的个体都是开放性个体，因此系统(3.1)和系统(3.2)

转化为系统(4.6)，通过引理 4.2.1 的证明，可以很容易地证明推论 4.2.1。 

推论 4.2.1 表明，如果不存在固执个体，那么在强连通的情况下，最终的私

人观念和表达观念之间的差异最终会消失。定理 3.3.1 表明，如果存在固执个体，

即使网络是强连通的，这种差异也会持续存在。因此，我们可以得出结论，固执

个体的存在是造成这种差异的主要因素。众所周知，如果不考虑私人观念，固执

个体会导致所表达的观念不一致[13]。由此可见，固执个体所带来的影响往往是

负面的，这将不利于整个社会群体的和谐。 

 

4.3 数值模拟 

    接下来我们将通过例子来验证我们结论的正确性。 

例 4.3.1：在这个例子中，我们考虑将考虑具有 30 个个体的社会网络，其中

20 个个体是开放性个体。当由开放性个体组成的子网络是结构平衡的，强连通

的和非周期的时候，观念的演变如图 4-1 所示，从图 4-1 我们可以看出，最终的

私人观念和表达观念是一样的。当由开放性个体组成的子网络是结构不平衡，强
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连通时，观念的演变如图 4-2 所示。从图 4-2 我们可以看出开放性个体的最终私

人观念和表达观念收敛到 0，非开放个体的最终私人观念和表达观念之间仍然存

在差异。当系统中没有固执个体时，观念的演变如图 4-3（结构平衡）和图 4-4

（结构不平衡）所示。我们可以观察到，如果所有个体都是开放性个体，那么最

终的私人观念和表达观念实现了模一致，并且它们之间的差异完全消失。这进一

步表明，固执个人是最终私人观念和表达观念之间差异的主要因素。对抗或竞争

关系可能会导致观念分歧（私人观念或表达观念）。 

 
 

图 4-1 当开放性个体组成的子网络是结构平衡时，个体的表达观念和私人观念的演化轨迹。 
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图 4-2 当开放性个体组成的子网络是结构不平衡时，个体的表达观念和私人观念的演化轨迹。 
 

 

 
图 4-3 当所有个体都是开放性个体并且网络是结构平衡时， 

个体的表达观念和私人观念的演化轨迹。 
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图 4-4 当所有个体都是开放性个体并且网络是结构不平衡时， 

个体的表达观念和私人观念的演化轨迹。 

4.4 本章小结 

在这一章节中，我们研究了带有开放性个体的观念动力学模型，为了方便研

究，我们将所有的个体进行重新分类，我们发现重新分类后的网络拓扑的收敛性

和开放性个体有关。当固执个体和开放性个体同时存在时，整个系统是否完全收

敛取决于开放性个体。当所有开放性个体的观念是收敛时，整个系统是收敛的；

否则，这个系统是发散的。当由开放性个体组成的网络是结构平衡时，开放性个

体组成的网络是强连通的、非周期的，开放性个体的最终观念将达到模一致，并

且他们的最终观念同时取决于他们对所有 0i  的初始私人观念和表达观念。另

一方面，当由开放性个体组成的网络是结构不平衡时，在强连通的条件下，所有

开放性个体的最终观念都会收敛到 0，无论他们的初始观念取什么值。也就是非

开放性个体的最终观念取决于他们最初的私人观念，并且独立于他们最初表达的

观念。 
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第 5 章 总结与展望 

近年来，随着科技的不断发展，人们的交流方式在不断创新，信息传播的速

度和量也在快速增长。因此，本文考虑了一种特殊的观念动力学模型，假设每个

个体在观念的演化过程中，同时存在私人观念和表达观念，即每个个体会根据周

围环境，不断调整和更新自己的观念。 

此外，本文还考虑了固执个体对于观念的演变，固执个体在观念演变的过程

中不易改变自己的观念，固执个体的存在使整个观念演变过程更加复杂，多样。

同时，我们还考虑了竞争机制和分歧程度。本文的主要工作如下： 

一、我们对经典的 F-J 模型进行了扩展，提出了一个不具有开放性个体的观

念动力学模型，在这个模型中私人观念，表达观念，竞争关系，固执个体同时存

在，我们发现无论社会网络是否是结构平衡的，私人观念和表达观念总是可以以

指数级的速度快速收敛到一个稳定的状态，同时，这个稳定的观念依赖于初始的

私人观念，最初的表达观念在演化的过程中被遗忘。最后，通过数值仿真对所得

结果进行了数值模拟，验证了我们的结论是正确的。 

二、我们提出了一个具有开放性个体的观念动力学模型。我们发现，当固执

个体和开放性个体同时存在时，整个系统是否收敛完全取决于开放性个体。当所

有开放性个体的观念趋于一致时，整个系统趋于一致；否则，系统是发散的。最

后，通过数值仿真对所得结果进行了数值模拟，验证了我们的结论是正确的。 

观念动力学是一门研究公众舆论和情绪的学科，不仅可以帮助政府、企业和

个人了解社会舆论趋势，还可以帮助他们更好地应对舆论危机。虽然目前对于观

念动力学的研究成果已经非常丰富，但是还是有许多值得思考的问题。结合现在

的研究内容，还有以下几个问题需要进行改进及进一步的研究： 

(1)当前对于观念动力学的研究大多是假设个体使用凸决策方式进行决策，

这种决策方式必然会在一定程度上造成个体的收敛，然而在现实生活中，个体的
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决策方式通常会更复杂。另外，目前观念动力学的研究中大多假设个体在决策时

只用到前一时刻的信息，而对于带有记忆的决策方式仍然很少涉及。 

(2)在本文中，我们只考虑了在系统中不存在开放性个体的情况下，当 ( )G W

是结构平衡时，矩阵 | | 和 | | 的特征，在未来我们将讨论 ( )G W 是结构不平衡时，

| | 和 | | 的具体特征。 

    (3) 在本文中，我们只将逻辑矩阵引入到 DeGroot 模型和 F-J 模型这两个经

典的观念动力学模型中，在未来我们计划将逻辑矩阵引入到其他具有实际应用价

值的观念动力学模型中。 
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