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变利率环境下基于 CEV模型的最优再保险-投资问题研究

摘 要

保险公司的投资和再保险活动已成为整个保险业不可分割的一

部分，同时也是保险公司经营业务的一种重要工具. 在金融市场中，

盈利和亏损的不确定性虽然为企业提供了一定的获利机会，但是也

存在相应的内在风险，保险公司不可避免的需要承担这些市场风险.

当风险无法合理避免时，保险公司很可能会陷入困境甚至导致破产，

为了减少自身的风险，保险公司经常购买再保险. 同时，保险公司

作为盈利性机构而寻求一种最优的投资策略，以满足实际需求，合

理规划资本，并进行适当的投资以实现某些特定的目标. 因此，企

业的风险管理在当今复杂多变的商业环境中已成为一个热门话题.

首先，我们引入随机利率研究了变利率下基于 CEV模型的最优

再保险-投资策略，使其进一步接近保险公司的实际投资情况. 其次，

不再只考虑将资金投资于无风险资和风险资产，而是也投资于零息

债券，研究基于 CEV模型下考虑零息债券的最优再保险投资策略.

假设保险公司的盈余过程由跳扩散风险模型刻画，为了保值增值，

保险公司购买超额损失再保险来降低自身风险，同时考虑保险公司

将其盈余投资于无风险资产和风险资产，其中，无风险资产的利率
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服从 Vasicek 利率模型，风险资产价格遵循 Constant Elasticity of

Variance (CEV) 模型. 保险公司的目标是终端财富的期望效用最大

化，在指数效用函数下，应用随机最优控制的方法建立值函数相应

的 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 方程，并且通过求解得出最优再

保险投资策略. 采用MATLAB软件数值模拟，给出相关模型参数对

最优策略的影响.

最后，对全文进行总结，并进行问题研究的展望.

关键词：超额损失再保险，跳-扩散模型，CEV 模型，HJB方

程，随机利率，零息债券
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RESEARCH ON OPTIMAL REINSURANCE
INVESTMENT PROBLEM BASED ON CEV MODEL
IN VARIABLE INTEREST RATE ENVIRONMENT

ABSTRACT

The investment and reinsurance activities of insurance companies

have become an integral part of the entire insurance industry, and are

also an important tool for insurance company operations. In the

financial market, although the uncertainty of profits and losses provides

certain profit opportunities for enterprises, there are also corresponding

inherent risks, and insurance companies inevitably need to bear these

market risks. When risks cannot be reasonably avoided, insurance

companies are likely to fall into difficulties or even bankruptcy. In order

to reduce their own risks, insurance companies often purchase

reinsurance. At the same time, insurance companies, as for-profit

institutions, seek an optimal investment strategy to meet practical needs,

plan capital reasonably, and make appropriate investments to achieve

certain specific goals. Therefore, risk management for enterprises has

become a hot topic in today's complex and ever-changing business

environment.

Firstly, we introduce stochastic interest rates to study the optimal

reinsurance investment strategy based on the CEV model under variable

interest rates, making it closer to the actual investment situation of

insurance companies. Secondly, we no longer only consider investing

funds in risk-free and risky assets, but also in zero interest bonds. We

study the optimal reinsurance investment strategy considering zero
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interest bonds based on the CEV model. Assuming that the earnings

process of an insurance company is characterized by a jump diffusion

risk model, in order to preserve and increase value, the insurance

company purchases excess loss reinsurance to reduce its own risk. At

the same time, it is considered that the insurance company invests its

earnings in both risk-free and risky assets. The interest rate of risk-free

assets follows the Vasicek interest rate model, and the price of risky

assets follows the Constant Elasticity of Variance (CEV) model. The

goal of insurance companies is to maximize the expected utility of

terminal wealth. Under the exponential utility function, the method of

stochastic optimal control is applied to establish the corresponding

Hamiltonian Jacobi Bellman (HJB) equation for the value function, and

the optimal reinsurance investment strategy is obtained by solving it.

Using MATLAB software for numerical simulation, provide the

influence of relevant model parameters on the optimal strategy.

Finally, summarize the entire article and provide prospects for

problem research.

Xu Wenjing（Mathematics）

Supervised by Xia Dengfeng

KEY WORDS: Excess loss reinsurance, Jump-diffusion model, CEV

model, HJB equation, Stochastic interest rate, Zero-coupon bond
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符号说明

符号 符号解释

tF 截止到 t时刻的信息流

( )R t 盈余过程

m 绝对风险厌恶系数

c 保费率

( )r t 瞬时利率

r 无风险利率的瞬时波动率

 风险资产的瞬时期望收益率

 弹性参数

 容许策略组成的集合

)(t 最优策略
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第 1 章 绪 论

1.1 研究背景和意义

长期以来，全球经济在飞速发展，但经济全球化产生的激烈竞争也十分明

显，同时也给人们带来了巨大的风险与挑战，再加上自然环境也变得越来越恶

劣. 也因为在如此的大背景环境下，保险行业的出现是推动经济展现旺盛活力

的关键引擎，因而再保险行业的发展也日新月异，不仅保险业务在稳步增长而

且市场的规模也在日益扩大. 随着保险业的不断发展与进步，再保险活动已成

为整个保险业不可分割的一部分，也是保险公司经营业务的一种重要工具. 同

时中国市场下再保险规模的日益扩大和发展，吸引了大量的国际再保险公司涌

入中国再保险市场. 因此，我国再保险公司的功能从一开始的转移风险也扩展

到承保能力、稳健经营、限定责任、减少经营支出、开辟新业务等. 我国再保

险的发展突飞猛进并成为了全球非常关键的新兴再保险市场.

追溯到 2008 年，美国次贷危机引发全球金融海啸，从此全球经济增长开

始放缓. 回望 2018 年年初，由于华尔街的股市突然崩盘引发了全球股市剧烈震

荡. 多年来，全球金融危机屡次出现，世界各国的政府部门采取了一系列政策

措施来应对经济的跌宕起伏. 在当今全球化的金融经济中，由于市场当中的特

殊性和持久的实证经验，决策者们对提出的传统理论假设产生了动摇. 他们会

因为市场大环境和自己的心理而变得不理性. 为了填补这些瑕疵，同时更有效

地管理风险和控制风险，开始进一步深入的研究，其中，将随机利率和零息债

券纳入保险投资最优化问题的研究已成为科学界和实践界普遍关注的热点.

目前，全球经济正在发生变化，风险无处不在，时刻伴随在生活中的各个

阶段，因而人们开始考虑如何降低自身的风险，这时保险公司便随之出现. 保

险公司是一个能够分担和转移个人或集体风险的专业机构，以签订相关合同的

形式收取保费并且提供一定的担保责任，将其部分风险和责任转移给另外的保

险公司. 鉴于这些风险和责任，当保险公司在经营管理中出现波动时会影响公
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司的正常发展，严重时很可能会出现破产. 因此，可以通过再保险公司为保险

公司提供更加强大的保险能力以及更大范围的去分散风险，这就是保险公司管

理风险和控制波动的最好办法之一. 再保险既能够分担保险公司在运营和发展

时产生的风险，也能够增强一定抵抗市场风险的能力以及稳固其业务并在市场

中开展新的业务. 为此选择适合实际需求的再保险策略是保险公司管理者关注

的主要热点议题之一. 随着世界经济的不断发展，到处隐藏着大量的投资机会，

当投资机遇一旦出现时，决策者们就会做出决策，考虑是否需要将一些自由的

资金投资于金融市场当中，并最大限度地去提高这些资产产生的收益来抵消损

失. 因此，保险管理者也特别专注于如何选择最合理的投资策略来确保公司的

稳定发展，这也成为保险公司迫切解决的问题. 换言之，关于什么样比例的再

保险和多少的投资才可以提高保险公司抵御市场风险的能力，从而能够达到提

高相应收益的水平呢？最终，归根结底在金融和保险领域中如何选择这两种策

略其实就是解答保险公司的最优投资与再保险策略问题.

1.2 国内外研究现状

保险风险理论是金融数学中特别关键的内容，对保险市场中出现的风险进

行定量的描述发挥了至关重要的作用，也是保险公司准确定价产品、计算索赔

额度和选择再保险方式等相关工作内容的重要基础. 多年以来，金融理论发展

历史源远流长，随着保险风险理论的研究不断发展与进步，研究者们对模型的

选择也更加符合金融市场环境的实际需求，研究的众多相关问题也随之变得更

复杂多样，保险风险理论也成为人们普遍关注的热点议题，再保险和投资最优

化问题的研究也成为各个领域下诸多学者们探究的焦点内容. 其中，数学的一

个分支内容最优化问题的研究是一个长久的课题，研究者们对这一问题进行了

广泛而深入的探究，保险公司对于最优投资策略主要关注以下两种目标函数：

(1)使保险公司的破产概率最小化；(2)使保险公司的终端财富期望效用最大化.

关于现代投资理论的发展，最早由美国经济学家 Markowitz[1] 的研究开始，

他研究了可能的投资回报和投资组合收益的特征受到资产风险的影响，并且创
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立了现代投资组合理论. Samuelson[2] 把 Markowitz[1] 的一些模型进一步做了推

广，研究了最优消费投资问题，消费效用随着时间的不断推移是单周期效用的

贴现和，对于常相对风险厌恶程度的效用函数的特殊情况，导出了最优解的显

式形式. Browne[3] 的盈余模型是扩散风险模型，验证了关于破产概率最小化和

指数效用之间关系的长期猜想，还求解了以破产时支付的预期贴现罚金最小化

为目标的最优策略. Hipp 和 Plum[4-5] 在经典风险模型下保险公司还可以采取相

应的投资策略，将部分或全部盈余投资于风险资产中，最终能够得到保险公司

破产概率最小化的最优投资策略. Liu和 Yang[6] 在 Hipp和 Plum[4-5] 的研究基础

上考虑了一个非零利息率，而他们的研究不能得到闭形式的解. 随后 Yang 和

Zhang[7] 在风险过程为复合泊松过程的假设下受到标准布朗运动的干扰，得到

了当效用函数是指数的一个闭形式的解. Wang[8] 将 Yang 和 Zhang[7] 的结果推

广到研究多种风险资产的情况. 梁志彬 [9] 在跳-扩散风险模型下使用随机最优

控制的方法，同时计算保费时用方差保费原理，基于保险公司的目标是使终端

财富的期望指数效用最大化研究最优投资-再保险问题. Cao 和 Wan[10] 采用比

例再保险的方式以终端财富的期望效用最大化为目标，研究最优再保险和投资

问题. Gu 和 Yang[11] 研究了比例再保险和投资策略的不变方差弹性模型，该模

型假设过程遵循带有漂移的布朗运动. Lin 和 Li[12] 针对延迟索赔风险模型，在

方差保费原理下，使用扩散近似来近似保险公司的索赔过程，利用动态规划原

理来求解 HJB方程，得到使得终端财富期望指数效用最大的投资和再保险策略.

夏登峰等人[13] 综合考虑了变利率下基于 SV 模型，针对 ambiguity-averse insurer

(AAI)，通过等价鞅变化转化为稳健性最优控制问题最终得到了最优再保险与投

资策略.

与此同时，波动率是影响投资组合选择的一个非常重要的因素，在真实的

金融市场中，波动率总是随着多种信息的传播而波动. 因此，如果将风险资产

过程中的波动率视为常数，则不能及时准确反应风险资产的波动情况. 这可能

导致对风险资产风险的低估. 因此，有必要研究随机波动率问题. Cox 和 Ross[14]

提出了可以描述股票价格的 CEV 模型，其中，该模型的波动率是股票价格的幂

函数，是一个随机过程. CEV 模型一般用来计算期权的敏感性、隐含波动率和
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理论价格，同时能够较好的阐述 Black-Scholes 模型中体现的经验偏差，例如波

动率微笑. 因此，许多学者深入的研究了关于 CEV 模型的最优投资组合问题.

例如 Li 和 Gu[15] 将风险资产的定价过程建模为 CEV 模型，并考虑了净利润条

件和方差再保险保费原则，利用随机控制理论研究保险公司的最优比例再保险

和投资策略. Lie[16] 允许保险公司购买比例再保险同时将其盈余投资于一种价

格过程遵循 CEV 模型的风险资产，以终端财富的期望 HARA 效用最大化为目

标将随机控制理论和 Legendre 变换相结合最终得到了最优策略的明确表达式.

李国柱和马世霞[17] 基于 CEV 模型应用博弈论和随机动态规划技术，通过求解

扩展的 HJB方程得到了违约前和违约后的均衡策略和相应的值函数. 蔡江佳和

李全[18] 基于借贷利率不同和 CEV 模型下计算最优投资策略的解析解.

鉴于 CEV 模型与随机利率相结合，使得最优策略的解析求解变得更加复杂，

以上研究较少同时考虑CEV模型和随机利率来研究最优再保险投资策略. 然而，

在实际的市场中，利率不是一个常数，而是一个波动的过程，利率波动也是市

场风险的重要来源，此外，利率是影响各种金融资产价格的重要宏观因素. 因

此，在最优再保险投资问题中，若利率为常数，很可能会低估投资组合管理中

的一些风险，从而导致资源配置产生较大的误差. 为此部分学者研究变利率情

形. Vasicek[19] 首先提出 Vasicek 模型描述随机利率. 后来 Cox 等人[20] 提出了

Cox-Ingersoll-Ross(CIR)随机利率模型 . Guan 和 Liang[21]、Li[22] 等人都是考虑

Vasicek 利率模型，分别以终端财富期望效用最大化为目标研究了最优投资与再

保险策略和均值方差模型下具有时间一致性的最优投资与再保险策略. 聂高琴

和常浩[23] 假设保险公司通过购买比例再保险来转移索赔风险，研究了利率期限

结构遵循Vasicek利率模型的最优投资和再保险问题. Li和Wu[24] 研究利率期限

结构服从 CIR 随机利率模型下的最优投资问题，同时假设股票价格的波动率正

比于另一个 CIR 过程. 杨鹏和林祥[25] 考虑根据理赔额的大小来选择何种再保

险方式研究了无风险资产和风险资产具有随机利率以及风险资产具有随机变差

的最优投资和联合比例-超额损失再保险问题. 其中利率遵循 CIR 利率模型.

保险公司最常见的再保险方式有如下两种：一是比例再保险，二是超额损

失再保险. 随着研究的深入超额损失再保险也成为学者们关注的热点问题. 例
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如 Bai 和 Guo[26] 证明了在两个目标函数下，采取超额损失再保险的方式总是优

于比例再保险. 然后，通过求解相应的 HJB 方程，得到了其最优值函数的闭形

式解和相应的最优策略. Gu 等人[27] 将之前研究的比例再保险扩展到超额损失

再保险，风险资产价格过程采用 CEV 模型最终得到了最优策略. Zhao[28] 等人研

究了保险公司带跳扩散风险模型的最优超额损失再保险和投资问题，允许保险

公司购买再保险并资金投资于一种无风险资产和一种价格过程满足 Heston 模

型的风险资产，通过应用随机最优控制方法获得了价值函数的显示解和最优策

略. Guo 等人[29] 假设允许保险公司购买超额损失再保险来降低自身风险，考虑

在跳-扩散风险模型下最终得出最优再保险与投资策略. 其中，风险资产的价格

过程满足 CEV 模型，累计索赔过程为指数分布.

另外，考虑将资金投资于零息债券，为保险公司提供更加多元化的投资策

略，也使其更加贴合实际的金融市场，从而实现长久稳定的发展目标，因此，

考虑零息债券的最优再保险-投资问题也就更加具有实际指导意义，相关研究工

作参见文献[30-34].

1.3 研究方法及创新点

在以往学者对再保险与投资的研究结果和实务的基础上，首先，我们引入

随机利率，假设保险公司的盈余过程由跳扩散风险模型来刻画，将风险资产价

格服从的 CEV 模型与无风险资产利率遵循的 Vasicek 模型相结合，并考虑超额

损失再保险，使得最优策略的解析求解变得更加复杂. 另外，在上述模型的基

础上考虑将资金投资于零息债券，进一步研究了基于 CEV 模型下考虑零息债券

的最优超额损失再保险投资问题. 本文以终端财富的期望指数效用最大化为目

标，应用随机最优控制的方法建立了值函数相应的 HJB 方程，并在指数效用函

数下得到最优策略. 最后，运用数值算例阐述模型参数对最优策略的影响.

论文的创新点：

(1)对于最优再保险-投资问题，考虑了随机利率，采用 Vasicek 利率模型，

假设存在无风险资产和风险资产的金融市场，得到最优再保险-投资策略.
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(2)在上述模型的基础上，考虑零息债券，保险公司将其盈余于投资在无风

险资产，股票和零息债券三种资产，更加贴合市场实际，具有一定指导意义.

1.4 论文内容及安排

本文总共分为 5 章：

第 1 章：绪论，阐述研究背景、意义、成果、方法、创新点以及论文的内

容结构安排.

第 2 章：介绍本文在开展研究工作时需要用到的相关基础知识，为后续工

作内容的展开提供理论基础.

第 3 章：假设保险公司的盈余过程由跳扩散风险模型来刻画，为了保值增

值，允许保险公司购买超额损失再保险并将资金投资于一种利率服从 Vasicek

模型的无风险资产和一种价格过程满足CEV模型的风险资产. 保险公司的目标

是最大化终端财富的预期指数效用，应用随机最优控制的方法建立了值函数相

应的 HJB 方程，并在指数效用函数下求解得到最优策略. 最后，运用数值算例

方法阐述了模型参数对最优策略的影响.

第 4 章：在上述模型的基础上，假设保险公司不再只考虑将资金投资于无

风险资和风险资产，而是也投资于零息债券，同时结合超额损失再保险，研究

基于 CEV 模型下考虑零息债券的最优再保险与投资策略. 然后，通过动态规划

原理求解 HJB 方程，得到最优再保险与投资问题的显式解，运用数值模拟分析

参数对最优再保险与投资策略的影响.

第 5 章：对全文进行总结与展望.
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第 2 章 预备知识

2.1 再保险-投资

再保险-投资相关问题研究经历了长久的发展过程，再保险意思是保险公司

会把其中的部分风险索赔和应承担的责任留给自己，并且把超出自己能力范围

之外的一部分剩余风险和责任分散给另外的保险公司，这里愿意承担转移出来

的部分风险和责任的保险公司被称之为再保险公司，可以通过与再保险公司签

订不同的再保险形式来转移风险与责任，由于再保险的重要性和必要性，再保

险合同是稳固保险和经济市场的重要工具. 同时也可以通过投资最大化终端财

富效应或者最小化破产概率来获得更多的收益，其相关研究取得较为丰富的成

果，本文在研究最优再保险与投资策略问题过程中假设保险公司采用超额损失

再保险的方式来降低自身风险以及稳定公司发展甚至更大范围的扩展经营业务.

其中主要再保险方式有以下几种：

1、比例再保险 (Proportional reinsurance)

2、超额损失再保险 (Excess loss reinsurance)

3、联合比例-超额损失再保险 (Joint proportion - excess loss reinsurance)

2.2 盈余模型

1、经典风险模型

Browne[3]运用经典风险模型来描述保险公司的盈余，保费收入和承担的索

赔额组成了保险公司的盈余过程，具体模型如下：





tN

i
iZctxtR

1
0)( ,

其中 00 x 表示初始财富， 0c 表示保费率， tN 表示到时刻 t截止的累计索赔

发生的次数，满足参数为 的 Possion 过程.   ,2,1, iZi 是一列独立同分布的

有界随机变量.
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2、扩散风险模型

为了更准确的刻画保险公司的盈余过程，可以利用标准布朗运动逼近的方

法来近似替代原有的跳过程，得到如下的扩散模型：

)()( 0 tWctxtR  ,

其中 00 x 表示初始财富， 0c 表示保费率， )(tW 表示保险公司不确定的索

赔.

3、跳扩散风险模型

由于保险公司财富过程存在一定的不确定因素，因此在研究最优再保险投

资策略时可以考虑扩散项，也就是跳-扩散风险模型.





tN

i
iZtWctxtR

1
0 )()(  ,

其中 00 x 表示初始财富， 0c 表示保费率， 表示正常数， 0),( ttW 是一个

标准的布朗运动.

2.3 利率模型

在金融风险市场中，利率是最基本和最重要的一项指标，本文在研究最优

再保险与投资策略过程中主要采用 Vasicek 模型. 下面将简单介绍几种基本的

利率模型.

1、即期利率模型

)()( tdWdttdr r  ,

2、仿射利率模型

1 2( ) ( ( )) ( ) ( )rdr t a br t dt k r t k dW t    ,

其中 1 2a b k k, , , 是正常数， ( )rW t 是一维标准布朗运动. 当 1 0k  时，此模型退化

成 Vasicek 模型；当 2 0k  时，模型退化成 CIR 模型， 12a k 确保 ( ) 0r t  .

3、Vasicek 利率模型
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)())(()( tWdttbratdr rr ，

其中 ra b , , 是正常数， r 表示无风险利率的瞬时波动率.

4、CIR 模型

3
2( ) ( ) ( )dr t r t dW t ,

该模型中的扩散系数是非线性的.

2.4 风险资产模型

保险公司属于盈利机构，为了获得稳定的利润，以满足实际需求，需要合

理的规划资产，并进行适当的投资以实现某些目标，采取恰当投资活动不仅可

以覆盖索赔产生的风险而且还可以增加相应的回报. 但是如果投资失败带来的

相应损失也是不容乐观的，因此，怎样进行合理的投资决策才可以做到衡量轻

重缓急，最终能够达到保险公司期望的收益目标是一个大家极其关注的问题.

通常保险公司会选择股票、债券等一系列风险金融市场进行相应的投资. 本文

在研究最优再保险与投资策略过程中主要采用 CEV 模型，在实际的金融市场环

境中，以下是通常会使用的风险资产价格模型.

1、几何布朗运动模型 (B-S 模型)

( ) ( ) ( ) ( )dS t S t dt kS t dW t  ,

其中 表示市场的期望收益率， >0k 表示股票市场的波动.

2、CEV 模型

)()()()( 1
1 tdWtSdttStdS   ,

其中 ， 为正常数， )(tS 为风险资产在 t时刻的价值， 为风险资产的瞬时期

望收益率， S 为风险资产的瞬时波动率，为弹性参数，当 0 时，CEV 模

型将退化成 GBM 模型， )(1 tW 是标准布朗运动.

3、Heston 模型
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1

2

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ,
( ) ( ( )) ( ) ( ),

dS t S t r L t dt L t dW t
dL t k L t dt e L t dW t




      
  

将常数利率变为随机利率，得以下模型：











),()())(()(

)],()()())()(()()()[()( 2121

tdWtLdttLtdL

tdWtLdttLtdWdtktrkktrkdttrtStdS

ll

srrs





其中 0)0(0)0( 00  lLsS ， ， rsl  ，，，，， 是正常数，满足 22 l  ，

来保证 ( ) 0L t  .

4、Lévy 过程


R

dzdtzNtStdWtSdttStdS ),()()()()()(  ,

其中 0r 代表无风险的利率， 0 代表风险资产的波动率，  TttW 0),( 是

标准的布朗运动，  
t

R
dzdtzN

0
),( 表示一个复合泊松过程.

2.5 效用函数

通常情况下，决策者们往往会利用一个和财富过程相互关联的函数来衡量

其中的投资所产生的偏好，此时的函数被称之为效用函数. 在现实的金融市场

环境下，通常我们采取的效用函数是厌恶风险的. 因此，会选择合适的效用函

数来刻画最大化问题. 本文在研究最优再保险与投资策略中，刻画最大化问题

时选择的是 CARA 效用函数. 即考虑 )]([max xUE ，其中 )(xU 表示效用函数，有

两个重要的风险厌恶指标如下：

相对风险厌恶指标

x
xU
xUrR )(
)(

'

''

 ；

绝对风险厌恶指标

)(
)(

'

''

xU
xUrA  .

几种常用的效用函数如下：

1、幂效用函数 (CRRA)
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)0,1()(  mm
m
xxU
m

,

并且

.1
)1()(

)(

,1
)1()(

)(

2

1

'

''

2

1

'

''

mx
xm

xx
xU
xUr

x
m

xm
x

xU
xUr

m

m

R

m

m

A




















2、指数效用函数 (CARA)

)0()( 


m
m
exU

mx

,

并且

.
)(
)(

,
)(
)(

'

''

'

''

kxx
e
mex

xU
xUr

k
e
me

xU
xUr

mx

mx

R

mx

mx

A



















3、对数效用函数

xxU ln)(  ,

并且

.11

1

)(
)(

,11

1

)(
)(

2

'

''

2

'

''





x

x

xx
xU
xUr

x
x

x
xU
xUr

R

A
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第 3 章 变利率下基于 CEV 模型的最优再保险投资策略

本章研究变利率下基于CEV模型的最优再保险投资策略. 假设保险公司的

盈余过程由跳扩散风险模型来刻画，为了保值增值，允许保险公司购买超额损

失再保险并将资金投资于一种利率服从 Vasicek 模型的无风险资产和一种价格

过程满足 CEV 模型的风险资产，保险公司的目标是最大化终端财富的预期指数

效用. 接着，应用随机最优控制的方法建立了值函数相应的 HJB 方程，并在指

数效用函数下求解得到最优策略. 最后，运用数值算例方法阐述了模型参数对

最优策略的影响.

3.1 建立模型

设  ( , , , )t t 0
Ω P


FF 是一个完备概率空间， tF是市场中截止到 t时刻的信息流，

假设以下所有的随机过程均为 , [0, ]t t TF 适应的.

假设保险公司的盈余过程 )(tR 满足跳-扩散风险模型，由如下随机微分方程

给出

( )

0
1

( ) ( )
N t

i
i

R t x ct W t Z


    ,

其中 0x 为初始盈余， 0c 为保险公司的保费率， )(tN 表示到时刻 t截止的累计

索赔发生的次数，满足参数为 的 Possion 过程.   ,2,1, iZi 是一列独立同分

布的有界随机变量， )(zF 表示 iZ 的分布函数，    1)(:sup zFzD ，假定有，

0)0( F ，当 Dz 0 有 1)(0  zF ，当 Dz  ,有 1)( zF ，其中  ][ iZE ，

22 ][  iZE . 


)(

1

tN

i
iZ 是一个复合泊松过程，表示 ],0[ t 时间段的总索赔量， )(tW 是

一个标准的布朗运动，常数 表示扩散系数.

保险人可以采用超额损失再保险的方式来降低自身风险. 假设 0a  表示保

险公司固定的超额损失预留水平，保险公司需要支付的索赔额为  aZZ i
a
i ,min ，

其中 iZ 表示第 i次索赔的额度， ( ) ( )iF x P Z x  表示索赔率的分布函数.

   
0 0

( ) 1 ( ) ( )
a aa

ia E Z F x dx F x dx      ,
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 2 2

0 0
( ) ( ) 2 1 ( ) 2 ( )

a aa
ia E Z x F x dx xF x dx         .

设 表示保险公司的相对安全负荷系数，   表示再保险公司的相

对安全负荷系数 . 为了简便计算，根据 Guo 等人[29] 的假设，假设利用期

望值原则计算保费率 c，得到保险保费  )1(c ，再保险保费为

))(()1( a   ，保险公司单位时刻的保费收入率为：

(1 ) (1 ) ( ) ( ) (1 )a a a
i ic EZ EZ                    .

超额损失再保险后的盈余过程用 a
tR 表示，表示如下：

 
( ) ( )

1 1
( ) ( ) (1 ) ( ) ( )

N t N t
a a a a
t i i

i i
dR c dt dW t d Z a dt dW t d Z      

 

          .

另外，假设保险公司还可以将其盈余投资于无风险资产(债券或银行账户)

和风险资产(股票或基金).

无风险资产的价格 )(0 tS ，满足如下模型：

0)0(,)()()( 0000  SSdttStrtdS ,

其中 )(tr 是瞬时利率，其遵循 Vasicek 模型

0)0(),())(()( 01r  rrtdWdttqrptdr  ,

其中 qpr ，， 为正常数， r 表示无风险利率的瞬时波动率.

)(tS 表示风险资产价格服从 CEV 模型

)()()()( 1
1 tdWtSdttStdS   ,

其中 ， 为正常数， r 为风险资产的瞬时期望收益率， S 为风险资产的

瞬时波动率， 为弹性参数， )(1 tW 是标准布朗运动， )(tW 和 )(1 tW 相互独立.

注释 1：当 0 时，CEV 模型将退化成 GBM 模型.

注释 2：根据 Li 和 Gu[15]的假设，假设净利润为正，那么必须满足下列条

件

0 a
i

a EZc  ,

即

 

 )1()(

0
dxxF

a
. (3.1)
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这里假设 1a 是所有 )(ta 中的最小值 )( 1 Da  . 由式(3.1)可知，当 Da 1 时，则

Data 
1)( ，这与条件 Dta )( 相矛盾. 在这种情况下，意味着保险公司有很

强的能力承担所有的索赔，不需要再保险，不在本章研究范围内.

假设保险公司在 t时刻投资于风险市场的资金总额用 )(tb 表示，剩余的资金

数量则投资在无风险市场中. 记   Tttbtat ,0:))(),(()(   表示保险公司在 t

时刻的再保险-投资策略. 因此，在上述金融市场环境中，保险公司的财富盈余

过程 
tX 满足如下随机微分方程：

.)()()()(

)]()1()()())()(([

)(
)())((

)(
)()(

)(

1
1

0

0












tN

i

a
i

t

a
ttt

ZdtdWtdWtStb

dtatrXtrtb

dR
tS
tdStbX

tS
tdStbdX











(3.2)

定义 3.1(可容许策略)如果一个投资策略 )(t 满足：

(1) 对 ))(),((],,0[ tbtaTt 关于 tF 是循序可测的；

(2)  ])([
0

2T
dttE  ；

(3) ],0[)( Dta  ；

(4) 随机微分方程(3.2)有唯一解，

则称 )(t 为可容许策略，记为所有可容许策略组成的集合.

保险公司需要求解最优投资策略 )(t ，可以表述为以下的控制问题：

))](([max TXUE


. (3.3)

通常假设效用函数 )(U 是严格递增和严格凹的连续可微函数. 这里选用指

数效用函数

mxe
m
kxU  )( ,

其中 00  mk ， ，m为绝对风险厌恶系数.

3.2 HJB 方程和最优策略

运用动态规划技术解决问题(3.3)，并给出相应的验证定理.

定义值函数
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])(,)(,)())(([max),,,( xtXstSrtrTXUExsrtV 


. (3.4)

结合问题(3.4)，根据 Fleming 和 Soner[35]可知，如果 2,2,2,1CV  ，则 ),,,( xsrtV 为

下列 HJB 方程的一个连续解

0),,,(sup 


xsrtV


, (3.5)

边界条件

)(),,,( xUxsrTV  . (3.6)

其中

)].,,,(),,,([

)(
2
1

2
1

2
1)]()1(

)()([)(),,,(

1

1222222

2222

xsrtVZxsrtVEVs

VsbVsbVsb

VsVVa

xrrbsVVqrpVxsrtV

a
irsr

xrrxsxx

ssrrrx

srt

































(3.7)

rsxrxsxxssrrxsrt VVVVVVVVVV ，，，，，，，，， 分 别 表 示 ),,,( xsrtV 对 变 量

xsrt ，，， 的一阶和二阶偏导数.

使用 Fleming 和 Soner[35]以及 Yang 和 Zhang[7] 研究的方法，可以得到以下

的验证定理.

定理 3.1 设 2,2,2,1CH 是 HJB 方程(3.5)在边界条件(3.6)下的凹解，则

),,,(),,,( xsrtVxsrtH  .

此时，使  满足

0),,,( 


xsrtV ,

对所有的 ( , , , ) [0, ]t r s x T R R R    ，那么 ))(),(( tbta   是最优策略.

受文献[29]的启发，可以推测解满足如下形式

)],(),([ 21
)(

),,,( rtGstGmxe tT

e
m
kxsrtH  

 , (3.8)

其中 )(1 G 和 )(2 G 是待确定的函数，边界条件 0),(1 sTG , 0),(2 rTG .

根据式(3.7)和式(3.8)求最优投资策略，由一阶条件得到最小值为

)(22
21

122)()( tT
rrS

mes
GsGsrtb 


 

 






,

其中
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]1[
4

)(2 )(2
2

2
12

1 


  tTr
s e

r
rsG 


 ,

]1[
1

))(1()(

2

tTq
s

r

tT

r

r

e
q

s

mxeG





 




 .

同样，如果 ],0[)( Dta  ，则 1))((0  taF ，可以得到最优再保险策略 )(ta （无

约束条件）满足

)(
)1ln()( tTme

ta 




 .

定理 3.2 指数效用下，所有 ],0[ Tt ，问题(3.3)的最优投资策略为

].1[
2

]1[)()(2

)()(

))(1(

)(22

)(22

)(22
21

122

tTq
s

r

r
tT

tTr

tT
rrs

r

e
ssq

x
mesr
errr

mes
GsGsrtb












































证明见附录 A.

为了确定最优再保险策略 )(ta ，将根据 )(ta 和 1a 的值，从三种情况来讨论

这个问题，得到不同情况下的最优投资策略表达式，当 Dta )( 时，

)1ln(
ln:




mDTTt . 类似文献[29]，关于 )(ta 有以下讨论：

(1) Dtaa  )(1

1 如果 )1ln( mD ， )( TTt  ，则 )()( tata  ， ),0[)( Dta  ，此时最

优策略为

)(
)1ln()( tTme

ta 
 


 .

2 如果 )1ln( mD ， )( TTt  ，则 )()( tata  ， ),0[)( Dta  ，这意味保

险公司不需要购买再保险，且   )(D ， 22 )(  D . 因此，最优策略为










TtTD
TTtta

ta
,
),(

)( .

(2) Data  1)(

1 如果 )1ln( mD ， )( TTt  ，则 1)( ata  ， ),0[)( Dta  ，此时最优

策略为
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1)( ata  .

2 如果 )1ln( mD ， )( TTt  ，则 1)( ata  ， ),0[)( Dta  ，此时最优

策略为










TtTD
TTta

ta
,
,

)( 1 .

(3) )(1 taDa 

如果 )(1 taDa  ， ],0[ Tt ，则 Dta  )( ，在此情形中，最优再保险策略与

情形(1)和(2)重合.

与上述(1)-(3)类似，很容易得到如下情形:

(1) Dtaa  )(1

1 TT 

TTtduuuagtMtB
T

t
  ,)),(()()( 22 .

2 TT 

















TtTduuDgtM

TTtmduuuagtM
tB

T

t

T

t

,),()(

,)),(()(
)(

2

12

2 .

(2) Data  1)(

1 TT 

TTtduuuagtMtB
T

t
  ,)),(()()( 122 .

2 TT 

2 1 2

2

2

( ) ( ( ), )
( )

( ) ( , )

T

t

T

t

M t g a u u du m t T T
B t

M t g D u du T t T

     
   




，

，
.

(3) )(1 taDa 

如果 )(1 taDa  ， ],0[ Tt ，则 Dta  )( .

duuDgtMtB
T

t ),()()( 22 .

综上所述，可以得到了不同情形下对应的值函数形式.

(1) Dtaa  )(1
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1 如果 )1ln( mD ， )( TTt  ，则最优策略为 )()( tata  ，对应的值函

数形式

TTtrtGstGmxe
m
kxsrtV tT   )],,(),(exp[),,,( 211

)( ,

其中 duuuagtMetrBG
T

t

tT   )),(()()( 2
)(

121 .

2 如果 ),1ln( mD 则对应的值函数为



















TtTrtGstGmxe
m
k

TTtrtGstGmxe
m
k

xsrtV
tT

tT

)],,(),(exp[

)],,(),(exp[
),,,(

231
)(

221
)(




,

其中

( )
22 1 2 1( ) ( ) ( ( ), )

TT t

t
G rB t e M t g a u u du m    ,

( )
23 1 2( ) ( ) ( , )

TT t

t
G rB t e M t g D u du    .

考虑 ),,,( xsrtV 在时间T 连续，因此，有 duuDgduuuagm
T

T

T

T   ),()),(( 221 .

(2) Data  1)(

1 如果 )1ln( mD ， )( TTt  ，则最优策略为 1)( ata  ，对应的值函

数形式

TTtrtGstGmxe
m
kxsrtV tT   )],,(),(exp[),,,( 241

)( ,

其中 ( )
24 1 2 1( ) ( ) ( , )

TT t

t
G rB t e M t g a u du    .

2 如果 )1ln( mD ，则对应的值函数为



















TtTrtGstGmxe
m
k

TTtrtGstGmxe
m
k

xsrtV
tT

tT

)],,(),(exp[

)],,(),(exp[
),,,(

231
)(

241
)(




,

其中

( )
23 1 2( ) ( ) ( , )

TT t

t
G rB t e M t g D u du    ,

( )
24 1 2 1 2( ) ( ) ( , )

TT t

t
G rB t e M t g a u du m    .
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考虑 ),,,( xsrtV 在时间T 连续，则 )(,),(),( 12122 taDaduuDgduuagm
T

T

T

T
  .

(3) )(1 taDa 

如果 )(1 taDa  ， ],0[ Tt ，则 Dta  )( ，在此情形中，对应的值函数为

TtrtGstGmxe
m
kxsrtV tT   0)],,(),(exp[),,,( 231

)( ,

其中 ( )
23 1 2( ) ( ) ( , )

TT t

t
G rB t e M t g D u du    .

3.3 数值分析

我们用数值分析分别阐述参数对最优投资策略和最优再保险策略的影响.

本章参数设定主要参考 Guo 等人[29] 的参数设置，相关参数如下：

表 3.1 参数配置

参数 t T q s x σ θ m β μ σr r

取值 2 3 0.8 6 3 1 2 0.15 -0.68 0.082 0.08 0.02

3.3.1 参数对最优投资策略的影响

图 3.1 q对最优投资策略 )(tb 的影响 图 3.2 r 对最优投资策略 )(tb 的影响

如图 3.1 所示，能够得出 qr， 对最优投资策略 )(tb 的影响. 最优投资策略

)(tb 随着 q的增加而增加，根据利率模型可知，q越大，意味着随机利率的期望

收益越小，保险公司从无风险资产当中获得的收益也越少. 因而，保险公司更

想将较多的资金数量投资在风险资产上. 其次，当无风险利率 r增加时，此时的

最优投资策略 )(tb 反而在减少，由于市场中无风险利率的增加，保险公司更加
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期望在无风险资产中投资更多的资金. 因此，为了降低投资风险而减少风险资

产的购买数量.

如图 3.2 所示，能够得出 rm ， 对最优投资策略 )(tb 的影响. )(tb 与无风险

利率的瞬时波动率 r 呈现相同的变化趋势，当 r 增加，保险公司为了规避相应

的金融市场风险，于是投资在无风险资产的资金数量将越来越少，更倾向于将

资金投资在风险资产上. 此外，当 m越大时，最优投资策略反而越小，这符合

实际情况. 因为，m越大意味着风险厌恶程度也越高，为了降低破产的风险，

保险公司在风险资产上投资的资金会越来越少.

3.3.2 参数对最优再保险策略的影响

图 3.3 对最优再保险策略 ( )a t
的影响 图 3.4 m 对最优再保险策略 ( )a t

的影响

如图 3.3 所示，能够得到再保险人的安全负荷对最优再保险策略 ( )a t 的

影响. 可以知道最优再保险策略随着再保险人的安全负荷的增加而增加 . 这

意味着保险人自身会承担较多的保险业务风险，同时提高再保险的预留水平，

从而达到降低再保险的支付成本的目的.

如图 3.4 所示，能够得到绝对风险厌恶系数m对最优再保险策略 )(ta 的影

响. 可以发现 )(ta 随着绝对风险厌恶系数 m的增加反而减少. 当 m越大时，保

险公司规避风险的能力越强. 因此，保险人更愿意通过购买较多的再保险来提

高财务的稳定性.

3.4 本章小结

本章研究了变利率下基于 CEV 模型的最优超额损失再保险-投资问题. 在
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此基础上保险公司的目标是使得终端财富的期望指数效用最大化，应用随机最

优控制的方法，建立了值函数相应的 HJB 方程，并且在指数效用函数下得到了

最优策略. 运用数值算例阐述模型参数对最优策略的影响，结果说明：最优投

资策略 )(tb 随着 q和 r 的增加而增加，当 q和 r 越大，保险公司更想将较多的

资金数量投资在风险资产上；当 r和m的增加时， )(tb 反而在减少，当无风险

利率 r和风险厌恶系数m越大，保险公司反而会减少投资在风险资产上的资金

数量；当增加时，保险公司会提高再保险的预留水平，来达到减少保费支出

的目的；当绝对风险厌恶系数m越大时，保险人会购买较多的再保险来提高财

务的稳定性. 结果符合市场实际和预期，最优策略为保险公司有效的管理和控

制风险提供依据.
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第 4 章 基于 CEV 模型下考虑零息债券的最优再保险

投资策略

本章考虑将资金投资于无风险资产，股票和零息债券三种资产中，同时结

合超额损失再保险，研究基于CEV模型下考虑零息债券的最优再保险投资策略.

假设利率遵循 Vasicek 利率模型，风险资产价格遵循 CEV 模型. 以终端财富的

效用最大化为目标，利用随机控制理论寻找最优值函数和最优再保险投资策略.

最后，运用数值算例阐述模型参数对最优策略的影响.

4.1 建立模型

设  ( , , , )t t 0
Ω P


FF 是一个完备概率空间， tF是市场中截止到 t时刻的信息流，

假设以下所有的随机过程均为 , [0, ]t t TF 适应的.

假设保险公司的盈余过程 )(tR 满足以下方程：

( )

0
1

( ) ( )
N t

i
i

R t x ct W t Z


    ,

其中 0x 为初始盈余， 0c 为保险公司的保费率， )(tN 表示到时刻 t截止的累计

索赔发生的次数，满足参数为  的 Possion 过程.   ,2,1, iZi 是一列独立同分

布的有界随机变量， )(zF 表示 iZ 的分布函数，    1)(:sup zFzD ，假设

0)0( F ，当 Dz 0 有 1)(0  zF ，当 Dz  ,有 1)( zF ，其中  ][ iZE ，

22 ][  iZE . 


)(

1

tN

i
iZ 是一个复合泊松过程，表示 ],0[ t 时间段的总索赔量， )(tW 是

一个标准的布朗运动，常数 表示扩散系数.

为了降低自身风险，保险人可以购买超额损失再保险. 假设 0a  表示保险

公司固定的超额损失预留水平，保险公司应承担的索赔额为  aZZ i
a
i ,min ，其

中 iZ 表示第 i次索赔的额度， ( ) ( )iF x P Z x  表示索赔率的分布函数.

   
0 0

( ) 1 ( ) ( )
a aa

ia E Z F x dx F x dx      ,
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 2 2

0 0
( ) ( ) 2 1 ( ) 2 ( )

a aa
ia E Z x F x dx xF x dx         .

设 表示保险公司的相对安全负荷系数，   表示再保险公司的相

对安全负荷系数 . 为了简便计算，根据 Guo 等人[29] 的假设，假设利用期

望值原则计算保费率 c，得到保险保费  )1(c ，再保险保费为

))(()1( a   ，保险公司单位时刻的保费收入率为：

(1 ) (1 ) ( ) ( ) (1 )a a a
i ic EZ EZ                    .

超额损失再保险后的盈余过程用 a
tR 表示，表示如下：

 
( ) ( )

1 1
( ) ( ) (1 ) ( ) ( )

N t N t
a a a a
t i i

i i
dR c dt dW t d Z a dt dW t d Z      

 

          .

另外，保险公司还可以将资金投资于无风险资、风险资产和零息债券. 其

中无风险资产和风险资产的价格过程类似第三章，为了便于阅读，如下所示:

无风险资产的价格过程，满足方程

0)0(,)()()( 0000  SSdttStrtdS ,

其中 )(tr 是瞬时利率，其遵循 Vasicek 模型

0)0(),())(()( 0r  rrtdWdttqrptdr r ,

风险资产价格服从 CEV 模型

)()()()( 1 tdWtSdttStdS s
  ,

其中 )(tW ， )(tWr 和 )(tWs 相互独立.

)(tP 表示期长为T的零息债券，且满足：

 )()())()()(()()( 111 tdWtdttttrtPtdP r  ,

其中 )1()( )(
1   tTqr e

q
t  ， )(1 t 为时间 t的确定函数.

假设保险公司在 t时刻投资于股票和零息债券的资金总额分别用 )(tb 和

)(tc 表示，剩余的资金投资于无风险市场.记   Tttctbtat ,0:))(),(),(()(  

表示保险公司在 t时刻的再保险-投资策略. 因此，在上述金融市场环境中，保

险公司的财富盈余过程 
tX 满足如下随机微分方程：
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 
.)()()()()()(

)()1()()()())()((

)(
)())()((

)(
)()(

)(
)()(

)(

1
1

11

0

0












tN

i

a
irs

t

a
ttt

ZdtdWtdWtctdWtStb

dtatctrXtrtb

dR
tS
tdStctbX

tP
tdPtc

tS
tdStbdX











保险公司想要获得最优投资策略 )(t 可使终端财富的期望效用最大化，并

表述为以下的控制问题：

))](([max TXUE


. (4.1)

通常假设效用函数 )(U 是严格递增和严格凹的连续可微函数. 这里选用指

数效用函数

mxe
m
kxU  )( ,

其中 00  mk ， ，m为绝对风险厌恶系数.

4.2 HJB 方程和最优策略

运用动态规划技术解决问题(4.1)，并给出相应的验证定理.

定义值函数

])(,)(,)())(([max),,,( xtXstSrtrTXUExsrtV 


. (4.2)

结合问题(4.2)，根据 Fleming 和 Soner[35] 可知，如果 2,2,2,1CV  ，则 ),,,( xsrtV 为

下列 HJB 方程的一个连续解

0),,,(sup 


xsrtV


, (4.3)

边界条件

)(),,,( xUxsrTV  . (4.4)

其中





 ,),,,(),,,()

(
2
1

2
1

2
1)()1(

)()()(),,,(

1
1222

2
1

22222222

11

xsrtVZxsrtVEVcVsbV

csbVsVVa

cxrrbsVVqrpVxsrtVA

a
ixrrxsxx

ssrrrx

srt

























(4.5)

其 中 xrxsxxssrrxsrt VVVVVVVVV ，，，，，，，， 分 别 表 示 ),,,( xsrtV 对 变 量
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xsrt ，，， 的一阶和二阶偏导数.

使用 Fleming 和 Soner[35] 以及 Yang 和 Zhang[7] 研究的方法，可以得到以下

的验证定理.

定理 4.1 设 2,2,2,1CH 是 HJB 方程(4.3)在边界条件(4.4)下的凹解，则

),,,(),,,( xsrtVxsrtH  .

此时，使  满足

0),,,( 


xsrtV ,

对所有的 ( , , , ) [0, ]t r s x T R R R    ，那么 ))(),(( tbta   是最优策略.

受文献[29]的启发，可以推测解满足如下形式

)],(),([ 21
)(

),,,( rtGstGmxe tT

e
m
kxsrtH  

 , (4.6)

其中 )(1 G 和 )(2 G 是待确定的函数，边界条件 0),(1 sTG ， 0),(2 rTG .

根据式(4.5)和式(4.6)求最优投资策略，由一阶条件得到最小值为

,)(

,)()(

)(
1

21

)(22
1

122

tT
rr

tT
S

me
Gtc

mes
Gsrtb
























其中

]1[
4

)(2 )(2
2

2
12

1 


  tTr
s e

r
rsG 


 ,

]1[
1

))(1(
)(

2 


 


tTq
tT

r e
q

mxeG .

同样，如果 ],0[)( Dta  ，则 1))((0  taF ，可以得到最优再保险策略 )(ta 满足

)(
)1ln()( tTme

ta 




 .

定理 4.2 指数效用下，所有 ],0[ Tt ，问题(4.1)的最优投资策略为

 

 .
)1(

)1()(

,
2

1)()(2)()(

)(
1

)(
1

)(
1

21

)(22

)(22

)(22
1

122

)(

tT

tTq
r

tT
rr

tT

tTr

tT
S

meq
eemxq

me
Gtc

mesr
errr

mes
Gsrtb

tT





















































证明见附录 B.
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为了确定最优再保险策略 )(ta ，将根据 )(ta 和 1a 的值，从三种情况来讨论

这个问题，关于 )(ta 讨论同第三章，这里不再赘述. 最终得到不同情形下对应

的值函数形式，如下所示：

(1) Dtaa  )(1

1 如果 )1ln( mD ， )( TTt  ，则最优策略为 )()( tata  ，对应的值函

数形式

TTtrtGstGmxe
m
kxsrtV tT   )],,(),(exp[),,,( 211

)(

其中 duuuagtMetrBG
T

t

tT   )),(()()( 3
)(

121 .

2 如果 ),1ln( mD 则对应的值函数为



















TtTrtGstGmxe
m
k

TTtrtGstGmxe
m
k

xsrtV
tT

tT

)],,(),(exp[

)],,(),(exp[
),,,(

231
)(

221
)(




,

其中

13
)(

122 )),(()()( mduuuagtMetrBG
T

t

tT   ,

  T

t

tT duuDgtMetrBG ),()()( 3
)(

123 .

考虑 ),,,( xsrtV 在时间T 连续，因此，有 duuDgduuuagm
T

T

T

T   ),()),(( 331 .

(2) Data  1)(

1 如果 )1ln( mD ， )( TTt  ，则最优策略为 1)( ata  ，对应的值函

数形式

TTtrtGstGmxe
m
kxsrtV tT   )],,(),(exp[),,,( 241

)( ,

其中   T

t

tT duuagtMetrBG ),()()( 13
)(

124 .

2 如果 )1ln( mD ，则对应的值函数为



















TtTrtGstGmxe
m
k

TTtrtGstGmxe
m
k

xsrtV
tT

tT

)],,(),(exp[

)],,(),(exp[
),,,(

231
)(

241
)(




,
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其中

duuDgtMetrBG
T

t

tT ),()()( 3
)(

123   ,

213
)(

124 ),()()( mduuagtMetrBG
T

t

tT   .

考虑 ),,,( xsrtV 在时间T 连续，则 )(,),(),( 13132 taDaduuDgduuagm
T

T

T

T
  .

(3) )(1 taDa 

如果 )(1 taDa  ， ],0[ Tt ，则 Dta  )( ，在此情形中，对应的值函数为

TTtrtGstGmxe
m
kxsrtV tT   )],,(),(exp[),,,( 231

)( ,

其中   T

t

tT duuDgtMetrBG ),()()( 3
)(

123 .

4.3 数值分析

我们利用数值分析分别阐述了一系列参数对最优投资策略和最优再保险

策略产生的影响. 相关参数假设如下：

表 4.1 参数配置

参数 1 t T q s x σ θ m β μ σr r

取值 0.04 2 4 0.8 6 3 1 2 0.15 -0.68 0.082 0.08 0.02

4.3.1 参数对最优投资策略的影响

图 4.1 m对最优投资策略 )(tb 的影响 图 4.2  对最优投资策略 )(tb 的影响

如图 4.1 所示，能够得出 ，m 对最优投资策略 )(tb 的影响. 当m越大时，
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最优投资策略反而越小，这符合实际情况. 因为，m越大意味着风险厌恶程度

也越高，因而保险公司会减少投资在风险资产上的资金数量来降低破产的风险.

此外， )(tb 与风险资产的瞬时期望收益率 具有相同的变化趋势，当 增加，

)(tb 也随之增加，保险公司将会向风险金融市场投入更多的资金.

如图 4.2 所示，够得出 r， 对最优投资策略 )(tb 的影响. 当 增加时，意

味着风险资产的瞬时波动率也随之增加，当 r增加时，表示无风险利率增加. 因

此，当 r， 增加时，保险公司更愿意将资金投资在无风险资产中，为了降低投

资风险而减少风险资产的购买数量.

图 4.3 m对最优投资策略 )(tc 的影响 图 4.4 r 对最优投资策略 )(tc 的影响

如图 4.3 所示，能够得出m对最优投资策略 )(tc 的影响. 当m增加时，投

资者对风险厌恶程度增加，保险公司为了规避风险，因而投资于股票和零息债

券上的资金数量就越来越少，更倾向于将资金投资在无风险资产上.

如图 4.4 所示，能够得出 r 对最优投资策略 )(tc 的影响. 当 r 越大时，无

风险利率的瞬时波动率也随之增加，从而导致零息债券的波动率也随着增加.

因此，投资者为了规避风险，从而减少投资在零息债券上的资金数量.

4.3.2 参数对最优再保险策略的影响
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图 4.5 对最优再保险策略 ( )a t
的影响 图 4.6 m对最优再保险策略 ( )a t

的影响

如图 4.5 所示，能够得到再保险人的安全负荷对最优再保险策略 ( )a t 的

影响. 可以知道最优再保险策略随着再保险人的安全负荷的增加而增加 . 这

意味着保险人自身会承担较多的保险业务风险，同时提高再保险的预留水平，

从而达到降低再保险的支付成本的目的.

如图 4.6 所示，能够得到绝对风险厌恶系数m对最优再保险策略 )(ta 的影

响. 发现最优再保险策略 )(ta 随着m的增加而减少. 当m越大时，保险公司规

避风险的能力越强. 因此，保险人更愿意通过购买较多的再保险来提高财务的

稳定性.

4.4 本章小结

为了更加贴近实际的金融市场，本章不再只考虑将资金投资于无风险资和

风险资产中，而是也投资于零息债券，同时结合超额损失再保险，研究基于 CEV

模型下考虑零息债券的最优再保险投资策略 . 假设无风险资产的利率遵循

Vasicek 利率模型，风险资产的价格遵循 CEV 模型. 以终端财富的效用最大化

为目标，利用随机控制理论寻找最优值函数和最优再保险投资策略. 最后，运

用数值算例阐述模型参数对最优策略的影响.
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第 5章 总结与展望

文章是在考虑变利率的基础之上进行了相应的研究工作，其中风险模型有经

典的跳-扩散风险模型，利率模型为 Vasicek随机利率模型，风险资产价格过程遵

循 CEV模型；保险公司采用超额损失再保险的方式来降低自身风险；其目标是终

端财富的期望指数效用最大化. 通过数值模拟得到一系列模型参数对最优策略的

影响. 其中风险厌恶系数和利率风险对最优策略的影响较大. 本文主要的相关研

究工作和主要结论如下所示：

1. 引入变利率，并将其盈余投资于无风险资产和风险资产中，研究了变利率

下基于 CEV模型的最优再保险投资策略. 保险公司的目标是终端财富的期望效用

最大化，应用随机最优控制的方法建立了值函数相应的 HJB方程，并在指数效用

函数下求解得到最优策略. 最后通过数值模拟得到模型参数对最优策略的影响.

2. 保险公司在研究投资策略时考虑了将资金投资于无风险资产，风险资产和

零息债券中，同时结合超额损失再保险，研究基于 CEV模型下考虑零息债券的最

优再保险投资策略. 以终端财富的期望效用最大化为目标，利用随机控制理论寻找

最优值函数和最优再保险与投资策略. 最后，运用数值算例阐述模型参数对最优策

略的影响.

由于自己知识水平的限制，研究内容也存在许多需要改进之处，在以后的研

究工作中将更加关注自身专业知识和学术水平的提升. 并且在后续的研究内容上

可以在如下几个方面进行深入的探讨：

1. 在再保险方式的选择问题上. 本文仅仅考虑了保险公司可以采用的是超额

损失再保险的策略来降低自身的风险，但是在实际的金融市场当中还可以选择其

他种类的再保险方式，例如联合比例-超额损失再保险的方式.

2. 本文还可以考虑通胀环境下的金融市场，使其更接近保险公司的实际投资情

况.

3. 本文在刻画最大化问题时选择的是指数效用函数，还可以考虑其他的效用

函数，例如幂效用函数和对数效用函数等.
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附 录

附录 A

定理 3.2的证明

证明：在指数效用函数下，假设方程的解满足如下形式
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将式(A.2)代入方程(3.5)，由于 01),,,( xsrtH ，对于 Tt 0 ，有
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将 ))(),(( tbta  代入式(A.3)，得到
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接下来，将以上两个偏微分方程的求解过程表示为如下两个引理来进行求解：

引理 3.1 假设方程(A.5)解的形式为
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证明 将式(A.7)代入方程(A.5)，消除对 s的依赖，得到以下两个微分方程

0)(,0
2

)()(2)( 12

2

1
'
1 


 TArtrAtA


 , (A.8)

0)(,0)()2()( 21
22'

2  TAtAtA  . (A.9)

解方程(A.8)和(A.9)，可得

]1[
4

)()( )(2
2

2

1 


  tTre
r
rtA 


 , (A.10)

]
2

1)[(
4

))(12()(
)(22

2 r
etT

r
rtA

tTr


  







. (A.11)

引理 3.2 假设方程(A.6)解的形式为
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且 0)()( 21  TBTB ，则 )(1 tB 和 )(2 tB 分别由式(A.15)和式(A.16)表示.

证明 将式(A.12)代入方程(A.6)，消除对 r的依赖，得到以下两个微分方程
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为了简便，令
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综上：定理 3.2得证.



安徽工程大学硕士学位论文

38

附录 B

定理 4.2的证明

证明：类似定理 3.2，假设方程的解满足如下形式
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将式(B.2)代入方程(4.3)，由于 01),,,( xsrtH ，对于 Tt 0 ，有
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类似定理 3.2的证明过程，可以得
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将 ))(),(),(( tctbta  代入式(B.3)，得到
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因为式(B.4)对所有的 xsrt ,,, 都成立，所以将其分解为如下两个偏微分方程
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接下来，将以上两个偏微分方程的求解过程表示为如下两个引理来进行求解，

其中(B.5)方程的求解过程与附录 B(A.5)方程的求解过程相同，这里不再赘述.

引理 4.1 假设方程(B.6)解的形式为

)()(),( 2
)(

12 tBetrBrtG tT   , (B.7)

且 0)()( 21  TBTB ，则 )(1 tB 和 )(2 tB 分别由式(B.10)和式(B.11)表示.

证明 将式(B.7)代入方程(B.6)，消除对 r的依赖，得到以下两个微分方程
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为了简便，令
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