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通胀环境中股利率在提取和棘轮约束下的最优股利分配

摘要

股东持有公司的股份, 希望公司的经营业绩能够保持稳定增长,

并且能够不断的回馈股东, 最终实现股东财富总价值的增长. 这种

价值的增长可以通过选择股利政策来实现这一目的, 即公司要支付

多少盈余或者说公司应当留存多少盈余. 合理的股利分配政策不仅

能为公司稳定股市行情, 还能为公司找到低价的资金来源. 不同的

股利分配政策具有不同的利弊特征, 在选择股利政策时, 公司应当

分析其利弊. 支付更多的股利会增加公司在股东眼中的价值, 即著

名的股利政策理论“两鸟在林不如一鸟在手”. 同时巨额股利也会严

重影响公司的现金流, 对于公司的偿债能力以及公司未来业务扩张

的资金需求都会有所影响, 从而影响公司未来的发展. 当股利支付

率降低时, 股东和分析师难免会对公司未来的发展产生悲观情绪,

并做出负面反应甚至反应过度. 在此基础上, 考虑了股东对减少股

利支付的厌恶就显得尤为重要. 因此, 公司在选择股利分配政策时

要一切从实际出发, 依据公司的实际发展状况来进行选择.

本文研究的是在通货膨胀环境中, 股东希望股利不低于历史最

高值的一个确定比例的公司最优股利分配问题, 目标是公司破产前

最大化支付股利的期望贴现效用. 首先, 给出资产价格模型并采用

对数效用函数, 建立相应的随机模型以及最优股利分配模型, 得出

相应的 HJB 变分不等式作为一个非线性自由边界问题, 并通过勒

让德变换进行求解, 最终求出最优策略的解. 其次, 考虑了通货膨

胀可能对股利分配的影响, 利用通胀对公司的财富过程折现, 同时

由于公司对待风险的态度不同, 因此我们采用 CRRA效用函数, 利

用动态规划原理得到最优解. 最后, 使用 Matlab进行数值模拟, 分

析不同的通货膨胀及提取约束比例对最优股利政策的影响, 并给出

相应经济学解释. 最终得出两个结论: (1) 企业的财富价值与通货膨

胀存在密切关系, 即通货膨胀与企业财富价值呈负相关关系, 而公
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司提高最低股利支付率及将股利支付提高到历史最高值所要求的门

槛则与通货膨胀呈现正相关性. (2) 提取约束与企业财富价值呈现负

相关性, 即当公司以较低的提取约束要求公司股利分配时, 公司的

财富价值将更高. 这是因为对于一个持续盈利的公司而言, 较高的

提取约束限制了公司的现金流,使得企业发展受限.

最后, 对本文的研究进行总结, 给出了论文的研究不足之处并

提出未来展望.

关键词: 最优股利分配, 通货膨胀, 提取约束, HJB方程, 勒让德变

换
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OPTIMAL DIVIDEND DISTRIBUTION UNDER
DRAWDOWNAND RATCHETING CONSTRAINTS ON
DIVIDEND RATES IN INFLATION UNCERTAINTY

ABSTRACT

Shareholders hold shares of the company, hoping that the company's
business performance can maintain stable growth, and can constantly

reward shareholders, ultimately achieve the growth of the total value of

shareholders' wealth. This growth of value can be achieved by choosing

the dividend policy, that is, how much surplus the company should pay or
how much surplus the company should retain. A reasonable dividend

distribution policy not only stabilize the stock market for the company,

but also find a low-cost source of funds for the company. Different

dividend distribution policies have different advantages and
disadvantages. When choosing a dividend policy, the company should

analyze its trade-offs. Paying more dividends will increase the value of

the company in the eyes of shareholders, namely the famous dividend

policy theory "a bird in the hand is worth two in the bush". At the same
time, huge dividends will also seriously affect the company's cash flow,

and will have an impact on the company's debt paying ability and the

company's capital demand for future business expansion, thus affecting

the company's future development. When the dividend payment rate is
reduced, shareholders and analysts will inevitably be pessimistic about

the company's future development and react negatively or even overreact.

On this basis, it is particularly important to consider shareholders'

aversion to reducing dividend payments. Therefore, companies should
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choose dividend distribution policies based on the actual development of

the company.

This paper studies the problem of optimal dividend distribution in an

inflation environment for a company wishing the dividend to be no lower
than the historical maximum, the goal is to maximizing the expected

discounted utility of the dividend stream until bankruptcy. Firstly, we

propose an asset price model and establish a stochastic model and optimal

dividend distribution model using logarithmic utility functions, thus
obtaining the corresponding Hamilton-Jacobi-Bellman variational

inequality as a nonlinear, free-boundary problem and solve it through the

Legendre transform.Finally, the solution of the optimal strategy is

obtained. Secondly, we consider the possible impact of inflation on
dividend distribution and discount the company's wealth process to reflect

the impact of inflation. At the same time, given the differences in

companies' attitudes towards risk, we adopt CRRA utility functions and

use dynamic programming principles to obtain the solution of the optimal
strategy. we use Matlab for numerical simulation to analyze the impact of

different inflation and drawdown constraintson, and provide

corresponding economic explanations.Two conclusions were ultimately

drawn: (1)There is a close relationship between the wealth value of a
company and inflation, that is, inflation is negatively correlated with the

wealth value of the company, while inflation is positively correlated with

the threshold required for the company to increase the minimum dividend

payout rate and raise dividend payouts to historical highs；(2)There is a
negative correlation between drawdown constraintson and the value of

corporate wealth, that is, when a company requires dividend distribution

with lower drawdown constraintson, the value of corporate wealth will be

higher. This is because for a continuously profitable company, higher
drawdown constraintson limit the company's cash flow and limit its

development.
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Finally, the paper summarizes the research of this paper, gives the

shortcomings of the research and proposing future prospects.

Wang Kang（Financial）

Supervised by Liang Yong

KEY WORDS: Optimal dividend distribution, Inflation, Drawdown

constraintson, HJB equation, Legendre transform
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第 1章 绪论

1.1 研究背景与意义

管理者的基本目标之一是在面临各种风险挑战时, 保证公司运营的稳定性,

稳定的股利分配同样可以视为公司稳定的表现. 股利是股息和红利的总称, 是企

业向股东分配的公司盈余. 股利分配作为企业财务决策的重要环节之一, 是股东

获得投资回报的重要形式. 一家能持续、稳定地回馈投资者的公司, 能够展现较

高的投资价值.

近年来, 股利分配政策在股份公司的财务决策中扮演着至关重要的角色,

也越来越受到各利益相关方的持续关注. 中国证监会一直在提出新的股利分配

政策规定, 旨在促进企业进行派发股利. 得益于监管部门的引导, 这些举措取得

了令人满意的成果, 近五年资料显示, 我国境内沪深上市公司分红金额逐年增长,

累计分红 8.4万亿元. 2023年, 我国境内市场共有 3361家沪深上市公司进行了

现金分红, 占 2023年末上市公司总数的 65.9%; 全年现金分红总额 2.13万亿元.

虽然已经取得不错效果, 但和国外主要成熟市场相比较, 国内上市公司采取的股

利发放策略还有继续优化的空间. 在我国特殊的经济制度背景下, 在股利分配方

面上市公司仍存在着以下的问题: (1) 不分配现金股利情况比较多; (2) 现金股

利的分配具有很大的随意性; (3) 公司频发异常高派现和低派现的情况. 这都表

现了部分上市公司没能根据自身实际进行有计划的股利分配, 从而也忽略了股

东的投资体验.

2023年 10月 20日, 证监会就现金股利相关条款进行修订, 此次修订对不派

发股利和少派发股利的“铁公鸡”将进行重点关注. 此外, 对异常高比例派发股

利的企业也进行了约束, 引导企业进行合理分配股利, 避免高比例分配股利对企

业生产经营、偿债能力产生不利影响. 另一方面, 也需要考虑股东对股利分配稳

定性的态度. “一毛不拔”不可取, 但“忽高忽低”的股利分配政策也难免让投

股东和分析师做出负面评价, 甚至是反应过度.

公司如果想要争取到潜在的投资者、树立良好的公司形象和信用, 就应当采

取合理的股利分配政策, 全面分析影响股利分配政策的因素. 同时要敢于创新,
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通过制定稳定的股利分配政策来提高公司资金的使用效率, 完善公司治理水平.

与此同时, 公司还应通过完善对股利分配政策制度的制定以及对股利分配的监

督管理来确保股东的权益, 使股东能够早享受企业成长带来的福利, 也使得公司

达到科学管理以及上市公司市场规范化的目标. 从长远的眼光来看, 合理的股利

分配策略对各主体都是一个双赢局面. 最后, 在“活跃资本市场、提振投资者信

心的背景下, 研究最优股利分配策略具有重要理论和现实意义, 本文则是对最

优股利分配理论的重要补充.

1.2 国内外研究现状

问题可以追溯到 1957 年 Bruno de Finetti[1] 提交给纽约国际精算师大会的

一篇论文. 在涉及风险业务的股份公司中, 最优股利策略是什么, 即最大化股东

对贴现股利（直到可能破产）的期望的策略是什么？ De Finetti 发现最优策略必

须是障碍策略, 文章展示了如何确定障碍的最优水平, 并为后来日益流行的“股

利策略研究”主题奠定了基础. 自德费内蒂的开创性研究以来, 一直有一个活跃

的研究领域致力于在各种标准下寻找最佳的股利支付.

Avanzi [2] 旨在对 De Finetti 原始论文之后 50 年的精算研究进行分类综合,

根据对最优股利的研究结果表明, 要使破产前的预期股利最大化, 根据波段及其

特殊情况下的障碍策略支付股利是最优的. 此外, 还可参见 Loeffen[3].

Asmussen等[4] 讨论了阀值策略, 其主要贡献是在数学上更先进的受控扩散

模型框架内制定和解决问题. Asmussen 等通过用维纳过程对公司的收入过程进

行建模并施加有界股息率的条件来考虑保险公司的最优股息策略, 其盈余过程

遵循带漂移的布朗运动, 为了最大化从现在到破产期间支付的贴现股息的预期,

考虑了两种情况. 在第一种情况下, 他们将股息率限制在区间 [0, C0]. 如果 C0

小于或等于临界值 C* , 那么最优策略是以最大股利支付率 C0 支付股利是最优

的. 当 C0 > C* 时, 如果盈余低于某个值 X*, 则以 0 的利率支付股息最优; 如

果盈余高于 X* , 则以 C0 的利率支付股息最优. 在第二种情况下下, 没有限制

股利支付率, 则最优策略是奇异控制类型的, 即通过障碍策略支付股利是最优的,

在该策略下, 所有超过障碍 b 的盈余都作为股利支付, 低于障碍 b 则不支付股

利. 在此基础上, 不断有学者对其进行深入研究. 其中, Gerber 等[5] 进行了明确

计算. Asmussen 等[6] 则对其进行了扩展, 作者允许保险公司通过超额损失再保
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险的风险控制方法控制其盈余, 根据该计划, 保险公司将其部分保费转移给另一

家公司, 以换取承担超过一定水平的每笔索赔金额的义务. Liang[7] 在 Taksar[4]

的模型基础上, 增加了破产的惩罚.

Cai[8] 考虑了公司在有借贷利率时的最优股利模型, 也就是说, 只要有利可

图 , 企业在破产后仍能继续经营 . 当盈余为负数时 , 则用较高的债务利率 .

Albrecher 等[9] 引入了多层策略, 即具有多个阈值的策略, 其结果由 Badescu[10]

通过使用样本路径分析程序进行了推广. 关于多层策略的进一步研究, 请见

Landriault[11] 、Zhang[12]. 此外, Albrecher等[13] 允许股息率一次性增加, 文章中预

先规定了两个股息率, 并确定了盈余的最佳水平, 超过该水平, 公司将以更高的

利率支付. 在Bandini等[14] 人的模型中, 公司以不受限制的比率向股东支付股息.

此外, Bandini等假设股利在随机利率下以指数形式折现, 其目标是最大化总的预

期贴现股利, 直到破产.

在考虑超额损失再保策略下的保险公司最优障碍分红的研究方面, Yan等[15]

在对称风险信息下考虑带交易成本、残值及注资的最优障碍分红和超额损失再保

问题; Cheng等[16] 在再保保费非便宜的假设下, 讨论扩散模型下的相同问题. 但

以上研究均未考虑保险盈余已经普遍投资于资本市场的现实, 虽然已有考虑带

风险资本投资的最优再保-障碍分红问题的相关报道[17-21].

常数边界策略的一种推广是脉冲分红策略. 在现实中, 分红往往是逐次支付,

而且每次支付会伴随成本的发生. 假设每次分红支付都会产生一个固定成本,

Harrison[22] 在漂移 Brown 运动模型下证明了最优分红策略为双边界策略. 应用

此分红策略, 当公司盈余达到一个上边界水平时, 公司就会支出一笔分红, 使得

公司盈余回落到一个下边界的水平. 对脉冲分红问题的更多研究, 纯扩散模型下

可参见文献[23–30], 含跳跃模型下可参见文献[31–33].

在金融和经济学文献中, 主要关注的是扩散模型, 延伸的内容往往涉及非恒

定利率, 漂移和扩散系数. 事实上, 外部的宏观经济条件及其对盈利能力的影响

对股利政策有很大影响. 如 Hackbarth 等[34] 的研究表明, 这种宏观经济效应已

经以各种形式被研究. 特别是 Anderson 等[35] 以及 Barth 等[36] 对连续变化的随

机参数进行了数值研究, 然而 Akyildirim等[37] 考虑了遵循马尔科夫链的随机利

率, Jiang 等[38] 考虑了模型系数和利率均受马尔科夫链的约束. Bolton 等[39] 同样

研究了宏观经济对金融和投资机会的影响. 与受宏观经济因素影响的系数不同,
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Radner 等[40] 已经在 1996 年建立了公司的模型, 在不同的经营策略之间交替进

行, 从而有效的控制了模型系数. 其他扩展包括股息支付的交易成本或股权发行

的可能性, 可参见[37][38][41]. 最后, Avanzi 等[42] 以及 Albrecher 等[43] 分别提出了

现金储备中按比例分配和仿射的股利分配过程, 以此来捕捉实践中看到的更稳

定的股利流.

另一方面, 当公司减少股利的支付时, 股东及分析师会对公司做出负面反应,

且大都会反应过度, 从而影响外界对公司的评级, 甚至会限制公司的未来发展.

目前现有的关于最优股利政策的文献, 主要是忽略了股东对股利支付减少的反

对, 而限制股利率的下降对风险环境中运营公司的稳定性也是至关重要的. 关于

对股利率的约束 , 首先参考最优消费投资问题中对消费率进行限制的文献 .

Dybvig[44] 对消费率施加了棘轮约束, 也就是说, 消费被限制为要么保持不变,

要么根据需要增加, 如果消费下降, 则效用定义为负无穷. 在文章中, 破产是不

可能的, 风险偏好表现出恒定的相对风险规避, 最终为那些寻求消费贴现效用最

大化的投资者找到了最佳投资和消费政策. Grossman 等[45] 通过假设一个提取约

束来建立风险投资的棘轮模型, 该约束阻止财富在没有中间消费提取的模型中

下降到先前最大值的某个比例以下, 在这种情况下考虑了最终财富预期效用的

长期增长率最大化的问题. Arun [46]在默顿问题的框架下进行研究, 但对消费过程

施加了提取约束, 即允许消费率下降, 但不低于其最大消费率的一个比例, 拓展

了 Dybvig 的研究.

通胀通货膨胀是一种复杂的经济现象, 直接或间接的影响着企业的投资生

产活动, 因此, 通货膨胀也是企业管理者在发放股利时不可忽视的问题. 目前,

很少有文献考虑通货膨胀对股利分配的影响, 但有许多学者研究通胀对投资消

费的影响, 这些研究对这篇文章有很大启发. 丁传明等[47] 在考虑通货膨胀的情

况下, 利用动态规划方法和鞅方法为投资者找到了最优投资策略. Bensoussan 等

[48] 人在消费篮子价格可观察到和观察受到干扰时, 研究了通胀因素对最优投资

与消费的影响. Lim [49] 证明了通胀对代理人的经济活动有重要的影响. 通胀会带

来物价的上涨, 导致代理人可以购买的消费品减少, 消费效用降低. 因此, 代理

人需通过减少消费、增加投资来应对通胀. Munk[50] 考察了通胀环境下, 一个可投

资于现金、名义债券和股票的幂效用投资者的最优资产配置. 姚海祥[51] 基于连
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续时间均值-方差框架, 探究了通胀影响下投资终止时间不确定的最优投资组合

选择题.

费为银等[52] 研究了在通胀和 Knight 不确定条件下, 投资者最优消费和投

资决策, 并分析了含糊和通胀等因素对最优投资消费问题的影响. 此外, 费为银

等[53] 还研究了通胀服从均值回复过程的最优投资和消费问题. 费为银等[54] 分析

了在跳扩散环境下, 通胀因素和跳对投资者资产配置的影响. 费为银等[55] 运用

了随机分析、动态规划原理和鲁棒控制方法, 研究了在通胀和模型不确定下投资

者的最优消费和投资组合问题. 梁勇等[56] 利用伊藤公式推导考虑通胀的消费篮

子价格动力学方程, 研究了奈特不确定下带有通胀的固定供款型养老基金的最

优投资问题.

1.3 论文内容及安排

本文的主要内容是当股东不希望股利率低于历史上最高值的某一比例, 在

公司破产前为了最大化支付股利的期望贴现效用而确定的最优股利分配策略.

全文主要分为以下五个部分进行阐述:

第一部分为背景及国内外研究现状, 阐述当前国内外论文研究的趋势, 并在

前人的基础上进一步开展创新研究.

第二部分为基本知识和基本理论, 介绍此论文相关的一些基本概念, 包括通

货膨胀, 效用函数, 随机控制理论等相关知识.

第三部分为在对数效用函数下, 考虑提取和棘轮约束因素下的最优股利分

配情况, 给出了求解最优股利和投资策略, 提取约束以及值函数的半显式解的理

论方法, 并分析提取约束对公司价值的影响.

第四部分考虑了通货膨胀, 并在 CRRA效用函数下的最优策略的半显示解,

并且由具体的数值给出数值模拟, 并给出相应的经济学上的解释.

第五部分为总结与展望.
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图 1-1 研究思路

逻辑思路 研究框架 研究内容

提出问题

分析问题

知识准备

解决问题

第 1 章

绪论

阐述研究的背景与意义, 分

析国内外关于股利的研究现

状, 然后提出本文的研究内

容、研究方法以及创新之处

第 2 章

理论基础

介绍本论文需要涉及到的一

些基本概念和理论

第 3 章

股利率在

提取约束

下的最优

股利分配

在对数效用下，解决股利受

到提取和棘轮约束下的最优

股利分配，并利用 Matlab 进

行数值模拟，分析提取约束

对股利分配政策的影响

第 4 章

通胀不确定

下股利率在

提取和棘轮

约束下的最

优股利分配

在第三章的基础上考虑通货

膨胀对公司的影响，并在

CRRA 效用函数下，给出最

优股利分配策略，通过数值

模拟分析通货膨胀及提取约

束对其影响

第 5 章

总结与展望

对论文进行总结并提出未来

可进一步研究的方向
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1.4 研究方法

(1) 文献研究法. 文献研究法是根据一定的研究目的或课题, 通过调查文献

来获得资料, 从而全面地、正确地了解掌握所要研究问题的一种方法. 文献研究

法的基本过程为: 提出课题或假设—研究设计—搜集文献—整理文献—进行文

献综述。

(2) 数值模拟. 数值模拟包含以下几个步骤: 首先要建立反映最优股利问题

本质的数学模型, 具体说就是要建立反映最优股利问题各个变量之间的微分方

程及相应的定解条件. 数学模型建立之后, 需要解决的问题是寻求高效率、高准

确度的计算方法. 在确定了计算方法后, 就可以开始编制程序和进行计算. 在计

算工作完成后, 大量数据就能通过图像形象地显示出来.

1.5 创新之处

(1) 对股利率施加提取和棘轮约束. 前人的研究股利政策大都集中在障碍策

略和阈值策略上, 而本文从股东对股利下降的厌恶入手, 对股利率施加提取和棘

轮约束, 符合股利策略理论 “两鸟在林不如一鸟在手”, 也符合股东的心理.

(2) 引入通货膨胀因素. 将公司的净盈余过程通过通货膨胀进行折现, 得到

真实净盈余过程, 从而建立新的资产模型, 并在动态规划原理及随机控制的理论

下建立相应的 HJB 方程.

(3) 采用对数效用函数及 CRRA效用函数建立值函数. 由于每个公司对风险

的厌恶程度不同, 需要考虑不同的公司所适用的效应函数, 通过不同的效用函数

来建立不同的值函数, 使得论文成果能适用不同的公司.
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第 2章 理论基础

2.1 布朗运动

1928 年, 苏格兰植物学家布朗观察到谷物类花粉悬浮在液体中表现出不规

则的运动, 按照爱因斯坦的解释, 这一运动是由于花粉受到水分子的撞击引起的,

这种现象被称为布朗运动. 维纳则是第一个把布朗运动建立在坚实的数学基础

之上的人, 因此布朗运动有时也被称为维纳过程.

定义 2.1: 令  ,tX X t T  是一个随机过程, T Ìℝ�是一个区间. 如果对所

有的 ,t s T 以及使得 ,t h s h T   的h有

d

t s t h s hX X X X    ,

则称 X 是具有平稳增量的.

如果对任意的 it T 且 1 2 , 1nt t t n     , 有

2 1 3 2 1
, , ,

n nt t t t t tX X X X X X


   

是相互独立的随机变量, 则称 X 是有独立增量的.

定义 2.2: 如果随机过程  , 0,tW W t   满足下列条件:

(1) 它从零点出发： 0 0W  ；

(2) 它有平稳独立的增量, 满足定义 2.1；

(3) 对每个固定的 0, tt W 是一个服从正态分布  0,N t 的随机变量；

(4) 它有连续的样本轨道, 即“没有跳跃点”,

则称 W 为（标准）布朗运动或者Wiener过程.

2.2 通货膨胀

通货膨胀是相对于某一基年而言, 一般物价水平的持续上涨. 如果只有一两

种产品的价格上涨, 则不能称为通货膨胀, 只有大多数产品的价格相对于该基年

的价格而言, 都呈现出上升的趋势时, 才能称得上是通货膨胀.

定义 2.3: 假设通货膨胀是一个随机过程, 其价格水平  P t 服从如下的随

机微分方程:
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     p p tdP t P t dt dW   ,

其中, p 为 t 时刻的预期通货膨胀率, p 为 t 时刻的波动率, tW 是风险中

度测度下的一维标准布朗运动.

2.3 效用函数

效用, 用一个词来表示, 就是满足. 更准确地说, 效用是指一个人从消费一

种物品或劳务中得到的主观上的享受或者有用性.

定义 2.4: 如果函数  : 0,U  ℝ满足如下条件:

(1) 1U C , 且U 是严格凹函数;

(2)        ' ' ' '

0 0
0 : lim , : lim : 0

x x
U U x U U x

 
      ,

则称U 是一个效用函数.

下面介绍几种常见的效用函数:

(1) 相对风险规避效用函数 (CRRA):

 
1

1
xU x










, 0 1  .

(2) 绝对风险规避效用函数 (CARA):

  1 xU x e 


  , 0  .

(3) 对数效用函数:

  lnU x x , 0x  .

(4) 二次效用函数:

  2U x x x  , 0  .

2.4 伊藤公式

定义 2.5:  1, , dW W W  是一个在带流概率空间上的一个 d维的布朗运

动. 如果定义ℝn在上的过程  1, , dX X X   满足

 0 0 0
, 0, ;

t t

t s s sX X u ds dW t T    

 0 0 0
1

, 0, ,1 .
dt ti i i ij j

t s s s
j

X X u ds dW t T i n


      
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其中, 0X 是ℱ0可测的  1, , du u u   ℝn和  1, , d    ℝn×d是循序可测的.

那么, 称 X 为一个伊藤过程.

定义 2.6: 设 tX 是一个如下的 ItO 过程:

t tdX udt vdW  ,

 , tg t X 也是一个 ItO过程, 且满足:

       
2

2
2

1, , ,
2t t t t t t t

g g gdY t X dt t X dX t X dX dX
t x x

  
   
  

,

这里, 0t tdt dt dt dW dW dt      , t tdW dW dt  .

2.5 提取约束

定义 2.7: 超额股利率不能低于历史最大值的一个比例   (0,1) , 即所谓的

超额股利的提取约束, 即

( ) ty t h ,

其中, th 满足
0

max{ , sup ( )}t
s t

h h y t
 

 .
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第 3章 股利率在提取约束下的最优股利分配

本章在对数效用函数下, 考虑股东不希望股利支付率低于历史上低于历史

上迄今为止最大的股利率的一个固定比例, 即股利受到提取约束下的最优股利

分配问题. 假设公司在制定股利策略时需要考虑两点, 第一点是股东希望获得风

险溢价, 也就是说股息支付率至少要高于利率; 第二点则是股东希望超额股利率

不低于历史最高值的一个确定比例. 其目标是公司破产前最大化支付股利的期

望贴现效用, 采用对数效用函数, 建立相应的随机模型以及最优股利分配模型,

得出相应的 Hamilton-Jacobi-Bellman 变分不等式作为一个非线性自由边界问题,

并通过勒让德变换进行求解. 最后, 得到最优股利政策并利用Matlab对结果进行

数值模拟, 分析提取约束对股利政策的影响.

3.1 假设与基本模型

3.1.1 金融市场

本文假设在一完备的金融市场上, 公司决定其投资和股利政策. 用 t 来表

示公司在 t 时刻的投资决策, 假设公司的股票数量固定, 投资政策取决于公司

发行或回购多少债券, 债券利率以固定利率 0r  发行.

用 ( )S t 表示公司总资产的内在价值. 假设在 [0,t] 期间不发放股利且 ( )S t

遵循几何布朗运动, 则 (t)S 满足以下随机微分方程:

( ) ( )
( ) s s t

dS t r dt dW
S t

    ,

其中, s ＞0 表示恒定的风险溢价, s ＞0 表示波动率, W 为给定概率空间

(Ω, ℱ, (ℱt)t≥0, P)上的标准布朗运动.

关于股利政策, 用 ( )Y t 表示公司在 t 时刻支付的股利, 用 ( )y t 表示公

司在 t 时刻支付的超额股利. 在制定股利政策时, 需要考虑两点, 首先, 公司股

东希望能获得风险溢价, 即当 t＞0 时, ( ) ( )Y t rX t ,  X t 为公司在 t 时刻

的盈余. 因此有

( ) ( ) ( ), 0y t Y t rX t t   .
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其次, 假定超额股利率不能低于历史最大值的一个比例   (0,1) , 即所谓

的超额股利的提取约束, 即

( ) ty t h ,

其中, th 满足
0

max{ , sup ( )}t
s t

h h y t
 

 , 则有 0( ) thy ht     . 又

( ) ( ) ( )Y t y t rX t  ,

则 ( ) ( )rY t X t .

3.1.2 盈余过程

有了投资政策和超额股利政策, 则净盈余过程为:

( )( ) ( ) [ ( ( ) ( )) ( )]
( )

( ( ) ) ( ) .s s t

dS tdX t t r X t t Y t dt
S t
t y dt t dW

 

   

   

  
（3.1）

其中, ( )X t 为净盈余价值, 0 0X X  .

对于投资和股利政策 0( , )t t ty  需要满足以下条件:

(1) t 适应于 {ℱt}t≥0, 0t  , 2

0 t dt


 ;

(2) ty 适应于 {ℱt}t≥0,
2

0 ty dt


 ;

(3) ty 是非负的, 且右连左极;

(4) ty 满足提取约束, 即 ( ) ty t h .

若 t , ty 满足上述条件及净盈余过程, 则称对应的控制过程 ( , )h 对

tX 是容许的, 用 S 来表示, 称为容许控制集 ( )h，S .

3.2 最优股利策略

3.2.1 随机控制问题的值函数及 HJB方程

假设公司在破产前的目标是最大化支付股利贴现效用的期望值[57].  表示

破产的时间, 即  inf 0 : 0tt X    , 破产时间  取决于净盈余过程中用于

控制 X 的容许控制集 ( )h，S . 因此, 公司的目标可表示如下:

sup
( , )t ty

�
0

logt
te i y dt

  
   ,
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其中,  为贴现因子, log ti y 为代理人的效用函数, 采用的是对数效用函数.

对应于公司的目标的随机控制问题的值函数为

sup
( , )

( , ) ( , )t t

V x h
y h 





S �x

0
logt

te i y dt
  

   , (3.2)

其中, 2( , )x h  , �x 表示 0X x 为条件的期望. 此外, 假设 V 是关于 x

递增的凹函数.

定义一个比例系数:

0.x
h

   (3.3)

假设当 tX 达到新的最大值时, 公司都会面临是否将超额股息率提高到历

史最大值之上. 即当
*

t tX h 时, 此时说明公司的盈利能力非常强, 有足够的

能力发放股利. 此时, 公司会将超额股息率提高到
*

t ty X  ; 当
*0 t tX h 

时, 公司只会增加超额股利率. 此外, 还定义另外两个重要的比例系数,  , 1 ,

使得
*

10      . 基于这些临界值, 假设股利的发放具有以下的策略:

(1) 当 t tX h 时, 则 t ty h . 即如果盈利水平“非常低”, 则公司应当

以提取约束允许的最低水平支付股利.

(2) 当 1t t th X h   时, 则  * ,t t ty y X h ,  * ,t ty X h 为某一函数, 其

取值范围为  ,t th h . 也就是说, 当公司的盈利水平处于“不高不低”状态时, 公

司以高于最低股利率, 但低于历史峰值股利率支付股利.

(3) 当
*

1 t t th X h   , 则 t ty h . 在这种情况下, 盈利足够大, 因此可以

以历史峰值股利率支付股利, 但不足以将股利率提高到该值之上.

此外, 在 *
t tX h＞ 处, 可以通过奇异控制来提高股利率, 使得 tX 能始终

保持在
*
th 以内.

对于随机控制问题的值函数, 利用动态规划原理, 可得

 
0

, log
tt s

t se V x y e i y ds      .

根据伊藤公式, 可得:

 

 

21, ( ) ( ) log
2

          , ,

t
t x s t t xx s t t

t
s t x t h

d e V x y V y V i y dt

e V dW V x y dh





     

 





       
 
   

  

 
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其中, , ,x xx hV V V   分别表示 V对 x 的一阶导数, V对 x 的二阶导数, V对 h

的一阶导数.

如果  ,V x h 是   2 *, : , 0x h x h h     上的一个凹函数, 且满足

（3.3）的 HJB 方程, 则    , ,V x h V x h  . 且  * ,y x h ,  * ,x h 也满足此方程,

即为最优股利策略.

因此得到 HJB 方程:

 

 
 
 

2max 10   ( ) log ,
, 2

0, 0,
* , 0,
* , 0.

s t t x s t xx t

h

xh

V y V V i y
y h

V h
V h h
V h h

    
 




            
 




                                      

                                   

                                   

（3.3）

其 中 ,  * , 0hV h h  为 平 滑 粘 贴 条 件 , 可 参 见 Dixit[58] 和 Dumas[59].

 * , 0xhV h h  为超接触条件, 该条件保证了 * 的最优性.

通过上述描述及推导, 下面需要对未知参数最优股利策略  * ,y x h , 最优投

资策略  * ,x h 以及比例系数  , 1 , * 进行详细推导.

3.2.2 最优股利模型求解

首先, 通过使用放缩来减少问题的维度.  ,V x h 满足

    log, , 0.iV x h V x h   


 + ，

因此, 定义 v：    ,1 , 0.v V   

通过变换, 可以得到以下关系式：

   

     
   

 

1 2

2

log,

, , .
,

1

x

xx

h

i hV x h v

V x h h v x h
V x h h v

iV v
h














 







 


 
 
    

 



+ ,           

,      

,              

= ,               

而  ,y x h ,  ,x h 均是关于 h 的一次方,有
   
   
, ,
, .

y x h hy
x h h


  


 




那么,（3.3）式的 HJB 方程可改写为
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 

 

   

2

2

* * *

1max ( ) ( ) log
0   2

,
  

log(0)

* *

0.

s t sv y v v i y
y

i hv

i v

v v

 



 

    




 


  



        

 



 

   
  

，
，

          

，                                    

，                                    

                   












             

（3.4）

由 HJB 方程的一阶条件可得（3.5）、（3.6）式：

2 ,s

s

v
v







  （3.5）

iy
v

 . （3.6）

将（3.5）代入 HJB 方程得

2 2

2 log ,
2

s

s

v v i y yv
v









    （3.7）

定义
2

2

2 s

s

k 


 , （3.7）就化简为

2

log .v v i y yv
kv






    （3.8）

其中 k 为常数. 此外, 我们假设股利的支付满足（3.9）式, 即

  1

*
1

0

1 .

iy
v






  

   

  

  

  

  



，     ，

，   ，

，      

（3.9）

将（3.9）代入（3.8）, 重写 HJB 方程, 得

2

1

*
1

log ,           0     

log 1 ,              

,                         . 

i v

v iv i
kv v

v

 




 



   

   

  

  

       
 

   

，

， （3.10）
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接下来使用勒让德变换 , 即令    ,m v u m v m     ,对 微分可得

 mu m   ，再对其进行微分可得  
1 .

mm

v
u m   此外, 在 0 和 * 处, 可

得    * *
00 , .v m v m   

然后将其代入（3.10）, HJB方程就变为欧拉方程形式：

 

 

0

2

*

0

0

log ,         

1 log ,              

,                             .    
log

0

mm m

m

k m ki i m m
im u k mu k u ki i m i
m

km m m i
i hu m

u m

  

  



  
         

 
  

 



，

，

，                                  

，                      

 
   

* *

* * *

,

0.

m

mm m

i m u m

m u m u m














  

  

                 

                                  

                             

（3.13）

接下来就是对微分方程（3.13）求通解, 再通过  u m 在边界点上有二阶导

数连续, 换句话说, 一阶导数在分段点处连续, 来求特解, 可得  u m 的表达式,

其表达式由下式给出：

 

1 2 0

3 4 2

*
5 6

loglog ,
1

log 2 ,

log ,                   .
1

k

k

k

k iC m C m m m i m m
k
i i iu m C m C m i m i

m k
kC m C m m m m m i
k







  
 


 









      
          

 


    

     ，

       ，

    

（3.14

其中,

1 0
0

log log 1 ,
1 1
k k i ahC m
k k m
 
  
 

      

 
0

2
0

1 log ,
1 1k

k m i hC
k m k

 
  

     

3 1
1log 2 ,

1 1
k iC C
k k

  
       

 4 2 21
1 1 1 ,

11

k

kC C
i k kk






  



 

 
    

  
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 
5 1

1 1log 2 log ,
1 1 1
k kC C i

k k k
  

  
          

（3.15）

 
 6 2 21

1 1 1 1 .
11

k

kC C
i k kk







  



 

 
    

  
（3.16）

在 *m m 处, 有满足  * *
mi m u m   与    * * * 0mm mm u m u m  这两个

边界条件, 因此可得到用 *m 表示的 5C 和 6C ,

*
5 *

1 1 log ,
1 1
k iC m
k m k 

        
（3.17）

   
*

6 *

1 .
11

k

i kmC
kk k m

   


 
   

（3.18）

以上求解出来的是利用勒让德变换后的自由边界问题的  u m , 现在通过

反转勒让德变换来获得  v  . 具体来说, 即令      mv u m mu m   ,

 mu m   , 可得

 

   

1

1 2

1
1 3 4

1 *
5 6

log
1 1

1

* * * log .
1 1

k

m

k
m

k
m

i i k i ku C k C
k k

u i C k C i

k ku m C k C m m
k k









  
    

 


 
 

 

 

 

                  
      

        

- ，

,                    

-

（3.18）

如果  ,x h  , 即 *0 x h  , 则（3.2）中的值函数、  * ,x h ,  * ,y x h 分

别由就（3.19）、（3.20）、（3.21）给出,

 

 

 

 

2

4 12

*
6 1

log1 , 0 ,
1

, 1 log 1 , ,

log1 , .
1

k

k

k

k m i hk C m y
k

i m iV x h k C m y
ih k

i h kmk C m y
k









  
 

  
 

  
 







      
          

 


     



           

       

           

（3.19）

其中, *
0,m m m    是  m

xu m
h

  的唯一解.

 
  *

2, .s mm

s

hm u m
x h







       

（3.20）
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 *
1

*
1

0

,

.

h x h
ihy x h h x h
m
h h x h





 

 

 

 
  


 

，     ，

，     ，

，      

（3.21）

在 *x h 处, 公司通过奇异控制增加超额股利率, 以保持  * *,t tx h  , 即

保持
* **t tX h , “*”代表最优策略.

如果 *x h , 公司将其投资策略设定

 
  * *

*
2, s mm

s

hm u m
x h





 .

此时, 公司立即增加超额股利率到  *
*, xy x h


 对应的值函数为

      *
*

6

log
, 1 .

k

xi
V x h k C m

 



  

此后, 当 *x h 时公司才增加超额股利率以始终保持
* * *
t tX h .

3.3 数值模拟

在模拟中, 分别将提取约束系数  设定为 0.1, 0.5, 0.7, 其他参数设定如下：

1,2.0,2.0,12.0  iss  ,在其他参数不变的情况下, 研究提取约束系数的

变化对股利政策的影响.

图 3-1 不同提取约束下的股利支付图
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图 3-2 不同提取约束下的股利支付图

从图 3-1、3-2可以看出, 随着 x的增大, 较小的  得到的 *y 经历了先小

于、后大于, 最终又小于较大的  得到的 *y 的过程, 即当 x 较小时, 净盈

余的大小不足以分配较多的股利, 只能以提取约束要求的最低门槛发放股利, 此

时, 较大的提取约束将获得更高的股利; 随着净盈余逐渐增大, 较小的提取约束

发放的股利反倒大于较大的 ; 当净盈余再次增大时, 较大提取约束的历史峰值

股利率将发生改变, 也就是说, 历史峰值股利率将在此刻变大. 而历史峰值股利

率发生变化会因为提取约束减小而滞后, 就好像对于一个持续盈利的公司来说,

较小的提取约束增加了公司资金的利用率, 而随着  的增加, 股利率的下限也

会增加, 所以公司不太愿意增加其历史峰值. 同时随着盈余的增加而更积极地投

资, 盈余也将进一步增加.

图 3-3 不同提取约束下的值函数图

图3-3表示, 当 x较小时,  对  1,xV 的影响也较小, 也就是说, 当公司的

净盈余较少时 , 提取约束对公司的价值影响较小 . 随着 x 增大时 ,  对

 1,xV 及 *y 的影响也都逐渐增大. 这也是图 3-1 表示的当提取约束较小时, 所
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要求的股利率的下限也降低了, 公司能够将资金用于未来的投资, 从而来再次增

加公司的价值.

3.4 本章小结

本章在对数效用函数下, 公司考虑投资决策和股利分配政策, 一方面股东不

希望公司的股利率低于历史最高值的一个确定比例来约束股利的支付, 另一方

面公司的目标是为了支付股利的期望贴现效用最大化, 从而建立起随机控制问

题. 运用动态规划原理、勒让德变换等求出了投资决策、股利分配政策以及值函

数的显示解. 然后利用Matlab进行数值模拟, 通过给出合理的参数, 分析提取约

束对股利的分配及公司价值的影响, 从而为股份公司找到了最优股利分配的方

案.

上述研究结果可以得出的结论是：

(1) 当 0 t tX h  时, 公司以提取约束允许的最低水平 th 支付股利.

(2) 当 1t t th X h   时, 则 t
t

ihy
m

 , 即公司的盈利能力不高不低, 应当以中

间水平的股利率来支付股利.

(3) 当
*

1 t t th X h   , 此时公司的盈利能力已经处于历史较高水平, 因此公司

应当以历史峰值股利率 th 来支付股利.

(4) 当 *x h 处, 这时的公司盈利水平已经超越了以前所有的盈利水平, 因此

公司相应的也需要考虑将股利率提高到历史最高水平之上, 此时的股利支付率

为 *

x


.
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第 4章 通胀不确定下股利率在提取和棘轮约束下的最

优股利分配

本章在上一章的基础上考虑了通货膨胀对公司价值的影响, 并在 CRRA 效

用函数下, 考虑股利受到提取约束下的最优股利分配问题, 其目标是公司破产前

最大化支付股利的期望贴现效用. 利用通胀对公司的财富过程进行折现, 并采用

常相对风险厌恶效用函数, 建立相应的随机模型以及最优股利分配模型, 得出相

应的 HJB 变分不等式作为一个非线性自由边界问题, 并通过勒让德变换进行求

解. 最后, 得到最优股利政策以及投资策略. 利用 Matlab 对结果进行数值模拟,

并分析通货膨胀以及提取约束对股利政策的影响.

4.1 构建模型

假设在一个完备的金融市场上, 用 t 来表示公司在 t 时刻的投资决策,

投资政策取决于公司对外界发行或者回购多少债券, 债券利率以固定利率 0r 

发行, 在这样的市场上, 公司需要决定其投资和股利政策.

4.1.1 通货膨胀

假设通货膨胀是一个随机过程, 其消费品的价格水平  P t 服从如下的随

机微分方程：

 
  p p t

dP t
dt dW

P t
   ,

其中, p 为通货膨胀率, p 为波动率.

4.1.2 资产模型

用  NS t 表示公司总资产的名义价值,  S t 表示公司总资产的真实价值.

 NS t 遵循几何布朗运动设且在  0, t 期间不发放股利, 则  NS t 满足以下

随机微分方程：

 
   N

s s t
N

dS t
r dt dW

S t
    ,

其中, s ＞0 表示恒定的风险溢价, s ＞0 表示波动率, W 为给定概率空间

(Ω, ℱ, (ℱt)t≥0, P)上的标准布朗运动.
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对于股利政策, 要求当 t＞0 时,    Y t rX t , 则      y t Y t rX t  , 0t  .

且假定超额股利率满足提取约束, 即   .ty t h

4.1.3 净盈余过程

给定投资政策和超额股利政策, 因此净盈余的名义价值满足下式：

     
        

     ,

N
N N N N N

N

s N N s N t

t
t t t t t

dS
dX r X Y dt

S

t y dt t dW

t
 

   

     

  
（4.1）

其中,  NX t 为净盈余的名义价值, 则净盈余的真实价值    
 
NX t
t

X t
P

 , 类似

地,    
     

 
 
 

( )N N Nt t t
t t

t t t
Y y

Y y t
P P P


   、 、 有着同样的关系.

根据伊藤公式, 有

   
         

1 1 ,N
N N

dX
d d

t
t t t

t t
X X d X d

P P tP
   

        
   

（4.2）

其中,    

21 p p p t

t t
dt dt dW

d
P P

     
  

 
, 将式（4.1）代入（4.2）可得

         

    

2

             ,

s s p p p

s p t

d tX y X dt t

X dW

t t

t t

     

  

      

 

（ ）
（4.3）

其中, 0 0X X  . 对于   0
,t t t
y

 需要满足以下条件：

(1) t 适应于 {ℱt}t≥0, 0t  , 2

0 t dt


 ;

(2) ty 适应于 {ℱt}t≥0,
2

0 ty dt


 ;

(3) ty 是非负的, 且右连左极;

(4) ty 满足提取约束, 即   ty t h .

当 t , ty 满足以上条件时, 对应的控制过程  h， 对 tX 是容许的,

可以用 S 表示, 称为容许控制集  h，S .
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4.2 模型求解

4.2.1 优化问题

公司的目标是最大化股利贴现效用的期望值. 破产的时间用  表示, 则

 inf 0 : 0tt X    , 净盈余过程中用于控制 X 的容许控制集  h，S 可以

决定破产时间  , 那么公司的目标可以用下式表示：

 
sup
,t ty �

1

0 1
t tye dt

 




 

  
 , (4.4)

其中,  为贴现因子,
1

1
ty








为代理人的效用函数, 采用的是 CRRA 效用函数,

 为常数, 表示相对风险厌恶系数不变. 假设
1 1

1 k



 


, 其中 k 定义为

 
2

2
2 s

s s p

k 

  



.  的可行性约束

1
1 k






可追溯到 Merton[60]. 此外, 如果

1  , 则 (4.4) 中的
1

1
ty








为负, 且随着 y 的增加而增加, 此时（4.4）倾向于

较大的 y 和较小的  . 换言之, 公司应当立即破产清算才是最佳选择.

对应于随机控制问题（4.4）的值函数为

     
sup

,
, ,t t

V x h
y h 





S �x

1

0 1
t tye dt

 




 

  
 , (4.5)

其中,   2,x h  , �x 表示 0X x 为条件的期望. 此外, 假设股利的发放具有

以下的策略：(1) 当 t tX h 时, 则 t ty h . (2) 当 1t t th X h   时, 则

 * ,t t ty y X h ,  * ,t ty X h 为某一函数. (4) 当 1 *t t th X h   , 则 t ty h . (4)

在 *t tX h 处, 可以通过奇异控制来提高股利率, 使得 tX 能始终保持在

* th 以内.

利用动态规划原理, 可以得

 
1

0
,

1
tt s s

t
ye V x y e ds


 




  

 ,

再根据伊藤公式及费曼—卡茨定理, 可得：
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     
      

2

12

,

1 , .
2 1

t
t x s t s p t t p p

tt
xx s t p s t p x t h

d e V x y V y x

yV x dt e x V dW V x y dh






        

     







        


     

 

 

  
,

如果  ,V x h 是   2, : * , 0x h x h h     上的一个凹函数, 且满足

（4.6）的 HJB 方程, 则    , ,V x h V x h  . 且  * ,y x h  * ,x h 也满足此方程,

即为最优股利策略.

因此得到 HJB 方程：

   

 
 
 
 

2

12

*

*

{
max

0   1, },                       
2 1

0, 0,

, 0,

, 0.

s s p t t p p x

t
s t p xx

h

xh

V y x V

yy h x V

V h

V h h

V h h



      

    








       


   








                                     

                                   

         











                           

（4.6）

4.2.2 减少问题维度并应用勒让德转换

本节则是对未知参数最优股利策略  * ,y x h , 最优投资策略  * ,x h 以及

比例系数  , 1 , * 的详细推导.

现在, 通过使用放缩来减少问题的维度. 值函数（4.5）中的 x 和 h 均是

1  次 方 , 有    1, , , 0.V x h V x h     因 此 , 定 义 v ：

   ,1 , 0.v V   

可以得到以下关系式：

   
     
   

1

2

1

,
, , .
,

x

xx

V x h h v
V x h h v x h
V x h h v



















 

 
  
 


,            

,   

,          

而  ,y x h ,  ,x h 都是关于 h 的一次方 , 同理有    , ,y x h hy  

   , .x h h   

那么,（4.6）式的 HJB 方程可改写为
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 

   

   

 
     

   

2

1
2 2

* * *

* * *

{
max

0   1, },                    
2 1

0 0

1

0.

s s p t p p

s p

v y v

yy v

v

v v

v v









 

       

    


   

   





       


   




 

 

 

   ，

，                                          

，                           

   











                            

（4.7）

由 HJB 方程的一阶条件可得：

 
2 ,s s p p

s s

v
v





    


 


  

 
1

.y v 




定义常数 .s p
p

s

j
 




  此外, 股利的支付满足下式

 
1

1

*
1

0

1 .

vy




 

  

  

  



 

   



 



，     ，

，   ，

，      

将  y j y   、 、、 代入（4.7）式, HJB方程重写为（4.8）式

 

1

2 1

1

*
1

,              0     
1

,              
1

1 ,                 . 
1

v

v j v v v
kv

v



 


 

  




   


    


  








   


    




  


，

， （4.8）

接下来使用勒让德变换, 即令    ,m v u m v m     . 对  微分可得

 mu m   ，再对其进行微分可得  
1 .

mm

v
u m   此外, 在 0 和 * 处, 可得

   * *
00 ,v m v m    . 然后将其代入（4.8）, HJB方程就变为欧拉方程形式：
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 

1

0

1
2

*

,              
1

,             1    
1

,                  m 1.    
1

p

p
mm m

kk m m m

km u kj k mu k u m m

kkm m






 


  













   

      



  



，

， （4.9）

而（4.7）中的边界条件  0 0 v  ，就有变成了自由边界条件

 0 0u m  ,

 0 0.mu m 

同时, 平滑粘贴条件和超接触条件则分别有以下变换

     * * *1 0,mu m m u m    （4.10）

   * * * 0.mm mm u m u m   （4.11）

利用二阶微分方程求解方法对（4.9）求通解, 通过边界条件  0 0u m  ,

 0 0mu m  , 可解得 1C 和 2C , 由于  u m 在边界点上有二阶导数连续, 即

原方程及其一阶导数在分段点   和1处连续, 因此可求 3C 、 4C 、 5C 和 6C .

且满足1 1 1k    , 则可解得  u m 的表达式, 其表达式由下式给出：

 

 

     

 

1 2

1 2

1 2

1

1 2 0

13

3 4

*
5 6

,
1

,1
1 1 1

1 1 , 1.
1

C m C m m m m
j

ku m C m C m m m
kj k

C m C m m m m
j


  


  

 

  
 

 
   

 










     

    
      


     



                 ，

，

                  

（4.12）

其中,

   2
1

1 1 4
,

2
kj k kj k k  


      



   2
2

1 1 4
,

2
kj k kj k k  


      



 
 

 1

1
2 0 2

1
1 2 0

11 ,
1

m
C

m j





   
   

 
     

 
 

 2

1
1 0 1

2
2 1 0

11 ,
1

m
C

m j





  
   

 
     
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 

   
 

      
1 21 1

22 2
3 1

2 1

11 ,
1 1 1 1

k
C C

j kj k

      
       

    
           

 

   
 

     
2 21 1

11 1
4 2

2 1

11 ,
1 1 1 1

k
C C

j kj k

      
       

    
            

 

   
 

      
1 21 1

22 2
5 1

2 1

111 ,
1 1 1 1

k
C C

j kj k

      
       

    
           

 

   
 

     
2 21 1

11 1
6 2

2 1

111 .
1 1 1 1

k
C C

j kj k

      
       

    
            

在 *m m 处, 有（4.10）与（4.11）这个边界条件, 因此可得到下面两个等式：

 
       1

2 2
5

2 1 1

1 *
,

1 1 *
m j

C
j m 

  

    

 


  

      2

1 1
6 1

2 1 2

11 .
*1 1 *

C
m jm 

 
    

 
  

    

图 4-1、4-2、4-3 是由式（4.12）给出的针对特定参数代入到  u m 、  mu m

及  mmu m 的表示图, 从图上看到  u m 是光滑的. 假设参数的选定值分别为

0.08s  , 8.0,5.0,2.0,2.0,2.0,01.0   psp . 需要注意的是, 这

里有由 0m 和 *m 分别求得的两个 5C 和两个 6C , 在数值模拟时, 需要令其

相等 , 以此来解出 0m 和 *m . 图中 , 垂直虚线分别为 0 0.5820m m  ,
* 9.9598m m  .

图 4-1  u m 关于m的表示图



安徽工程大学硕士学位论文

28

图 4-2  mu m 关于m的表示图

图 4-3  mmu m 关于m的表示图

4.2.3 反转勒让德并得到最优股利策略

以上求解出来的是利用勒让德变换后的自由边界问题的  u m , 现在通过

反转勒让德变换来获得  v  . 具体来说, 即令

     mv u m u m m   ,

 mu m   ,

可得

     

 

     

1 2

1 2

1 1
1 1 2 2

1 5 1 6 2

1 1* * * *
5 1 6 2

11

1 .

m

m

m

u C C
j

u C C
j

u m C m C m
j

   


 

    

  

  

   

 


     




     



     


，

，             （4.13）
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如果  ,x h  , 即 *0 x h  , 则（4.5）中的值函数、  * ,x h ,  * ,y x h 分

别由（4.14）、（4.15）、（4.16）给出,

 

     
   

 
     

     

1 2

1 2

1 2

1
1

1 1 2 2

1
1 3 2 4

12
1

1 *
1 5 2 6 1

1 1 , 0 ,
1

[ 1 1
, , ,2 1

]
1 1 1

11 1 , .
1

h C m C m y h

h C m C m
V x h h y hk

m
kj k

h C m C m h y h


 



 




 

  
 

 

  
   

   
 










  
         

    
  
      
           



   

           

   

（4.14）

其中, *
0,m m m    是  m

xu m
h

  的唯一解.

     
 

      

*
2

2

,

               .

s s p p

s s

s s p p m
mm

s s

v
x h h h

v

u m
hm u m h





     


  

   
 


  


 

       

（4.15)

 
1

*
1

*
1

0

,

.

h x h

m h h x hy x h

h h x h






 

 

 



 

   



 

，     ，

，   ，

，      

（4.16)

在 *x h 处, 公司通过奇异控制增加超额股利率, 以保持  * *,t tx h , 即

保持
* **t tX h . 如果 *x h , 公司将其投资策略设定

        ** * *
2, .p ms s p

mm
s s

u m
x h hm u m h

  


 


 

此时, 公司立即增加超额股利率到  * *,y x h x  . 对应的值函数为

           
1 2

1
* *

1 5 2 6*
1, 1 1 .

1
xV x h C m C m


 

 
  

             


此后, 当 *x h 时公司才增加超额股利率以始终保持
* * *
t tX h .
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4.3 数值分析

为更好地分析通货膨胀因素和提取约束因素对公司股利政策的影响, 本文

利用 Matlab进行了数值模拟, 从而验证了结论的有效性.

4.3.1 通货膨胀因素对股利政策的影响

在模拟中, 分别将通货膨胀率 p 设定为 -0.04, 0.01, 0.036, 其他参数设定

如下： 8.0,5.0,2.0,2.0,2.0,08.0   pss , 在其他参数不变的情况

下, 研究通货膨胀率的变化对股利政策的影响如图 4-4 和图 4-5 所示.

图 4-4 值函数随通货膨胀率的变化图

图 4-5 股利随通货膨胀率的变化图

由图 4-4 可知, 通货膨胀越大, 值函数越小, 即通货膨胀率越大, 会使股东

财富价值变小. 随着公司盈余的增加, 不同通货膨胀系数对应的值函数之间的差

值也逐渐变大, 这就涉及到图 4-5 的内容. 当公司盈余很小时, 即当 t tX h

时, 公司以最低的股利支付率支付股利, 此时通货膨胀对值函数的影响也因发放

较少的股利而差别很小. 当公司盈余逐渐增加时, 公司发放的股利逐渐增加, 此
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时的值函数之间的差别也逐渐变大. 当公司盈余很大时, 即当 *x h 时, 值

函数之间的差别因股利发放之间差额的逐渐增大而增大.

另外值得关注的是, 由于通货膨胀系数的存在, 公司提高最低股利支付率及

将股利支付提高到历史最高值所要求的 x 的门槛也变化了. 从图 4-4可知, 通

货膨胀系数越大, 所要求的公司盈余也越大.

4.3.2 提取因素因素对股利政策的影响

在模拟中, 分别将提取约束系数  设定为 0.2, 0.5, 0.63, 其他参数设定如

下： 8.0,2.0,2.0,2.0,01.0,08.0   psps , 在其他参数不变的情况

下,研究提取约束系数的变化对股利政策的影响如图 4-6和图 4-7所示.

图 4-6 值函数随提取约束的变化图

图 4-7 股利随提取约束的变化图

由图 4-6和图 4-7 可知, 当提取约束较小时, 虽然公司可能会以较低的股利

率来支付股利, 但是却有更高的值函数及股利支付率. 这是因为对于一个持续盈

利的公司而言, 倘若公司的盈余很低, 更低的提取约束系数允许公司以更低的股

利支付率来支付股利, 这就使得公司能保留更多的资金在未来发展, 而较高的提
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取约束系数使得公司支付更高的股利, 影响了公司的现金流, 限制了公司未来的

发展. 此外, 由图 4-6还看出, 较低的提取约束在提高股利支付时有更大的优势,

它要求的公司盈余的门槛也较低.

4.4 本章小结

本章基于通货膨胀不确定的环境下和防止股利率低于历史最高值的某个确

定比例的约束下, 研究了最优股利政策, 得出的结论为, 股利的发放应具有以下

的策略：

(1) 当 t tX h 时, 则 t ty h . 即此时净盈余比较小, 则公司以提取约

束允许的最低水平支付股利。

(2) 当 1t t th X h   时, 则
1

t ty m h


 , 其取值范围为  ,t th h . 即公司

的净盈余的水平处于不高不低状态, 公司应当以高于最低股利率, 但低于历史峰

值股利率支付股利.

(3) 当
*

1 t t th X h   , 则 t ty h . 即公司的净盈余非常大, 公司应当以历

史峰值股利率支付股利, 但不可将股利率提高到历史峰值之上.

此外, 在 *x h 处, 可以通过奇异控制来提高股利率, 使得 tX 能始终

保持在
*
th 以内.

最后, 在实际应用过程中, 不能忽视通货膨胀所带来的影响. 当公司处于通

货膨胀环境中, 股东又希望股利的支付不能低于历史最高股利的某个比例的情

况下, 本文则给出了相应的股利分配政策, 以此来实现股东财富总价值的增长.
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第 5 章 总结与展望

股利分配政策近年来备受监管机构、投资者以及分析师的关注, 一方面能考

验公司的财务管理能力, 另一方面对于公司的内部管理和价值提升也有重要的

影响. 本文首先考虑的是投资者和分析师对公司的期望, 即对股利支付率施加提

取和棘轮约束下如何分配公司盈余; 其次, 在不希望股利率下降到某一确定比例

的情况下还考虑了通货膨胀这一不确定性因素对最优股利分配政策的影响. 主

要工作和相关结论如下：

(1) 首先构建金融模型, 公司需要对投资决策和股利分配政策进行抉择, 当

股利支付率降低时, 股东和分析师难免会对公司未来的发展产生悲观情绪, 并做

出负面反应甚至反应过度. 在此基础上, 考虑了股东对减少股利支付的厌恶就显

得尤为重要, 由此对股利率施加一个提取和棘轮约束. 目标是在公司破产前将已

支付股利的期望贴现效用最大化, 在对公司的风险厌恶表示上采用对数效用函

数, 建立相应的随机模型以及最优股利分配模型, 最后, 得到最优股利政策并利

用Matlab对结果进行数值模拟, 分析提取约束对股利政策的影响.

(2) 考虑了通货膨胀因素对公司资产模型的影响, 通过折现、伊藤引理得到

公司的真实资产价值, 同时也对股利率施加提取约束, 以此建立公司的金融模型.

另一方面, 由于每个公司对风险的厌恶程度不同, 也需要考虑不同的公司所适用

的效应函数, 所以采用CRRA效用函数来建立最优股利分配模型, 得出HJB变分

不等式, 然后通过降维及勒让德变换进行求解, 得到最优股利政策和投资政策,

并利用 Matlab 对结果进行数值模拟, 分析通货膨胀和提取约束对股利政策的影

响.

在公司进行股利分配方案中, 有许多因素都会对最优股利分配决策产生影

响, 由于自身的水平的局限, 研究内容还存在诸多不足, 在未来可以在以下三个

方面进一步深入研究：

(1) 本文在构建模型时, 将公司的债券利率以固定利率发行, 但在金融市场

上, 影响债券利率的因素有很多, 例如货币政策、市场流动性、信用评级等. 在

构建公司资产模型时, 可以将公司的债券利率视为随机波动, 从而进行更深入研

究.

(2) 在金融市场上, 有众多公司在内外部经营环境会发生重大变化生产经营
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过程中会发生变化. 这包括公司的重大投资行为和重大的购置财产的决定, 公司

在生产经营过程中由于扩建或者自然灾害发生停工停产对公司盈余发生重大影

响等. 因此在构建金融模型时可以增加“跳”来考略这一重大变化, 从而使模型

更具有现实意义.

(3) 除了本文所用的对数效用函数以及 CRRA效用函数以外, 其他效用函数

同样也具有研究价值. 如二次效用函数下考虑重大变化的最优股利分配问题.
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